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PRÉFACE. 


La  résistance  des  matériaux  forme  la  première  partie  du 
cours  de  mécanique  appliquée  aux  constructions  que,  depuis 
Tannée  1866,  nous  sommes  chargé  défaire  aux  élèves  externes 
de  l'École  des  ponts  et  chaussées.  La  seconde  partie  a  pour  objet 
Y  hydraulique  et  sera  publiée  plus  tard. 

Un  coup  d'œil  sur  la  table  des  matières  montrera  au  lecteur 
Tordre  que  nous  avons  suivi. 

Notre  point  de  départ  est  l'observation  et  Texpérience.  Lors- 
que l'état  imparfait  de  nos  connaissances  nous  force  à  adopter 
une  hypothèse  pour  donner  prise  au  raisonnement  et  au 
calcul,  nous  avons  soin  de  faire  ressortir  cette  hypothèse,  et 
de  bien  mettre  en  évidence  la  lacune  qu'elle  est  destinée  à 
combler. 

En  général,  nous  avons  préféré  la  méthode  synthétique  à  la 
méthode  analytique.  La  premiè!  o.  aui  mène  du  simple  au 


VI  PRËFÂCE. 

composé,  convient  particulièrement  à  l'exposition  des  théories. 
La  seconde  prend  les  problèmes  à  leur  plus  haut  degré  de  com* 
plication,  et  essaye  de  les  réduire  à  leurs  éléments  les  plus 
simples.  C'est  à  proprement  parler  une  méthode  d*invention  et 
de  découverte.  Nos  préférences  n'ont,  du  reste,  rien  d'exclusif: 
sans  rejeter  le  secours  de  Tanalyse,  auxiliaire  inHispensable 
pour  nos  études,  nous  ramenons,  chaque  fois  que  cela  est  pos- 
sible, la  solution  des  problèmes  à  la  géométrie  pure. 

Les  questions  que  nous  passons  en  revue  ont  été  étudiées  fort 
souvent,  et  il  serait  difficile  de  les  traiter  d'une  manière  tout 
à  fait  neuve.  Nous  avons  donc  largement  puisé  dans  les  travaux 
anciens  ou  récents,  en  indiquant  toujours  les  sources,  et  en 
renvoyant  aux  ouvrages  originaux  ceux  de  nos  lecteurs  qui  vou- 
draient franchir  les  limites  d'un  enseignement  élémentaire.  Au 
premier  rang  parmi  ces  emprunts,  signalons  avec  reconnais- 
sauce  tout  ce  que  nous  devons  à  nos  Maîtres,  MM.  Bélanger  et 
Bresse,  qui  ont  doté  la  mécanique  de  tant  de  perfectionnements 
utiles,  et  dont  les  nombreux  travaux  sont  pour  leurs  élèves  au- 
tant de  modèles  de  clarté  et  de  rigueur. 

Avant  de  remplir  les  fonctions  de  professeur,  nous  avions  eu, 
à  diverses  époques,  Toccasion  de  traiter  quelques  questions  de 
Résistance  (1).  Plusieurs  passages  de  ces  premiers  essais,  retou- 


(1)  Ponts  métalliqutt  à  poutres  droites  continues.  Pétenbourg^  1860.  —  Tableaux 
polytechniques  deMM.Bium  et  Ostrogradski.  Pélenbourg,  1861-62.—  Théorie  des  pou- 
tres en  treilUs  et  des  fermes  américaines,  Aoimles  des  PooU  et  chaussées,  1864.  Théorie 
élimeniaire  des  poutres  droites,  Paris,  18G5, 
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chés  et  complétés,  ont  pu  être  reproduits  dans  un  travail  plus 
étendu.  Notre  Théorie  des  poutres  droites^  débarrassée  des  parties 
étrangères  à  Tobjet  spécial  que  nous  avons  en  vue  aujourd'hui, 
a  été  refondue  en  entier  pour  entrer  dans  notre  nouvel  ou- 
vrage. 

EDOUARD  COLLIGNON. 


Paris,  le  11  juin  ISat. 


INTRODUCTION. 


DÉFINITIONS. 

1.  Les  matériaux  qui  entrent  dans  les  constructions  appartien- 
nent en  général  à  la  classe  des  corps  solides. 

Un  corps  solide  est  nn  corps  qui  oppose  une  résistance  appré- 
ciable aux  diverses  déformations  qu'on  veut  lui  faire  subir. 

Dans  la  mécanique  rationnelle  on  étudie  l'équilibre  et  le  mouve- 
ment de  corps  solides  invariabks^  c'est-à-dire  indéformables,  quelles 
que  soient  les  forces  qu'on  leur  suppose  appliquées;  mais  ce  sont  là 
de  pures  conceptions  géométriques  qu'on  ne  rencontre  pas  dans  la 
natare. 

On  corps  fluide^  liquide  ou  gaz,  oppose  une  résistance  appré- 
ciable aux  déformations  qui  ont  pour  résultat  de  réduire  le  volume 
total  occupé  parce  corps;  mais  les  changements  de  forme  qui  ne 
sont  pas  accompagnés  d'un  changement  de  volume,  peuvent  s'eflec* 
toer  sans  effort,  du  moins  sans  effort  sensible. 

La  définition  des  corps  solides  qui  vient  d'être  donnée,  distingue 
donc  à  la  fois  les  corpâ  solides  naturels  des  corps  solides  géométri- 
ques, et  les  corps  solides  des  fluides,soit  liquides,  soit  gazeux. 

Certains  systèmes  peuvent  se  comporter  comme  des  solides  à 
r^ard  de  certaines  déformations  particulières,  tout  en  n'opposant 
qu'une  résistance  insigniGante  aux  autres  déformations.  Un  /!/,  par 
exemple,  peut  être  courbé  sans  effort,  et  ne  peut  être  allongé  sans 
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travail.  Un  tissu  résiste  aux  déformations  tendant  à  allonger  l'un  des 
deux  systèmes  de  fils  qui  le  composent,  et  se  laisse  infléchir  sans 
résistance. 


THÉORIE   MOLÉCULAIRE.  —  ÉLASTICITÉ. 


2.  On  conçoit  tous  les  corps  naturels,  qu'ils  soient  solides,  liquides 
ou  gazeux,  comme  formés  de  molécules  infiniment  petites,  séparées 
les  unes  des  autres  par  des  intervalles  dont  la  grandeur  est  compa- 
rable   aux    dimensions    de    ces   molécules  ;  elles    exercent    les 
unes  sur  les  autres  des  actions  du  même  ordre  de  grandeur  que  les 
molécules  elles-mêmes,  variables  avec  leurs  distances  mutuelles,  et 
dirigées  suivant  les  droites  qui  les  joignent  deux  à  deux.  Dans  les 
corps  solides  en  particulier,  chaque  molécule  a  par  rapport  aux 
autres  une  position  qu'elle  ne  peut  abandonner  sans  un  effort  plus  ou 
moins  grand.  Dans  les  fluides,  au  contraire,  les  molécules  ont  une 
liberté  presque  absolue  de  tourner  les  unes  autour  des  autres  ou  de 
rouler  les  unes  sur  les  autres  sans  frottement  sensible. 

Lorsqu'on  applique  à  différents  points  d'un  corps  solide  des  forces 
extérieures  qui  se  font  équilibre,  l'équilibre  des  actions  mutuelles 
intérieures  est  troublé  et  une  déformation  se  produit;  cette  défor- 
mation entraîne  une  variation  des  distances  mutuelles  des  naplécules, 
et  en  même  temps  une  variation  des  intensités  et  des  directions  des 
actions  intérieures.  L'équilibre  se  rétablit,  par  la  déformation,  entre 
les  forces  intérieures  et  les  forces  extérieures.  Si,  une  fois  la  défor- 
mation opérée,  ou  supprime  les  forces  extérieures  qui  l'ont  produite, 
la  déformation,  en  général,  ne  peut  persister,  et  le  corps  tend  à  re- 
venir à  sa  forme  primitive;  les  molécules,  dans  ce  mouvement  rétro- 
grade, acquièrent  des  vitesses  qui  leur  font  dépasser  leurs  positions 
d'équilibre  naturel,  autour  desquelles,  théoriquement  et  abstraction 
faite  de  diverses  résistances  accessoires,  elles  devraient  indéfini- 
ment osciller.  Cette  tendance  d'un  corps  déformé  à  revenir  à  sa 
forme  naturelle,  constitue  ce  qu'on  appelle  Y  élasticité  de  la  matière. 
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Au  point  de  vue  de  l'élasticité,  de  grandes  diiTérences  se  manifestent 
entre  les  divers  corps  solides. 

Les  corps  parfaitement  élastiques^  une  fois  déformés ,  reviennent 
complètement  à  leur  forme  naturelle. 

Les  corps  parfaitement  mous  manquent  absolument  d'élasticité, 
et  a))andoDnés  à  eux-mêmes  après  une  déformation  quelconque, 
ils  demeurent  dans  l'état  où  ils  ont  été  laissés,  sans  montrer  de 
tendance  à  un  retour  vers  leur  forme  primitive.  Ces  corps  forment  à 
certains  égards  un  intermédiaire  entre  les  solides  et  les  liquides. 

Les  corps  parfaitement  durs^  que  Ton  admettait  autrefois  dans 
la  mécanique  (1)  comme  des  corps  dépourvus  d'élasticité,  sont  en 
réalité,  ou  bien  des  solides  géométriques,  qui  n*ont  pas  d'existence 
réelle,  ou  bien  des  corps  solides  doués  d'une  grande  roideur,  et  il 
n'y  a  lieu  en  définitive  de  considérer  dans  les  applications  que  deux 
types  extrêmes  de  corps  solides,  les  corps  mous  et  les  corps  élasti- 
ques. 

En  réalité,  les  corps  solides  naturels  ne  sont  ni  parfaitement 
mous,  ni  parfaitement  élastiques,  mais  ils  se  classent  tous  entre  ces 
deux  types  extrêmes;  l'élasticité  de  la  matière  est  variable  d'un  corps 
à  Fautre,  très-grande  et  presque  absolue  dans  les  uns,  très-petite  et 
presque  nulle  dans  les  autres.  Elle  est  moyenne  dans  la  plupart. 
Nous  verrons  plus  loin  comment  elle  est  susceptible  d'évaluation  nu- 
mérique (2). 


ri)  Càrnoi,  Principes  de  réquilibre  et  du  mouvement,  2«  ptirlie. 

[7]  Ajoatoos  que  les  corps  soUdes  peuvent  «e  classer  en  corpe  homogènes  et  corps 
non  homogènes;  la  première  classe  comprend  les  corps  cristal  Usés,  et  certains  corps 
non  eristaiiisés.  Dans  les  corps  non  cristaUisés  homogènes^  et  dans  certains  corps 
tTisUlWsé»,  l'élasticité  est  la  même  dans  toutes  les  directions  autour  d'un  point  quel- 
conque; ces  corps  prennent  alors  le  nom  de  corps  homogènes  et  d'élasticité  constante. 
Pour  la  définition  précise  de  ces  différentes  classes,  nous  renverrons  à  la  première 
Ifçoo  de  M.  Lamé  sur  la  théorie  mathématique  de  l'élasticité  des  corps  solides^  %i. 
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LIMITE   d'élasticité. 


8.  Lorsque  la  déformation  d'un  corps  soUde  est  suffisamment 
petite,  le  oprps  se  comporte  à  peu  près  comme  un  corps  parfwte- 
ment  élastique,  c'est-à-dire  qu'après  la  suppression  des  forces  qui 
ont  produit  celle  petite  déformation,  il  y  a  retour  complet  à  la  forme 

naturelle. 

U  limite  d^ilatlicité  est  la  limite  supérieure  des  efforts  qu'on 
peut  faire  subir  à  un  corps  solide  sans  y  produire  de  déformations 
permanentes.  Tant  que  les  efforts  exercés  sur  un  corps  sont 
inférieurs  à  celte  limite,  les  déformations  produites  s'effacent;  si  les 
efforts  sont  supérieurs  à  la  môme  limite,  les  déformations  ne 
s'effacent  plus  que  partiellement,  ou  même  ne  s'effacent  plus  du 

tout. 

Un  corps  qui  n'a  pas  subi  d'efforts  au-dessus  de  sa  limite  d'élasti- 
cité reste  ce  qu'il  était  primitivement  au  point  de  vue  mécanique. 
Un  corps  qui  a  subi  des  efforts  au-dessus  de  sa  limite  d'élasticité, 
doit  être  considéré  comme  un  système  nouveau,  dans  lequel  les  po- 
sitions relatives  des  molécules  ont  été  altérées  plus  ou  moins  profon- 
dément  et  qui  peut  posséder  de  nouvelles  propriétés  mécaniques. 
Par  exemple,  le  travail  de  la  filière  pour  la  fabrication  des  fils  mé- 
talliques, modifie  profondément  l'élasticité  du  métal,  mais  il  accroît 
d'une  quantité  notable  sa  résistance  à  l'extension*.  De  même  le  mar- 
telage le  laminage,  l'action  de  la  chaleur,  le  choc  du  balancier  mo- 
nétaire, sont  autant  de  maniètes  d'altérer  l'élasticité  d'une  masse 
métallique,  et  d'en  accroître  la  résistance.  Il  est  donc  inexact  d'af- 
firmer d'une  manière  absolue,  comme  on  le  fait  quelquefois,  que 
l'altération  de  l'élasticité  d'un  corps  solide  amène  un  affaiblissement 
de  sa  résistance,  et  produit  une  prédisposition  à  la  rupture  ;  le  ré- 
sultat dépend  du  mode  d'altération  employé.  Ce  qu'on  peut  dire, 
c'est  quo  l'altération  de  l'élasticité  est  vicieuse  quand  elle  porte  sur 
les  matériaux  entrant  dans  une  construction,  et  qu'elle  résulte 
de  l'action  des  charges  que  ces  matériaux  ont  à  supporter.  Les  tas- 
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semeDts,  les  déformations  permanentes,  accusent  ordinairement  un 
pareil  défaut. 

La  limite  d'élasticité  donne  un  second  moyen  de  définir  les  corps 
mous  et  les  corps  élastiques.  Un  corps  mou  est  celui  dont  la  limite 
d'élasticité  est  à  peu  prés  nulle;  un  corps  élastique  est  celui  dont  la 
la  limite  d'élasticité  est  trés-élevée. 

L  Pour  déterminer  la  limite  d'élasticité  d'un  corps  relativement  à 
un  effort  défini,  par  exemple  la  limite  d'élasticité  d'une  tige  mé- 
tallique soumise  à  un  effort  d'extension,  il  faut,  conformément  à  la 
définition,  observer  les  allongements  pris  par  la  tige  sous  l'action  de 
divers  poids  qu'on  lui  fait  supporter  successivement;  en  supprimant 
à  chaque  fois  la  charge  pour  l'augmenter  ensuite,  on  notera  à 
partir  de  quel  allongement,  ou  de  quelle  charge,  la  tige  rendue  à 
elle-même  conserve  un  allongement  permanent.  Cette  charge  sera  la 
limite  cherchée.  On  voit  que  le  résultat  de  cette  série  d'expériences 
peut  varier  avec  le  degré  de  précision  apporté  aux  mesures  de  la 
longueur  de  la  tige  ;  de  deux  séries  d'observations,  celle  dans  laquelle 
CD  aura  apprécié  le  plus  rigoureusement  les  longueurs  sera  celle 
qai  donnera  la  valeur  la  plus  basse  de  la  limite  d'élasficité.  Aussi 
il  est  impossible  de  définir  la  limite  d'élasticité  d'une  manière  par- 
faitement rigoureuse.  Au  point  de  vue  du  physicien,  qui  dispose 
pour  ses  expériences  des  procédés  d'observation  les  plus  perfec- 
tionnés, la  limite  d'élasticité  est  tout  à  fait  nulle,  c'est-à-dire  que 
toute  déformation,  si  petite  qu'elle  soit,  persiste  en  partie  après 
suppression  de  l'effort  qui  l'a  produite.  Pour  l'ingénieur,  cette  préci- 
sion du  langage  n'est  pas  nécessaii^  ;  il  doit  distinguer  entre  les  dé- 
formations microscopiques  et  les  déformations  visibles  pour  tous  les 
yeux,  et  il  n'a  pas  à  se  préoccuper  des  premières.  A  chaque  matière 
employée  dans  les  constructions  correspond  ainsi  une  limite  d'élas- 
ticité, donnée  pratique  qui,  sans  être  fixée  avec  une  entière  rigueur, 
fournit  pour  la  rédaction  des  projets  un  renseignement  des  plus 
utiles. 

L'observation  semble  démontrer  que  la  limite  d'élasticité  dépend 
de  la  durée  de  l'application  des  efforts  ;  elle  est  plus  basse  pour  un 
effort  qui  dure  toujours  que  pour  un  effort  passager. 
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RUPTUBE. 


5.  Lorsqu'on  agit  sur  un  corps  solide  en  y  appliquant  des  forces  qui 
tendent  soit  à  le  comprimer,  soit  à  l'étendre,  soit  à  l'infléchir,  et 
qu'on  augmente  indéfiniment  ces  forces,  la  limite  d'élasticité  est 
bientôt  dépassée  ;  la  déformation  devient  de  plus  en  plus  apparente, 
et  enfin  la  rupture  se  produit.  Ce  phénomène,  qui  est  très-varié, 
met  en  évidence  la  structure  intérieure  du  corps  soumis  à  l'expé- 
rience. Tantôt  le  solide  est  grenu^  tantôt  il  est  nerveux  ou  fibreux^ 
tantôt  il  présente  une  cassure  cristalline,  ou  encore  il  se  décompose 
en  blocs  affectant  certaines  formes  géométriques.  La  rupture  change 
aussi  de  caractère  suivant  qu'elle  a  lieu  par  extension,  par  compres- 
sion ou  par  flexion. 

La  manière  d'obtenir  la  rupture  varie  d'un  corps  à  l'autre,  et  pour 
le  même  corps,  d'une  direction  à  l'autre  :  ainsi,  le  bois  se  fend  à  la 
hache  avec  une  grande  netteté  dans  le  sens  des  fibres,  tandis  que 
pour  couper  les  fibres  à  angle  droit,  il  est  préférable  de  se  servir  de 
la  scie  ; 

Le  fer  se  coupe  à  froid  à  la  cisaille,  et  se  perce  sous  le  poinçon . 
Mais  le  travail  du  poinçon  tend  à  allonger  légèrement  la  pièce  de 
de  fer  à  travers  laquelle  sont  percés  les  trous  ;  le  perçage  au  foret 
ne  produit  pas  le  même  efiet  ; 

Chaque  nature  de  pierre  doit  être  travaillée  avec  les  outils  appro- 
priés :  le  granit,  par  exemple,  demande  un  autre  outillage  que  le  cal- 
caire des  constructions  de  Paris. 

En  résumé,  les  lois  de  la  rupture  peuvent  intéresser  le  construc- 
teur à  deux  points  de  vue  :  1°  au  point  de  vue  du  travail  des  maté- 
riaux, bois,  métal  ou  pierre,  qu'il  s'agit  de  couper,  de  tailler,  de' 
dresser,  ou  même  de  casser  en  morceaux  ;  2''  au  point  de  vue  des 
indications  que  fournit  la  cassure  sur  les  propriétés  des  matières  ;  on 
casse  par  exemple  un  certain  nombre  d'échantillons  pris  au  hasard 
dans  une  fourniture  de  fer,  pour  s'assurer  que  la  fourniture  satisfait 
aux  conditions  imposées  par  le  cahier  des  charges.  Quant  aux 
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efforts  développés  dans  les  matériaux  d'un  ouvrage,  ils  doivent  tou- 
jours rester  fort  au-dessous  des  Charges  de  rupture,  puisqu'ils  sont 
même  inférieurs  à  la  limite  d'élasticité. 


OBJET  ET  MÉTHODE  D(J  COURS  DE  RÉSISTANCE  DES  MATÉRIAUX. 

6.  La  partie  de  la  mécanique  appliquée»  qui  a  reçu  le  nom  de 
Théorie  de  la  résistance  des  matériaux^  a  pour  objet  principal  de 
déterminer  les  efforts  intérieurs  développés  dans  les  divers  éléments 
d'une  construction  donnée»  et  de  vérifier  si  ces  efforts  sont  inférieurs 
aux  limites  adoptées^  Elle  a  aussi  pour  objet  de  déterminer  avec  le  plus 
d'économie  possible  les  formes  et  les  dimensions  qui  assurent  la 
résistance  d'un  ouvrage,  c'est-à-dire  qui  correspondent  à  des  efforts 
locaux  inférieurs  aux  mêmes  limites. 

Cette  science  est  en  partie  rationnelle,  en  partie  expérimentale  ; 
enfin  elle  doit  recourir  à  un  certain  nombre  d'hypothèses  nécessaires 
pour  soumettre  au  calcul  les  problèmes  qu'elle  a  pour  but  de  résoudre  : 
le  nombre  de  ces  hypothèses  tend  d'ailleurs  à  décroître  à  mesure 
que  la  théorie  se  perfectionne.  Cette  intervention  des  hypothèses 
n'ôte  rien  ,  au  surplus ,  au  caractère  positif  de  la  science  ;  car  les 
hypothèses  que  Ton  est  conduit  à  admettre  sont,  comme  en  phy- 
sique, soumises  à  un  critérium  absolu  :  les  résultats  logiques  qui 
s'en  déduisent  doivent  être  d'accord  avec  les  résultais  directs  des 
observations,  entre  les  limites  où  l'on  peut  faire  usage  de  la  théorie. 

7.  L'étude  empirique  des  propriétés  mécaniques  des  matériaux  re- 
monte à  l'antiquité  la  plus  reculée,  et  date  des  premiers  essais  de  con- 
struction :  on  n'a  pas  tardé  à  reconnaître  l'influence  des  dimensions 
et  des  formes  des  matériaux  sur  leur  résistanceet  leur  durée,  et  l'archi- 
tecture antique,  guidée  par  l'expérience  et  par  un  instinct  mécanique 
trte-juste  en  général,  a  consacré  certaines  règles  que  les  théories 
modernes  justifient  pour  la  plupart.  La  théorie  de  la  résistance  des 
matériaux  est  au  contraire  toute  moderne.  C'est  Galilée  qui  essaya 
le  premier  d'appliquer  la  géométrie  et  le  calcul  à  la  solution  des 
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problèmes. de  cette  natui*e,  et  c'est  lui  par  conséquent  qu'on  peut 
regarder  comme  le  fondateur  de  la  science.  La  théorie  des  poutres 
droites  chargées  de  poids,  qu*il  donna  en  i638,  est  fondée  sur  une 
hypothèse.  Il  remarque  très-bien  dans  l'un  de  ses  dialogues,  que  les 
solides  semblables  au  point  de  vue  géométrique  sont  loin  d'avoir 
des  résistances  proportionnelles  à  une  même  puissance  du  rapport 
de  similitude;  c'est  le  premier  exemple  qu'on  ait  proposé  de  la  dis- 
tinction radicale  à  faire  enti*e  la  similitude  en  mécanique  et  la  simi- 
litude en  géométrie  (1).  La  théorie  de  Galilée  pour  les  poutres  droites 
n  a  pu  être  adoptée,  parce  qu'elle  ne  présentait  pas  un  accord  suiQ- 
sant  avec  les  lois  de  la  statique  et  avec  les  données  de  l'expérience  ; 
mais  en  170&,  Jacques  BernouUi,  modifiant  légèrement  cette  hypo- 
thèse, rencontra  la  véiitable  théorie,  celle  que  Texpérience  confirme 
et  que  l'on  a  introduite  dans  l'enseignement.  A  partir  de  ce  moment, 
la  doctrine  de  la  résistance  des  matériaux  n'a  cessé  de  faire  des 
progrès.  Elle  fut  cultivée  au  xviii'  siècle  par  les  plus  grands  géo- 
mètres, Euler  et  Lagrange»  et  par  un  grand  nombre  de  physiciens  et 
d'ingénieui-s.  Elle  a  enfin  reçu  de  notre  temps  des  améliorations  dans 
deux  directions  bien  distinctes.  D*uii  côté,  sous  l'impulsion  donnée 
par  Navier,  Poisson,  Gauchy»  M.  Lamé,  elle  est  devenue  une  branche 
particulière  de  la  physique  mathématique  sous  le  nom  de  Théorie 
géiiérak  de  t élasticité.  D'un  autre  côté,  les  méthodes  de  la  théorie 
ordinaire,  perfectionnées  par  les  travaux  de  Navier,  de  Poncelet,  de 
Clapeyron  ,  ont  tantôt  suivi ,  tantôt  provoqué  les  progrès  de  la  con- 
sti*uction.  Tandis  que  les  anciens  types  de  construction  ,  d'abord 
essayés  en  petit,  ont  été  ensuite  appliqués  sur  des  dimensions  gra- 
duellement croissantes,  les  temps  modernes  ont  vu  créer  de  toutes 
pièces  des  types  nouveaux,  fruits  du  calcul  et  des  méditations  de 
leurs  inventeurs  (2).  Jamais  la  fécondité  delà  science  n'avait  teçu 
une  aussi  éclatante  démonstration. 


(1)  Sur  la  timiiitude  en  mécanique.  Voir  daos  le  S2'  cahier  du  Journal  de  l'école 
polytechnique,  une  note  de  M.  J.  Bertrand. 

(2)  Voûtes  surbaissées^  voûtes  en  arc  de  oercle,  revêtements,  ponts  suspendus,  ponts 
métalliques  à  grande  portée,  en  arc  ou  à  poutres  droites,  treillis  ,  charpentes ,  portes 
d'écluses  en  er,  barrages  mobiles^  etc. 
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La  méthode  que  Ton  suivra  dap9  ce  cours  est  la  méthode  ancienne, 
méthode  synthétique  ou  géométrique,  qui,  prédsément  parce  qu'elle 
emprunte  moins  à  l'analyse  que  la  nouvelle,  convient  mieux  aux 
ingénieurs  et  se  prête  sans  difficulté  à  la  solution  rapide  des  pro- 
blèmes qu'ils  doivent  résoudre  la  plupart  du  temps  avec  une  ex- 
trême urgence.  Le  défaut  de  généralité  qu'on  pourrait  lui  reprocher 
est  sans  inconvénient  pour  les  applications;  car  elle  a  toute  la  géné- 
ralité nécessaire  aux  besoins  de  la  pratique. 


APPLICATION   DE   LA   THÉORIE   MOLÉCULAIRE   AU   SYSTÈME    FORMÉ 
PAR   DEUX  MOLÉCULES  (1). 

8.  Considérons  (fig.  l)deux  molécules  M,  M',  placées  à  une  distance 
^'  «•  MM'  =  r  ;  les  forces  mutuelles  qui  agiront  sur  ces 

.  __M ir molécules  sont  les  unes  attractives,  les  autres 

répulsives,  mais  elles  sont  toutes  dirigées  suivant 
la  direction  MM',  et  sont  fonction  de  la  distance  r. 

Autrefois,  on  admettait  autour  de  chaque  molécule  une  atmosphère 
formée  par  le  fluide  calorique,  et  on  attribuait  à  ce  fluide  la  propriété 
d'agir  par  attraction  sur  les  molécules  matérielles,  et  par  répulsion 
sur  ses  propres  molécules;  dans  cet  ordre  d'idées  la  molécule  M 
subissait: 

1"*  L'attraction  de  la  molécule  M'  sur  la  molécule  M  ; 

2*  L'attraction  de  l'atmosphère  de  M'  sur  la  molécule  M  ; 

3*  L'attraction  de  la  molécule  M'  sur  l'atmosphère  de  M  ; 

A*  La  répulsion  de  l'atmosphère  de  M' sur  l'atmosphère  de  M. 

Aujourd'hui,  l'hypothèse  d'un  fluide  calorique  est  abandonnée,  les 
physiciens  ont  sur  la  chaleur  des  idées  toutes  différentes,  et  cette 
décomposition  des  actions  mutuelles  ne  peut  plus  être  admise.  Mais, 
sans  rien  préciser  sur  la  nature  de  ces  forces  prises  individuellement, 
on  peut  toujours  admettre  que  la  molécule  M  subit,  de  la  part  de  la 


;i)  Poocclet,  iDtrodacUon  à  la  mécanique  Industrielle,  p.  960. 
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molécule  M',  deux  actions,  l'une  attractive  et  dirigée  suivant  MM', 
l'autre  répulsive  et  dirigée  suivant  le  prolongement  de  M' M;  nous 
représenterons  la  première  force  par  A  et  la  seconde  par  R  ;  A  et  R 
seront  des  fonctions  de  la  distance  r,  et  en  vertu  du  principe  de 
l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  A  et  R  seront  aussi  les  forces 
exercées  par  la  molécule  M  sur  la  molécule  M'. 

Pour  étudier  l'effet  des  variations  de  ces  forces  A  et  R  avec  les 
distances  r,  construisons  (fig.  2)  les  courbes  qui  représentent  en  coor- 
données rectangulaires  les  valeurs  des  forces  A  et  R  en  fonction  de  la 
distance  r,  considérée  comme  abscisse. 

Soit  RR'  la  courbe  des  R,  et  A  A'  la 
courbe  des  A.  Si  l'on  prend  une  abs- 
cisse OB,  les  ordonnées  BA",  BR" 
correspondantes  sont  les  valeurs  des 
attractions  et  répulsions  mutuelles 
des  deux  molécules  M,  M\  lorsque 
leur  distance  MM'  est  égale  à  OB. 
"  L'équilibre  naturel  des-  deux  molé- 
cules, c'est-à-dire  l'équilibre  réalisé 
^''  **  sans  intervention  d'aucune  force  exté- 

rieure, aura  lieu  lorsque  MM'  sera  éCgale  à  OC,  abscisse  du  point  de 
rencontre  D  des  deux  courbes  A  et  R.  Car  pour  cette  distance  les 
forces  A  et  R  sont  égales  et  se  font  équilibre  sur  chaque  molécule. 
Lorsqu'au  contraire  on  fait  varier  la  distance  MM',  de  manière  à 
l'amener  de  sa  valeur  OC  à  une  valeur  OB  quelconque,  les  forces  A 
et  R  ne  demeurent  plus  égales  et  il  faut  pour  maintenir  les  molé- 
cules dans  leur  nouvelle  position  relative,  appliquer  à  chacune  une 
force  extérieure  mesurée  par  la  différence  A"R". 

Pour  de  très-petites  valeurs  de  r,  la  force  R  doit  être  très-grande; 
elle  devient  infinie  pour  r  =  o,  et  par  suite  la  courbe  RR'  a  ^our 
asymptote  l'axe  OY.  Non-seulement  l'ordonnée  BR"  grandit  indéfi- 
niment quand  l'abscisse  OB  décroît  jusque  zéro,  mais  encore  la 
différence  A"R"  grandit  indéfiniment  dans  les  mêmes  circonstances 
de  sorte  que  pour  amener  les  molécules  M  et  M' au  contact,  il  fau- 
drait développer  un  effort  infini;  en  d'autres  termes,  on  admet  qu'il 
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est  impossible  d'ameuer,  par  l'application  d'une  force  extérieure, 
deux  molécules  à  se  toucher. 

Lorsque  r  grandit  indéfiniment,  les  forces  R  et  A  décroissent,  et  ont 
toutes  deux  une  limite  nulle;  les  courbes  A  A',  RR'  ont  donc  l'axe  OX 
pour  asymptote  commune  ;  mais  on  suppose  que  R  décroît  beaucoup 
plus  vite  que  A»  de  telle  sorte  qu'au  delà  d'une  certaine  distance  les 
actions  mutuelles  des  deux  molécules  se  réduisent  à  une  très-faible 
attraction.. 

On  peut  construire  une  courbe  des  différences  A  — R;  pour  cela 
prenons,  pour  l'abscisse  OB,  une  ordonnée  BP"  égale  à  la  différence 
A"R"  des  ordonnées  correspondantes  des  deux  courbes,  et  portons*la 
au-dessous  de  l'axe  OX,  si  en  ce  point  la  courbe  R  est  au*dessus  de 
la  courbe  A,  et  au-dessus  dans  le  cas  contraire.  Nous  obtiendrons  ainsi 
une  courbe  PGP',  qui  passera  par  le  point  G,  correspondant  à  la 
position  d'équilibre,  et  qui  sera  asymptote  à  la  partie  0 Y'  de  Taxe 
des  coordonnées;  prolongée  indéfiniment  vers  les  abscisses  positives, 
cette  courbe  serait  aussi  asymptote  à  Taxe  OX. 

L'inspection  de  ces  diverses  courbes  permet  de  distinguer  l'équi- 
libre stable  de  l'équilibre  instable. 

A  la  distance  r  =  OG,  l'équilibre  est  stable,  parce  que  pour  r  un 
peu  plus  petit  que  OG,  la  répulsion  l'emporte  sur  l'attraction,  et  que 
le  contraire  a  lieu  pour  r  un  peu  plus  grand.  Il  résulte  de  là  en  effet, 
qu'un  petit  rapprochement  des  molécules  développe  entre  elles  un 
effort  répulsif,  et  qu'un  petit  écartement  développe  un  effort  attractif; 
dans  les  deux  cas,  il  y  a  tendance  des  molécules  vers  la  position 
d'équilibre  qu'on  vient  de  leur  faire  abandonner.  L'équilibre  est 
donc  stable. 
Si  les  deux  com*bes  A  A',  RR' se  recoupaient  en  un  second  point  E, 
^*8-  ^-  correspondant  à  une  distance 

r  =  0F,  la  position  relative  dé- 
finie par  cette  distance  serait 
bien  encore  une  positio^  d'équi- 
libre; mais  l'équilibre  serait 
instable,  car  un  léger  rappro- 
l  chement  des  molécules  ferait 
naître  une  force  attractive  qui 
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tendiait  à  accroître  ce  rapprochement;  un  léger  écartement  ferait 

naître  une  force  répulsive  qui  tendrût  à  accroître  cet  écartement; 

dans  les  deux  cas,  l'altératiou  de  la  position  tendrait  à  augmenter,  et 

les  molécules  fuiraient  leur  état  d'équilibre  au  lieu  de  faire  effort 

pour  y  revenir.    . 

9.  La  figure  2  nous  permet  aussi  de  définir  la  raideur  du  système 

rig.  4.  des  deux  molécules  pour  une  position  re- 

£\  lative  donnée.  Un  système  est  d'autant  plus 

\  roide  qu'il  faut  une  plus  grande  force  pour 

^^ — u.^       y  produire  une  déformation   déterminée, 

1    IT^,^,        La  roideur,  dans  le  cas  particulier  dont  nous 

— 7^^^--i X     nous  occupons,  est  mesurée  par  le  rapport 

^'  de  la  variation  de  la  force  à  la  variation 

correspondante  de  la  distance  mutuelle.  Par  exemple  au  point  D,  la 

KL 
roideur  sera  la  limite  du  rapport  7^  de  ces  deux  variations  simul- 

HP 
tanées,  ou  bien  ce  sera  la  limite  du  rapport  -^  1  ^^  ^^^^  ^^  coefficient 

d'inclinaison  de  la  tangente  à  la  courbe  PF  au  point  G. 

Si  P  =  /(r)  est  l'équation  de  cette  courbe  PP',  la  dérive  f(r)  sera 
donc  la  mesure  de  la  roideur. 

La  condition  pour  qu'une  position  d'équilibre  soit  stable  ,  est 
que  la  roideur  correspondante  soit  positive;  l'équilibre  est  instable 
si  la  roideur  est  négative;  il  est  indifférent  si  la  roideur  est  nulle. 

Telle  est  l'inlerprétation  mécanique  du  tracé  des  tangentes  à  la 
courbe  P  F. 

La  quadrature  de  la  courbe  PP'  a  de  même  une  interprétation.  Si 
par  l'application  de  forces  exténem*es  on  fait  varier  là  distance  r  des 
deux  molécules,  à  partir  d'une  valeur  r^  jusqu'à  une  valeur  r  ,  le 
travail  des  forces  moléculaires  pendant  cette  déformation  sera  égal, 
au  signe  près,  à  l'intégrale 

C  *  pdr, 

c'eslrà-dire  sera  représenté   en  valeur   absolue  par   Taire  de  la 
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courbe  VP  comprise  entre  les  ordonnées  correspondantes  aux  abs- 
cisses r^,r,.  Convenons  par  exemple  de  donner  à  la  force  P  le  signe  + 
si  elle  représente  une  attraction,  et  le  signe  —  si  elle  représente 
une  répulsion  :  nous  devrons  prendre  cette  intégrale  avec  le  signe  — 
poar  avoir  le  travail  avec  son  signe. 

10.  On  ne  connaît  pas  la  fonction  P  \  msds  si  l'on  se  borne  à  con- 
sidérer de  petites  variations  de  position  de  part  et  d'autre  de  la 
position  G  qui  définit  l'équilibre  naturel,  on  peut,  par  approximation, 
substituer  à  la  courbe  PF  une  tangente  menée  au  point  D  de  a 
courbe,  et  à  l'équation  rigoureuse 

P=/W 

où  f  est  une  fonction  inconnue  et  probablement  très-complexe,  on 
substituera  ainsi  une  équation  linéaire, 

p  =  ar  +  6     ' 

qui  n'est  plus  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  r,  mais  qui  est  vraie 
approximativement  pour  des  valeurs  de  r  très-voisines  de  OC.  Fai- 
sons OC  =  r^.  Nous  savons  que  pour  r  =  r^  on  a  P  =  o;  donc  il  n'y 
a  plus  qu'un  coefficient  à  déterminer  dans  l'équation  approximative. 
Nous  lui  donnerons  la  forme  suivante  : 

P  =  ?i(r-r;. 

La  différence  r—r^  est  la  variation  de  la  distance  absolue  des  deux 

points  M  et  M',  à  partir  de  leur  position  d'équilibre,  et s  la  va- 

riatiou  de  la  distance  rapportée  à  la  distance  elle-même,  ou  la  me- 
sure  de  la  déformation  relative.  La  quantité  K  peut  être  définie  le 
coefficient  d'élasticité  du  système  pour  des  positions  voisines  de 
l'équilibre  naturel  Remarquons  que  si  on  fait  r  =  ar^,  l'équation 
donne  P=K  ;  donc  K  est  la  force  qui  serait  capable  de  doubler  la 
distance  des  deux  molécules  dans  T état  d'équilibre  naturel,  si 
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r équation  linéaire  P  =  —  (r — r^)  était  vraie  pour  toutes  les  valeurs 

delà  distancer  (1). 

Le  rapport  -  est  la  roideur  du  système  aux  environs  de  la  posi- 

tion  d'équilibre  naturel. 

Pour  ce  système  de  deux  molécules,  nous  n'avons  trouvé  aucune 
limite  d'élasticité.  Il  devait  en  être  ainsi,  puisque  les  variations  de 
position  relative  de  deux  molécules  formant  un  système  isolé,  se  ré< 
duisent  nécessairement  à  de  simples  altérations  de  leur  distance, 
sans  qu'il  puisse  y  avoir  d'interversion  dans  leur  mode  de  groupe- 
ment. Quand  au  lieu  de  deux  molécules  on  en  considère  un  plus 
grand  nombre,  le  problème  de  l'équilibre  élastique  devient  extrême- 
ment compliqué,  et  nous  n'aurons  pas  à  nous  en  occuper  ici. 


(1)  La  proportionnalité  de  la  force  élastique  mutuelle  développée  entre  deux  mo- 
lécules ,  à  la  variation  de  distance  de  ces  molécules,  est  la  seule  hypoUièse  admise 
aujourd'hui  dans  la  Uiéorie  malhémaUque  de  l'élasticité. 


LIVRE  PREMIER 

ÉTUDE  DES  DÉFORMATIONS  DES  PIÈCES  PRISMATIQUES,  SOUS  L'ACTION 
DE  FORCES  PARALLÈLES  A  LEUR  LONGUEUR. 


CHAPITRE  PREMIER. 

ALLONGEMENT  ET  RACCOURCISSEMENT  SIMPLK. 


DÉFINITION  DES  PIÈGISS  PRISMATIQUES. 

11.    Les  diverses  pièces  qui  entrent  dans  la  composition  d'un 
ouvrage  métallique  ou  d'un  ouvrage  en  charpente,  sont  la  plupart 
du  temps  assimilables  aux  prismes  droits  gue  l'on  considère  dans  les 
éléoients  de  géométrie;  on  peut  ajouter  qu'elles  ont  en  général  un 
plan  de  symétrie,  et  que  c'est  dans  ce  plan  que  sont  appliquées  les 
forces  que  la  construction  doit  supporter.  Mais  pour  donner  à  toutes 
l^  parties  d'une  même  pièce  une  fésîstance  plus  égale ,  on  fait 
souvent  varier  d'un  point  à  l'autre  la  forme  et  les  dimensions  de  la 
section.  Le  solide  ainsi  obtenu  n'est  plus  un  prisme  géométrique.  On 
continue  néanmoins  à  employer  le  nom  de  prisme  pour  désigner  un 
solide  de  cette  forme,  et  dans  tout  ce  qui  suivra,  le  nom  de  pièce 
frismatiqtie  signifiera  simpleinent  une  pièce  droite,  ou  même  légè- 
rement courbée,  dont  les  dimensions  transversales  sont  petites  par 
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rapport  à  la  longueur»  et  dont  la  section  peut  d'ailleurs  être  con- 
stante ou  variable  d'une  extrémité  de  la  pièce  à  l'autre  extrémité. 


LOIS  DE  L  EXTENSION  ET  DE  LA  COMPRESSION  SIMPLE 
DES  PIÈGES  DROITES. 

12.  Supposons  qu'une  pièce  droite  soit  tirée  dans  le  sens  de  sa 
longueur  par  une  force  P,  également  répartie  sur  toute  la  section 
transversale.  L'allongement  pris  par  cette  pièce  dépendra  de  la 
grandeur  de  la  force  P,  de  la  longueur  de  la  pièce  dans  son  état 
naturel»  de  la  section  droite  de  la  pièce  supposée  la  même  paitout, 
enfin  de  la  matière  dont  elle  est  composée. 

L'expérience  a  conduit  à  admettre  que  l'allongement  total,  (,  pris 
par  la  pièce,  est  proportionnel  à  la  force  P  qui  y  est  appliquée,  pro- 
portionnel à  la  longueur  L  qu'elle  a  dans  son  état  naturel,  inverse- 
ment proportionnel  à  la  section  droite  Q,  et  qu'enfin  entre  ces  quatre 
quantités  on  a  la  relation 

dans  laquelle  le  coefficient  E  est  une  constante  qui  dépend  de  la 
nature  de  la  pièce,  et  qu'on  nomme  le  coefficient  i  élasticité.  La 

quantité  /,  ou  plutôt  le  rapport  y  doit  rester  très-petit  pour  que 

cette  formule  soit  exacte.  Les  quantités  E,  Q,  L,  sont  constantes; 
P  et  { sont  variables  ensemble  (1). 


(i)  La  théorie  mathématique  de  rélAsticité  conduit  à  admettre  deux  coefficients  dis- 
tincts d'élasticité,  X  et  {«..  qui  ne  peuvent  être  égaux  que  dans  le  cas  où  l'on  suppose 
la  continuité  de  la  matière;  le  coefficient  E  de  la  théorie  élémentaire  s'exprime  au 
moyen  des  deux  coefficients  X  et  ix  par  Téquatlon 

Ê       3X  +  2|x' 

Les  expériences  de  M.  Wertheim  l'ont  conduit  à  faire  X  =  3ti  (V.  Lamé,  Leçons  sur 
CéloHieité,  §§  19,  20  et  29.) 
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La  même  formule  exprime  la  relation  qui  lie  une  force  P  de  com* 
pression  au  raccourcissement  I  qui  résulte  de  l'action  de  cette 
force  quand  la  pièce  comprimée  ne  fléchit  pas  latéralement.  On 
attribuera  donc  à  P  et  à  /  les  signes  -{-et  — ,  +  pour  les  forces  de 
traction  et  les  allongements,  —  pour  les  forces  de  cou)prcssion  et 
les  raccourcissements,  et  la  formule  deviendra  générale. 

On  remarquera  l'analogie  de  cette  formule  avec  T équation  ap* 
proximative  que  nous  avons  posée  pour  le  cas  théorique  de  deux 

Eu/ 

molécules  isolées.  L'équation  P  = -j — définit,   comme   l'équation 

P  =  -  (r — rj  ,  une  tangente  à  la  courbe  dont    les  coordonnées 

représenteraient  les  valeurs  conjuguées  de  P  et  de  «. 

On  conserve  la  même  constante  E  pour  les  raccourcissements  et 
pour  les  allongements,  parce  que  les  deux  branches  de  cette  courbe 
qui  se  réunissent  au  point  /  =  o,  ont  en  ce  point  la  même  tan- 
gente; si,  au  contraire,  l'expérience  montrait  que  la  courbe  a  un 
point  anguleux  pour  /  =  o,  il  faudrait  distinguer  deux  valeurs  du 
coefficient  d'élasticité,  l'une  pour  la  compression,  l'autre  pour 
l'extension. 

P 
Le  rapport -«est  la  tension  de  la  matière  par  unité  de  surface  dans 

une  section  quelconque  du  prisme; 

le  rapport  j-  est  l'allongement  relatif  du  prisme;  c'est  un  nombre. 
L 

P      L 
La  constante  spécifique  E,  égale  à  -  x  -r  est  donc  une  force  rap- 
portée à' l'unité  de  surface;  le  rapport  r-  étant  toujours  très-petit,  E 
sera  généralement  représentée  par  un  très-grand  nombre. 

Si  on  fait  û  =  1 ,  et  y  =  i ,  on  a  E  =  P  ;  donc  E  est  la  force  fie- 
L 

tive  d*extension  qui  doublerait  la  longueur  d'une  pièce  droite  ayant 

pour  section  l'unité  de  surface,  ou  la  force  fictive  de  compression 

qoi  réduirait  à  zéro  la  longueur  de  la  même  pièce;  ces  forces  sont 


iS  ROIDEUR. 

fictives  parce  qu'on  les  déduit  de  la  formule,  en  supposant  qu'elle 
se  vérifie  pour  tous  les  allongements  et  tous  les  raccourcissements, 
ce  qui  n'est  pas  exact. 

La  détermination  numérique  du  coefficient  d'élasticité  pour  chaque 
matière,  suppose  qu'on  ait  fait  choix  de  Tunité  de  section ,  et  de 
l'unité  de  force.  Ainsi,  pour  le  fer,  le  coefficient  d'élasticité  est  en 
moyenne  égal  à  20,000,000,000,  ou  à  2  x  10*^,  lorsqu'on  prend 
pour  unité  de  forcé  le  kilogramme,  et  pour  unité  de  section  le  mètre 
carré.  Si  on  prenait  pour  unité  de  force  la  tonne,  et  pour  unité  de 
section  le  décimètre  carré,  il  faudrait  diviser  ce  nombre  par 
1000  X  100,  ou  supprimer  cinq  zéros,  ce  qui  donnerait  200,000 
pour  la  nouvelle  valeur  du  coefficient  d'élasticité.  En  effet,  200,000 
tonnes  par  décimètre  carré  équivalent  à  20,000,000,000  de  kilo- 
grammes par  mètre  carré. 


ROIDEUR  ou   RESSORT  LONGITUDINAL. 

Eu 

13.  De  l'équation  P  =  -^r-  /,  où  P  et  /  sont  les  seules  variables,  on 

déduit 

dP  _Eû 
.  d/  "~  L  • 

Nous  avons  déjà  remarqué  dans  un  cas  tout  à  fait  analogue  que 

dP 
la  dérivée  -^  est  la  mesure  de  la  roideur  du  système.  On  voit  qu'au 

point  de  vue  des  déformations  longitudinales,  une  tige  a  une  roideur 
d'autant  plus  grande  qu'elle  a  une  plus  grande  section,  une  moindre 
longueur  et  que  son  coefficient  d'élasticité  est  plus  grand. 


TRAVAIL  DE  l'allongement   D'uNE   TIGE. 

lA.  Supposons  que  l'on  cherche  le  travail  T  nécessaire  pour  ac- 
croître la  longueur  L  de  la  tige  d'une  quantité  X,  très-petite  par  rap- 
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port  à  L  Soit,  à  un  moment  quelconque,  x  rallongement  de  la  tige 
la  tension  P  correspondante  sera  donnée  par  la  formule 

E(ux 

et  le  travail  élémentaire  dT  correspondant  à  l'accroissement  de 
longueur  dx  sera  Pctr,  ou  bien 

Là 

Pour  avoir  le  travail  total,  il  n'y  a  qu'à  faire  l'intégrale  de  cette 
expression  entre  les  limites  o  et  \  ce  qui  donnera 

*"~2  L   ^• 


Ce  résultat  peut  se  mettre  dans  la  forme  : 


Le  travail  consommé  par  la  déformation  de  la  tige  est  doncéquiva- 

Ewx-X 
lent  au  travail  d'une  force, p-^^— ,  dont  le  point   d'application 

parcourrait  iin  chemin  égal  à  X  dans  sa  propre  direction  ;  et  Ton  peut 
remarquer  que  la  force  est  la  moyenne  des  valeurs  de  la  tension  P 
pendant  l'allongement. 

La  formule  T  =  -  y-  X  '  n'est  vraie  que  pour  les  petites  valeurs 

du  rapport  -=r~  ;  si  on  donnait  àXla  valeur  qui  correspond  à  la  rup- 

ture  de  la  tige  par  extension»  la  formule  ne  donnerait  plus  qu  une 
approximation  grossière. 
La  même  formule  représente  le  travail  nécessaire  pour  produire 
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par  compression  un  raccourcissement  X  sur  une  tige  qui  ne  subit 
pas  de  flexion  latérale  (i). 

M.  Poncelet  a  donné  le  nom  de  résistance  vive  d'un  prisme  élas- 
tique «à  la  somme  des  quantités  de  travail  que  la  résistance  élastique 
a  de  ce  prisme  oppose  à  l'action  d'un  choc,  ou  d'un  effort  variable  ou 
«  brusque  dirigé  dans  le  sens  de  son  axe*  )>  Nous  examinerons  tout  à 
l'heure  un  cas  simple  dans  lequel  le  rôle  de  cette  résistance  se  ma- 
nifeste. 


PHÉNOMÈNES   AGGESSOIEES. 

16.  Lorsqu'on  soumet  une  tige  à  un  effort  de  traction,  la  tige  s*al- 
longe,  et  c'est  là  le  phénomène  principal  ;  mais  en  même  temps  la 
tige  se  contracte  latéralement  ;  cet  effet,  peu  sensible  sur  les  tiges 
douées  d'une  grande  roideur  et  subissant  une  faible  déformation, 
devient  au  contraire  très-apparent  poui-  les  matières  très-déforma- 
bles,  par  exemple,  pour  le  caoutchouc. 

Poisson  essaya  le  premier  de  soumettre  ce  phénomène  au  calcul, 
en  partant  d' une  hypothèse  sur  les  positions  relatives  des  molécules.  Le 
résultat  de  ses  calculs  fut  d'abord  accepté  comme  vrai,  et  une  expé- 
rience de  M.  Cagniard  de  la  Tour  sembla  le  confirmer.  Depuis,  le 
même  sujet  a  été  étudié  expérimentalement  par  M.  Wertheim  avec 
un  plus  grand  degré  de  précision,  et  les  conclusions  ont  été  toutes 
différentes.  11  importe  d'observer  que  les  nouveaux  résultats 
donnés  par  M.  Wertheim  paraissent  s'accorder  beaucoup  mieux  que 
les  anciens  avec  les  principes  de  la  théorie  mécanique  de  la  cha- 
leur. 

La  contraction  latérale  des  prismes  est  d'ailleurs  généralement 


(1)  n  existe  un  théorème,  dû  à  Clapeyron,  qui  permet  d'exprimer  la  somme  des  tra> 
Taux  de  toutes  les  forces  e'IasUques  développées  par  la  ddformaUon  d'un  solide  homo> 

1  EcoXs 
gène  et  d'élasticité  constante.  La  formule  T= est  une  conséquence  de  ce  thëo- 

<»     t^ 
rème  général.  (I^mé,  Leçon  VIT.) 
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très-petite,  et  il  est  rare  que  les  ingénieurs  aient  l'occasion  de  s'en 
préoccuper.  Nous  verrons  cependant  qu'il  est  nécessaire  d'y  avoir 
recours  pour  expliquer  certains  phénomènes. 

A  la  compression,  on  observe  un  renflement  latéral  au  lieu  d*une 
contraction.  Hais  un  effet  d'un  autre  genre  peut  aussi  se  produire. 
(Test  la.  flexion  latérale  de  la  pièce  prismatique.  Une  pi(  ce  symétri- 
;ae  par  rapport  à  sa  ligne  moyenne  et  soumise  à  une  force  qui  la 
comprime  par  ses  extrémités,  se  trouve,  lorsque  la  force  a  une  va- 
leur suffisamment  grande,  dans  un  état  d'équilibre  instable;  la 
moindre  inégalité  de  répartition  de  la  force  sur  la  section  transver- 
sale, le  moindre  effort  latéral,  suffisent  pour  la  faire  fléchir  d'un 
côté  particulier.  Nous  étudierons  plus  tard  les  conditions  de  résis- 
tance à  ce  point  de  vue.  En  attendant,  il  ne  faut  pas  oublier  que 
les  pièces  droites  chargées  par  leurs  «abouts  sont  quelquefois  exposées 
à  prendre  latéralement  une  certaine  flexion,  et  qu'alors,  si  la 
charge  qu'elles  ont  à  supporter  ne  diminue  pas,  la  pièce  est  en  dan- 
ger de  rupture. 
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16.  Jusqu'ici,  nous  n^avons  considéré  que  des  actions  statiques, 
00  ce  que  quelques  auteurs  appellent  improprement  des  forces  mor- 
tes. Les  solides  sont  souvent  appelés  à  développer  une  résistance  à 
des  chocs  produits  par  des  corps  en  mouvement  ;  la  résistance  qu'ils 
opposent  à  ces  actions  dynamiques  comprend  deux  parties  princi- 
pales: l'une  est  due  simplement  à  l'élasticité  du  solide,  comme  s'il 
s'agissait  d'une  action  statique  ;  c'est  celle  qui  contribue  à  produire 
ce  que  M.  Poncelet  appelle  la  résistance  vive;  l'autre  est  due  à  la  masse 
du  solide  choqué,  qui  emprunte  au  corps  choquant  une  certaine 
portion  de  sa  quantité  de  mouvement.  Dans  certains  cas,  cette 
seconde  partie  peut  être  négligée  par  rapport  à  la  première,  et 
^  les  problèmes  ne  présentent  pas  plus  de  difficulté  que  les 
<pestioDS  d'équilibre  statique.  Lorsqu  il  n'en  est  pas  ainsi,  les  problè- 


c 
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mes  deviennent  beaucoup  plus  compliqués  et  rentrent  dans  le  do- 
maine de  la  mécanique  vibratoire. 

Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  d'un  exemple  simple  proposé  par 

Poncelet  (i). 

Soit  AB  une  tige  donnée,  attachée  par  son  extrémité  A  à  un  point 

Fig.  5.    fixe.  L'extrémité  B  est  libre,  et  la  tige  prend  la  direction  de 

la  verticale.  On  donne  la  section  û,  la  longueur  L  =  AB,  et 

le  coefficient  d'élasticité  E  de  la  tige. 

D'un  point  G,  situé  à  une  hauteur  h  au-dessus  du  point  B, 
on  laisse  tomber  un  poids  P,  qui  glisse  d'abord  sans  frotte- 
ment le  long  de  la  tige  CB,  mais  qui,  en  arrivant  au  point  B, 
est  arrêté  par  un  obstacle  attaché  à  la  tige,  de  manière  à  ne 
pouvoir  continuer  son  chemin  sans  l'entraîner  dans  son 
mouvement.  On  suppose  que  la  masse  de  la  Uge  est  négli- 
geable par  rapport  au  poids  P  et  on  demande  la  loi  du  mou- 
vement de  ce  poids  au  bout  de  la  tige. 

Les  forces  qui  agissent  sur  le  poids  P  seront  la  pesanteur,  c'est- 
à-dire  le  poids  P  lui-même,  et  la  tension  variable  F  de  la  tige  ;  le 
poids  P  tend  vers  le  bas,  et  la  tension  F  agit  en  sens  contraire,  sauf 
es  réserves  qui  seront  faites  plus  loin. 

Prenons  le  point  B  pour  origine  des  abscisses  x,  comptées  dans  le 
sens  BX  ;  lorsque  le  poids  P  est  arrivé  en  M,  à  une  distance  BM  =  a: 
de  l'extrémité  de  la  tige  dans  son  état  naturel,  la  tenâon  F  est 
donnée  par  l'équation 

V     Eux 

P 

-  étant  la  masse  du  poids  mobile,  l'équation  du  mouvement  suivant 

9 

la  droite  BX  sera  donc 


P  d*«  _        Eu 


Pour  simplifier  cette  équation,  appelons  l  rallongement  statiqiee 


(1)  Introduction  à  la  mécanique  industrielle f  pages  386  et  solyante» 
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qui  correspond  à  une  traction  égale  à  P;  nous  aurons  P  =  -r-  ;  donc 

L 


Eû       P 

-p  =   J-;  ce  qui  nous  permet  d'écrire 


Pd«x_         P 


Fi|ç.   «. 


OU  bien  en  supprimant  le  facteur  P, 

Soit  BO  =  J  ;  nous  pouvons  transporter  l'origine  des 
X  au  point  0,  ce  qui  revient  à  changer  a?  en  a:  +  J. 
Opérant  cette  transformation,  il  vient  l'équation  plus 
simple 


où  X  est  compté,  non  plus  à  partir  du  point  B, 

mais  à  partir  du  point  0  défini  par  sa  distance  BO. 

dx 
Voici  comment  on  peut  intégrer  cette  équation.  Posons  '-r-=  vx 

V  sera  la  vitesse  du  point  mobile  à  un  instant  quelconque. 
Il  en  résulte 

d^ 
<Px  _       dt  _dv  ^  vdv 

dt    """SF'^'dte" 


<«• 


Donc 


et  intégrant 


vdv=^^^  xdXy 


|(„._,^j=-.»|x« 


Cette  équation  n*est  autre  chose  que  l'application  pure  et  sîmple 
du  théorème  des  forces  vives.  La  constante  v^  est  la  vitesse  du  mo- 
iâle  à  son  passage  au  point  0.  Pour  déterminer,  ou  plutôt  pour  éli- 
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miner  cette  constante,  faisons  x  =  —  J,  c^  qui  place  le  mobile  au 
point  B.  En  ce  point  il  a  la  vitesse  due  à  la  hauteur  CB  =  fc,  c'est-à- 

âii*e  ^2gh\  nous  aurons  donc,  à  la  fois,  en  supprimant  le  facteur  -, 

et 

Retranchant,  il  vient  : 

Cette  équation,  qui  ne  renferme  plus  rien  d'arbitraire,  nous  per- 
met de  déterminer  la  limite  de  Texcursion  du  point  mobile;  il  suffit 
d'y  faire  t?  =  o;'il  en  résulte  pour  x  les  deux  valeurs  suivantes  : 

La  sommé  { +  ftest  la  distance CO;  sur  GO  comme  diamètre,  décrivons 
une  demi-circonférence  ;  puis  du  point  C  comme  centre  avec  GB  =  fc 
pour  rayon,  décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupera  la  demi-circon- 
férence au  point  D.  La  corde  OD  sera  égale  à  ^(1+  h)*  — h* ,  et  par 
suite,  si  Ton  décrit  une  circonférence  du  point  0  comme  centre 
avec  OD  pour  rayon,  elle  coupera  la  droite  AX  en  deux  points  E  et  E', 
qui  correspondront  aux  valeurs-limites  de  x  données  par  l'équation 
précédente. 

L'un  de  ces  points,  le  point  E,  qui  correspond  à  l'abscisse  positive^ 
donne  à  la  tige  un  allongement  total  égal  à  /+  ^{l+hy — A";  la 
tension  correspondante  est  donc  égale  à 

L 


de  sorte  qu'elle  surpasse  de  toute  la  quantité  — ^^     ,  ^ 

la  tension  statique  que  produirait  le  poids  P,  suspendu  sans  vitesse 
à  la  tige. 
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L'aatre  poiDt  E\  qui  correspond  à  l'abscisse  négative,  peut  être 
inadmissible;  en  effet,  si  le  poids  P  est  seulement  posé  sur  l'obstacle 
fixé  à  l'extrémité  B  de  la  tige,  il  est  impossible  qu'il  exerce  jamais 
sur  elle  la  compression  nécessaire  pour  y  produire  un  raccourcisse- 
ment égal  à  BE',  et  comme  on  ne  suppose  pas  que  la  tige  ait  une  masse 
appréciable,  la  vitesse  acquise  par  ses  molécules  ne  peut  contribuer 
à  Taire  dépasser  le  point  B  à  son  extrémité  libre,  quand  elle  y  revient 
dans  le  sens  ascendant.  Dans  ce  cas,  le  poids  mobile,  arrivé  au  point 
B,  s'y  trouvant  animé  de  bas  en  haut  d'une  vitesse  v  égale  k^2gh, 
abandonnera  l'extrémité  de  la  tige  pour  remonter  jusqu'au  point  G 
comme  un  corps  libre;  puis  il  retombera  sur  l'obstacle  B,  pour 
faire  faire  à  la  tige  une  seconde  excursion  jusqu'au  point  E,  avec 
retour  au  point  B,  et  ainsi  de  suite. 

Silecorps  P  est  saisi  par  l'obstacle  B  de  manière  à  ne  pouvoir  s'en 
séparer,  son  mouvement  rétrograde  pourra  développer  une  com- 
pression dans  la  tige,  et  le  travail  résultant  empêchera  le  poids 
de  remonter  jusqu'au  point  G  ;  dans  ce  second  cas,  il  s'arrêtera  en  E'. 

Entre  les  points  B  et  E',  l'action  élastique  de  la  tige  sera  alors 
dirigée  de  haut  en  bas  et  s'ajoutera  à  l'action  de  la  pesanteur. 

L'équation  posée  plus  haut  sera  donc  vraie  dans  ce  second  cas 
pour  toutes  les  valeurs  de  a:,  tandis  que  dans  le'  premier  elle  ne 
convient  qu'aux  valeurs  de  a:  comprises  entre — /et/+  \/(/4-A)*— A". 

17.  Nous  supposerons  le  second  cas,  celui  où  l'équation  est  vraie 
d'une  manière  absolue,  et  nous  allons  achever  la  solution. 

L'équation 


)=±y/2^A+f  (/*-x»). 


Le  ngne  +  correspond  au  mouvement  descendant,  le  signe  —  au 
mouvement  ascendant  du  poids  P.  Pour  déduire  de  là  l'équation 

définitive  du  mouvement,  posons  ^^-jr'f  '^  viendra  en  résolvant 

par  rapport  à  cf/, 
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dt=z±- 


dx 


Prenons  le  signe  supérieor  pour  étudier  ce  qui  se  passe  quand  le 
mobile  va  du  point  E'  au  point  E.  On  intégrera  cette  équation  en 
posant 

a;  =  —  \/(/  +  A)«— A«  cosf. 


FifC..  7 


ç  étant  un  angle  auxiliaire.  On  voit  que  cet  angle© 
est  donné  sur  la  figure  par  l'angle  E'ON,  N  étant 
sur  la  circonférence  E'NE,  le  point  dont  la  projec- 
tion sur  le  diamètre  EE'  est  le  point  M  correspon- 
dant à  Tahiscisse  a:  =  —  OM.  On  déduit  de  cette  re- 
lation : 


(îx=v/'(/+A)«— A»sin?d9 


et 


di=:. 


^(/4.;i)t  — A'sinydy 


v/(/  +  A)*— A*  siiiydo 


t/  /'4-2/A  ^        i/^^„ 

Donc  /  =  \/-7«  sstns  constante,  si  l'on  compte  le  temps  à  partir 

du  moment  où  le  mobile  quitte  le  point  E'  pour  s'avancer  vers  le 
point  E. 
L'équation  du  mouvement  est  donc  en  définitive 

X  =— i/(Z  +  A)*— A»  ces  y  ^  t. 


C'est  l'équation  du  mouvement  de  la  projection  d'un  point  N  qui 
parcourrait  d'un  mouvement  uniforme  la  circonférence  E'NE. 
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Pour  avoir  ]a  durée  d'une  excursion  complète  de  E'  en  E,  il  faut 
faire  d'abord  y  =  o,  puis  «p  =  «  pour  obtenir  les  deux  points  extrêmes  ; 
la  différence  des  deux  valeurs  correspondantes  de  t  donnera  la  valeur 
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de  la  durée  d'une  oscillation. 

18.  On  retrouve  ainsi  la  formule  de  la  durée  des  oscillations  du 
pendule  simple  de  longueur  /.  Il  est  facile  de  se  rendre  compte  de 
cette  coïncidence.  L'équation  du  mouvement  oscillatoire  du  poids  P 
est,  comme  nous  Tavons  vu, 

Cest-à-dire  que  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  ce  poids 
F%.  8.      mobile  est  une  attraction  proportionnelle  à  la  distance  au 
*;  point  fixe  0.  Pour  le  pendule  simple,  PS,  il  est  sollicité, 

lorsque  l'angle  d'écart  est  a,  par  une  force  tangentielle 
:    \  égale  par  unité  de  masse  à  g  sin  a,  et  cette  force  tend  à 

.      \        rapprocher  le  mobile  du  point  R.  L'équation  du  mou* 
'       J>9     vement  curviligne  est  donc  dans  ce  cas 


N 


s  étant  l'arc  compté  à  partir  du  point  R  dans  le  sens  RS.  Mais  s  =  /a, 
en  appelant  /  la  distance  PR.  L'équation  prend  donc  la  forme 


et  si  les  limites  de  l'angle  a  sont  très-petites,  on  peut  confondre 
ma  avec  a,  et  poser 
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équation  de  forme  identique  à  celle  que  nous  venons  de  traiter. 

19.  Remarquons  encore  que  si  Ton  fait  A  =  o,  ou  si  Ton  place 
sans  vitesse  le  poids  P  à  l'extrémité  B  de  la  tige,  le  cercle  £E'  ne  se 
réduit  pas  à  un  point;  le  rayon  de  ce  cercle  devient  égal  à  /,  et  ral- 
longement total  que  prend  la  tige,  par  TefTet  de  la  vitesse  acquise  du 
poids  P,  s'élève  as/,  c*est-à-dire  au  double  de  rallongement  sta- 
tique. 

On  voit  donc  Teffet  des  oscillations.  Cet  effet  peut  être  très-grave, 
car  une  barre  peut  être  capable  de  subir  sans  altération  d'élasticité 
un  allongement  /,  et  n'être  pas  en  état  de  supporter  un  allongement 
total  de  /+  )/P  +  2lh. 

Comme  nous  avons  négligé  la  masse  de  la  tig^,  on  ne  peut  pas 
dire  qu'il  y  ait  choc  du  poids  P  contre  la  tige;  car  un  choc  suppose 
une  rencontre  de  deux  masses,  ce  que  nous  n'avons  pas  admis  ici. 


La  formule  t  =  7z  i/ -donne  un  moyen  théorique  de  déterminer 

approximativement  la  valeur  du  coefficient  d'élasticité  d'une  tige.  Si, 

en  effet,  la  tige,  sous  l'influence  de  ses  vibrations  longitudinales, 

rendait  un  son  musical  dont  on  pût  apprécier  le  nombre  n  de  vibra- 

i" 
tions  par  seconde,  on  aurait  t  =  —  pour  la  durée  d'une  excursion 

simple,  et  par  suite 

ce  qui  donne    l'allongement  statique,  et  par  suite  le  coefficient 

P     L 

d'élasticité,  K=qX7«  L'observation  des  vibrations  transversales 

conduit  plus  facilement  au  résultat  cherché. 
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PROBLÈME   SUR   l' ALLONGEMENT   D*UNE    TIGE  QUI     RÉUNIT    DEUX    MASSES 
ANIMÉES   d'un  MOUVEMENT  REGTILIGNE   COMMUN. 

20.  Nous  supposerons  deux  corps  M,  M'  de  masses  données,  et 
^^8-  '*  réunis  par  une  tige  homogène 

or         M'     ^ M     /     X  MM',     de   longueur   L,   et  de 

masse  |a  par  unité  de  longueur,  en 
mouvement  le  long  de  la  droite  indéfinie  OX,  et  sollicités,  le  corps  M 
par  une  force  F,  mouvante,  et  le  corps  M'  par  une  autre  force  F, 
résistante. 
On  demande  l'allongement  total  pris  par  la  barre  MM'. 
11  faut  d'abord  déterminer  la  tension  de  la  tige  MM'  en  ses  divers 
points. 

Appelons  x  l'abscisse  du  centre  de  gravité  du  système ,  variable 
avec  le  temps  et  comptée  à  partir  d'une  origine  fixe  0.  Nous  aurons 
pour  définir  le  mouvement  du  système  l'équation 

(M  +  M'  +  |tL)g  =  F-F'. 

AppeloQs  de  plus  s  la  distance  d'un  point  quelconque  A  de  la  tige  à 
l'extrémité  M'  ;  cette  distance  étant  comptée  dans  l'état  naturel  de  la 
tige,  c'est-à-dire  avant  qu'elle  ait  subi  aucune  extension.  La  va- 
riable s  sera  indépendante  du  temps. 

Pour  trouver  la  tension  de  la  tige  au  point  A,  appelons  T  cette  ten- 
sion, et  considérons  l'un  des  tronçons  AM  ou  AM'j  en  prenant  le 
tronçon  AM'  par  exemple,  et  écrivant  l'équation  du  mouvement  du 
centre  de  gravité,  il  vient  : 


^*'  +  t'*)S^  =  'r-'''- 


d^x 


dr  X 

Entre  ces  deux  équations  nous  pouvons  éliminer  -is-et  nous  aurons 
one  équation  qui  nous  donnera  T  : 
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^  _  FM'  +  FM  -f  FVL  +  (F  >-  F')  y.s 
* M  +  M'  +  (iL  • 

équation  du  premier  degré  en  s. 

Telle  est  la  tension  au  point  A  ;  Téléinent  ds  de  la  tige  étant  soumis 

T       ds 
à  cette  tension  T,  prend  un  accroissement  égal  ^j\X-^$  c'est-à-dire 

devient  égal  à  ofe  f  i  +  ïrg  )  ;  si  donc  on  veut  avoir  la  longueur  to- 
tale de  la  tige  étendue  (abstraction  fdte  de  lout  mouvement  vibra- 
toire), il  faudra  intégrer  ^  (  ^  +  fr^  )  entre  les  limites  o  et  L,  ce 
qui  donne 

Cette  dernière  intégrale  représente  l'allongement  total.  T  étant 
une  fonction  linéaire  de  5,  de  la  forme  a  +  bsy  on  voit  que  Tinté- 

grale  sera  f^  (^^  +  -  ALM  ,  ou  en  remplaçant  a  ei  b  par  leurs 

valeurs. 

I   /    M  +  M^+{xL    >^,    ,   lEQ(M-hM-+t.L)., 
EûVFM'  +  F'M  +  F>Ly^"^2       (F— F'jji       ^' 

On  pourrait  calculer  de  même  les  petites  variations  de  la  masse  par 
unité  de  longueur;  la  nouvelle  masse  par  unité  de  longueur  au  point 
défmi  par  une  valeur  particulière  de  s  est  égale  à 


T 


quantité  variable,  puisque  T  est  variable  avec  5* 

Si  les  masses  M  et  M' sont  très-grandes  par  rapport  au  produit 
|aL,  la  tension  T  est  très-peu  variable  d'un  pointa  l'autre  de  la  tige. 


CHAPITRE  II. 

DÉTERMINATION  DES  CONSTANTES  SPÉCIFIQUES. 


21.  Les  calculs  de  résistance  exigent  la  connaissance  d'un  certain 
nombre  de  constantes  spécifiques ,  qui  dépendent  de  la  nature  des 
corps  soumis  à  ces  calculs.  Il  y  en  a  quatre  principales. 

La  première  est  le  poids  de  l'unité  de  volume  du  corps,  ou  le  poids 
spécifique;  dans  presque  toutes  les  constructions,  le  poids  de  la 
construction  est  une  des  principales  forces  qu'elle  soit  appelée  à 
soutenir.  11  arrive  même  quelquefois ,  dans  les  maçonneries  par 
exemple,  que  le  poids  des  surcharges  accidentelles  soit  tout  à  fait 
négligeable  par  rapport  au  poids  propre  de  Touvrage* 

La  seconde  constante  spécifique  est  le  coefficient  d élasticité;  c'est* 
comme  nous  l'avons  vu*  la  valeur  de  la  force  fictive  d'extension  ca-^ 
pable  de  doubler  la  longueur  d'une  tige  ayant  partout  une  même 
section  droite,  égale  à  l'unité  de  surface* 

La  troisième  constante  spécifique  est  la  limite  d  élasticité;  elle  est 
donnée  par  la  plus  grande  valeur  de  la  tension  ou  de  la  pression  ne 
produisant  encore  qu'une  déformation  passagère.  Nous  avons  vu 
sons  quelles  réserves  cette  définition  pouvait  être  admisci 

La  quatrième  constante  spécifique  est  la  charge  de  rupture;  c'est 
la  plus  petite  tension  ou  la  plus  petite  pression  qui  rompe  le  corps 
OQ  qui  l'écrase^ 
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Ces  coostanles  se  délermineront  pour  chaque  corps  par  une  série 
d'expériences. 

22.  Poids  spécifique.  —  La  détermination  du  poids  spécifique 
d'un  corps  est  une  des  questions  que  l'on  traite  dans  les  cours  de 
physique.  Les  expériences  des  ingénieurs  ont  un  caractère  moins 
rigoureux  que  celles  des  physiciens  ;  ils  ont  plutôt  à  chercher  une 
limite  supérieure  que  la  valeur  exacte  du  poids  spécifique.  On  trouve 
dans  les  recueils  de  tables  les  poids  spécifiques  des  principaux  maté* 
riaux,  fer.  bois,  fonte,  pierres...  Lorsque  ces  renseignements  font 
défaut,  par  exemple  lorsqu'on  doit  employer  une  pierre  nouvelle  et 
non  encore  soumise  à  l'expérience ,  l'ingénieur  aura  à  déterminer 
lui-même  le  poids  spécifique  de  cette  matière  ;  pour  cela  il  fera 
tailler  une  vingtaine  de  blocs  parallélépipédiques  de  mêmes  dimen- 
sions, et  les  fera  peser  tous  ensemble,  en  les  empilant  en  tas  sur 
ie  plateau  de  la  balance  de  Quintenz.  Le  volume  occupé  par  ces  vingt 
morceaux  pouvant  être  mesuré  avec  exactitude,  et  le  poids  étant  connu 
par  la  pesée,  une  division  donnera  le  poids  de  l'unité  de  volume. 

Pour  le  fer  et  la  fonte,  il  est  d'usage  de  fixer  dans  les  cahiers  des 
charges  la  valeur  du  poids  spécifique  qui  sera  adopté  pour  les 
calculs  des  poids;  c'est  au  poids  qu'on  règle  les  comptes  d'une 
entreprise  d'ouvrage  métallique  ;  or  le  métré  se  fait  en  mesurant  les 
dimensions  linéaires  des  diO*érentes  pièces  qui  figurent  dans  un  tel 
ouvrage;  il  est  dobc  nécessaire,  au  point  de  vue  du  règlement  des 
comptes,  de  connaître  le  poids  spécifique,  et  on  le  fixe  d'avance  pour 
éviter  les  discussions.  On  adopte  ordinairement  7  800  kilogrammes 
pour  le  poids  du  mètre  cube  de  fer,  et  7900  pour  le  poids  du  mètre 
cube  de  fonte. 

Pour  les  bois,  les  pierres  et  les  briques,  qui  se  payent  au  volume 
et  non  au  poids,  le  poids  spécifique  est  seulement  un  élément  des 
calculs  de  résistance,  qu'on  n'a  pas  à  faire  entrer  dans  les  condi- 
tions des  marchés. 

23.  Coefficient  d  élasticité.  —  Il  y  a  un  grand  nombre  de  problèmes 
de  résistance  où  la  connaissance  du  coefficient  d'élasticité  n'est  pas 
nécessaire.  Considérons,  par  exemple,  l'allongement  d'une  tige  pris- 
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Eû/ 

ipatique.  Nous  avons  trouvé  la  formule  P  = -Y-,   qui  lie  ensemble 

L 

la  déformation  relative  =r ,  et   la  charge  par  unité  de  surface 

P 

-,  au  moyen  du  coefficient  d'élasticité  E.  Si  Ton  se  propose  de* déter- 
miner seulement  la  charge  par  unité  de  surface,  il  suffira  de  diviser 
la  force  P  par  la  section  connue  Û,  et  la  connaissance  du  coefficient 
d'élasticité  sera  inutile,  tandis  qu'elle  serait  indispensable  s'il  s'agis- 
sait de  déduire  de  la  tension  développée  dans  le  prisme  l'allonge- 
ment produit  par  cette  tension. 

Plus  généralement,  dans  toute  construction,  la  répartition  des 
efforts  entre  les  divers  points  résulte  de  la  connaissance  des  forces, 
et  le  coefficient  d'élasticité  n'intervient  que  quand  on  a  à  évaluer  les 
déformations  correspondantes  à  ces  efforts. 

La  répartition  intérieure  des  efforts  est  l'objet  capital  de  la  théorie 
de  la  résistance;  car  c'est  en  l'étudiant  qu'on  peut  reconnaître  si  la 
limite  d'élasticité  n'est  pas  dépassée  et  si  l'ouvrage  est  dans  de 
bonnes  conditions  de  durée.  Mais  elle  suppose  donnée  la  vraie  dis- 
tribution des  forces ,  de  sorte  que  si  certaines  forces  sont  inconnues, 
et  si  elles  dépendent  des  déformations  subies  par  les  diverses  parties 
de  l'ouvrage,  le  coefficient  d'élasticité  peut  paraître  dans  la  solution  ; 
c'est  ce  qui  arrive  par  exemple  quand  on  cherche  la  poussée  d'un  arc 
métallique  due  à  la  dilatation  causée  pai*  un  accroissement  de  tem- 
pérature. Mais  en  général  le  coefficient  d'élasticité  se  trouve  fina- 
lement éliminé  des  équations  qui  résolvent  ce  ffremier  problème* 

Gomme  les  pierres  ont  une  grande  roideur,  les  déformations  des 
ouvrages  en  maçonnerie  échappent  au  calcul  par  leur  extrême  pe- 
titesse ;  aussi  la  connaissance  du  coefficient  d'élasticité  des  maçon- 
neries est  à  peu  près  inutile  en  pratique.  On  peut  dire  en  effet  que  le 
tassement  d'un  ouvrage  de  maçonnerie  doit  être,  en  général,  attribué 
à  un  vice  de  l'ouvrage,  bien  plutôt  qu'au  jeu  naturel  des  forces  élas- 
tiques. Les  réactions  inconnues  se  déterminent  alors  à  l'aide  d'une 
hypothèse,  en  appliquant  les  règles  de  la  statique. 

11  n'en  est  pas  de  même  pour  les  charpentes  en  bois  ou  en  fer;  les  dé- 
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formations  de  ces  systèmes  peavent  être  déterminées  avec  exactitude; 
et  pour  cela  la  connaissance  du  coefficient  d'élasticité  est  nécessaire. 

Nous  donnerons  tout  à  l'heure  un  résumé  des  diverses  expériences 
qui  ont  conduit  à  en  fixer  la  valeur. 

2ir  Limite  déltutidié.  —  Gei1;ains  matériaux  ne  sont  propres  à 
résister  qu'à  des  e£forts  de  compression  :  telles  sont  les  maçonneries 
de  pierres  ou  de  briques.  D'autres  peuvent  être  soumis  aux  deux  genres 
d'efforts,  d'extension  et  de  compression,  mais  en  résistant  mieux  à 
l'un  qu'à  l'autre.  Ain^  certaines  fontes  présentent  une  élasticité 
différente  suivant  qu'on  les  comprime  ou  qu'on  les  étend.  Le  fer 
et  le  bois  ont  au  contraire  dans  les  deux  sens  une  élasticité  égaie. 

La  limite  d'élasticité  est  une  limite  extrême,  à  laquelle  il  faut 
que  les  efforts  développés  dans  les  constructions  soient  notablement 
inférieurs.  L'expérience  a  conduit  à  fixer  pour  chaque  matière  la  limite 
pratique  d'efforts  qu'on  doit  admettre  dans  la  rédaction  des  projets.  En 
réalité,  cette  limite  pratique  pourra  être  acddentellement  dépassée 
ai,  par  exemple,  l'ouvrage  est  soumis  à  une  surcharge  imprévue  ; 
mais  ce  sera  sans  inconvénient,  pourvu  que  la  limite  extrême  d'élas- 
ticité ne  soit  jamais  atteinte.  L'intervalle  compris  entre  la  limite 
usuelle  et  la  limite  extrême  est,  pour  ainsi  dh*e»  la  mesure  de  la  sé- 
curité de  la  construction. 

Pour  le  fer,  par  exemple,  la  limite  usuelle  de  résistance  est  fixée 
en  moyenne  à  6  kilogrammes  par  millimètre  carré,  tandis  que  la 
limite  d'élasticité  s'élève  jusqu'à  1 5. 

25.  Charge  de  rupture.  —  La  charge  de  rupture  est  plus  facite  à 
déterminer  pour  les  pierres  et  les  briques  que  la  limite  d'élasticité,  à 
cause  de  leur  grande  roideur  ;  les  pierres  s'écrasent  en  ^et  sous  une 
forte  pression,  sans  qu'aucune  déformation  bien  sensible  se  soitmani'- 
festée  sous  des  pressions  moindres.  On  possède  les  résultats  de  nom- 
breuses expériences  sur  la  rupture  de  petits  blocs  en  pierre  ou  en 
brique,  et  l'habitude  des  constructeurs  est  de  prendre  pour  limite 
usuelle  de  résistance  le  dixième  de  la  charge  d'écrasement   (i). 

(1)  L'emploi  des  mortiers  de  ciment  permet  de  dépasser  cette  limite.  On  peut  aller 
jusqu'au  cinquième. 
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Ainsi»  an  Ben  de  rapporter  la  limite  usuelle  à  la  limite  d'élasticité, 
comme  pour  les  bois  et  les  métaux,  où  la  rapporte  à  la  cbai^  de 
rupture*  Pour  exprimer  cette  charge,  ou  peut  se  servir  du  poids 
spécifique  delà  matière  dont  il  s'agit,  et  évaluer  la  charge 
de  rupture  d'uue  pierre  par  la  hauteur  d'une  colonne  cylin- 
drique dont  le  poids  suffirait  pour  écraser  sa  base.  Ainsi  le 
grès  le  plus  dur,  qui  pèse  a  &90  kilogrammes  par  mètre  cube, 
s'écraserait  sous  le  poids  d'une  colonne  cylindrique  de  3  a 96  mètres 
de  sa  propre  matière,  représentant,  à  la  base,  une  pression  de 
8i3  kilogrammes  par  centimètre  carré  ;  le  travertin  des  environs 
de  Borne,  qui  pèse  2  56o  kilog.,  s'écraserait  sous  une  hauteur  de 
1 26s  mètres,  c'est-à-dire  sous  une  presûon  de  398  kilog.  par  cen* 
timètre  carré. 

Cette  évaluation  d'une  pression  par  une  hauteur,  analogue  aux 
mesures  des  pres^cms  dans  l'hydrostatique,  donne  une  idée  de  la 
limite  de  hauteur  admissible  pour  un  édifice;  si  une  pierre  s'écrase 
sous  une  pression  de  1  000  mètres,  il  sera  impossible,  pratiquement, 
de  donner  plus  de  1 00  mètres  de  hauteur  à  une  colonne  cylindrique 
construite  en  cette  pierre.  Les  formes  pyramidales  permettraient 
d'atteindre  des  hauteurs  plus  grandes  ;  mais  en  réalité,  les  monu* 
ments  les  plus  élevés  ne  dépassent  pas  160  mètres  (1). 

V 

TAUES  DES  GORSTAlfTES  SPÉCIFIQUES  EX    RELEVÉ  DES  PRINCIPALES 

EXPÉRIENCES. 

26.  Les  premières  expériences  sur  la  résistance  des  bois  de  char- 
pente sont  dues  à  Parent,  à  Buffon,  à  Duhamel,  à  Béliddr  et  à  plu- 
sieurs autres  observateurs.  Les  résultats  publiés  dans  leurs  mémoi- 
res ont  été  résumés  en  178a  dans  un  petit  Traité  sur  la  force  des 
bois  par  Le  Camus  de  Mézières,  architecte.  Dans  notre  siècle,  on  a 
répété  cçs  expériences  en  s'aidant  d'une  théorie  plus  complète,  et 


1)  Uaatear  de  la  plus  grande  dea  pyramides  d'Egypte,  146  mètres;  de  la  flèche  de 
W  athédrale  de  Strasbourg^  142  mètres. 


»  RÉSUMÉ 

dans  les  pays  où  le  bois  est  encore  abondant  et  par  suite  trës-fré^ 
quemment  employé,  les  ingénieurs  reprennent  presque  toujours 
quelques-unes  de  ces  expériences  pour  vérifier  les  valeurs  des  con- 
stantes qu'ils  auront  à  employer  dans  leurs  projets  de  charpente. 
En  France,  les  principales  expériences  faites  sur  les  bois  sont  celles 
de  Rondelet,  de  Navier,  de  M.  Charles  Dupin,  et,  plus  récemment,  de 
MM.  Ghevandier  et  Wertheim(i).  En  Angleterre,  ce  sont  celles  de 
Tredgold,  de  Barlow,  de  Rennie  et  enfin  de  Hodgkinson. 

Ces  expériences  ont  conduit  à  fixer  le  coefficient  d'élasticité,  la 
limite  d'élasticité  et  la  charge  de  rupture,  soit  par  écrasement,  soit 
par  extension.  Le  coefiicient  d'élasticité  a  été  le  plus  souvent  déter- 
miné en  observant  les  flèches  prises  par  une  poutre  chargée  trans- 
versalement 

Les  expériences  sur  la  résistance  des  pierres  ont  eu  pour  objet 
principal  de  déterminer  la  charge  d'écrasement.  Les  principales  sont 
celles  de  Gauthey,  de  Rondelet,  de  Soufilot,  de  Perronet,  de  Yicat, 
et  en  Angleterre,  de  Rennie  et  de  Tredgold. 

Vicat  a  soumis  à  ses  observations  les  briques  et  les  mortiers. 

Ces  expériences  se  font  ordinairement  en  écrasant  de  petits  mor- 
ceaux parallélépipédiques  sous  une  charge  que  Ton  doit  mesurer. 
Quelquefois  cependant,  *on  a  cherché  à  observer  les  flèches  prises 
par  un  bloc  de  pierre  sous  l'action' d\me  charge  transversale,  ce  qui 
conduit  à  déterminer  le  coefficient  d'élasticité.  Tredgold  a  opéré 
ainsi  pour  le  marbre  statuaire,  qiii  possède  un  certain  degré  d'élas- 
ticité. 

27.  Le  fer  et  la  fonte,  que  Ton  emploie  aujourd'hui  dans  un  grand 
nombre  de  constructions,  n'étaient  guère  autrefois  que  des  acces- 
soires. On  employait  le  fer  pour  fournir  des  iens  aux  pièces  de  char- 
pente, et  quelquefois  aussi  pour  consolider  les  maçonneries  (2).  Ce 


(1)  Mémoires  sur  les  propriétés  mécaniques  des  bois,  ISiS. 

(2)  L'emploi  du  fer  pour  la  consolidation  des  maçonneries  a  le  double  inconvénient 
d'établir  entre  les  pierres  des  liaisons  concentrées  sur  certains  points,  au  lieu  d*étre 
léparties  sur  les  surfaces  des  joints,  et  d'introauire  dans  le  massif  une  matière  suscep- 
tible de  B'ox^dtf.  au  arand  détriment  des  matières  voisines.  Quelques  ingénieurs  iovo 
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n'est  que  phis  récemment  qu'on  a  songé  à  construire  en  fer  des 
ouvrages  entiers,  des  ponts,  des  fermes  de  toiture.  Où  trouve  quel- 
ques recherches  sur  la  résistance  du  fer  dans  les  ouvrages  de 
^flbn,  de  plus  nombreux  documents  dans  les  travaux  de  Ron- 
delet, de  Soufflot  et  de  Perronet;  mais  c'est  surtout  TAngle- 
' terre  qui  a  poussé  loin  Tétude  des  propriétés  du  fer  et  de  la  fonte. 
Les  anciens  travaux  sont  ceux  de  Telford,  de  Barlow,  de  Tredgold. 
La  construction  des  ponts  suspendus  a  été  plus  tard  l'occasion  de 
nombreuses  expériences  faites  en  France,  par  Navier,  par  M.  Séguin 
atné,  par  Duleau,à  Genève,  par  M.  le  générai  Dufour.  Une  nouvelle 
série  d'expériences  sur  la  résistance  de  la  fonte  a  été  entreprise  en  An- 
gleterre, de  1849  à  1846,  par  MM.  Hodgkinson  etFairbaim;  on  en 
trouvera  le  compte  rendu  dans  un  article  des  Annales  des  ponts  et 
chaussées j  publié  en  i855  par  M.  Ed.  Pirel.  L'emploi  de  la  tôle  pour 
la  construction  des  ponts  à  grande  portée  a  été,  depuis,  l'objet  de 
recherches  expérimentales  faites  à  très-grande  échelle  par  Stephenaon 
et  par  Fairbaim,  sur  la  résistance  du  fer  laminé.  Mais  ces  expériences 
avaient  encore  plutôt  pour  objet  d'apprécier  le  mérite  des  nouveaux 
types  imaginés  par  Stephensonque  de  déterminer  le  coefficient  d'élas- 
ticité du  fer.  Lesobservations  faites  sur  de  grands  ouvrages  mettent  en 
évidence  une  curieuse  particularité  :  le  coefficient  d'élasticité  de  la 
matière  employée  est  toujours  moindre  dans  un  grand  ouvrage  que 
dans  un  petit. 

La  fonte  est  peut-être  de  tous  les  matériaux  celui  qui  se  prête  le 
moins  bien  aux  calculs  de  résistance.  Gela  tient  k  sa  nature 
cristalline.  L'extension  en  est  en  général  plus  capricieuse 
qae  la  compression,  et  il  semblerait  qu'on  doive,  pour  serrer  de 
près  les  lois  réelles  de  son  élasticité,  employer  deux  coefficients 


facDt,  pour  Jostifler  cet  emploi  du  fer,  Texemple  de  Perronet  au  Pont-Sainte-Maxence. 
lais  la  liaiaoo  par  des  crampons  en  fer  des  cours  de  Toussolrs  de  ce  pont  est  l'œuvre, 
^0  de  PerTtmet«  mais  de  Demoustier,  Tingénteur  qui  acheva  le  pont  sous  sa  direction. 
«  Il  Cuisait  cette  opération  i  l'insu  de  Perronet,  qui  assurément  ne  la  lui  aurait  pas  per* 
«se.  B  (De  Prony,  Notice  mr  Perronet,  lue  dans  la  séance  publique  des  quatre  Aca- 
,le24avril  ]8«).) 


38  RÉSUMÉ 

différents,  l'un  pour  les  allongements,  l'autre  pour  les  racoourcisse- 
ments.  Ge  serait  introduire  dans  les  calculs  une  complication  bien 
gênante.  De  plus»  la  fonte  a  des  propriétés  toutes  différentes,  sui- 
vant sa  provenance  et  son  mode  de  fabrication.  Certaines  fontes  sont 
trës-résistaotes  à  laix)mp]:^es»0Q ,  les  autres,  douées  d'une  grande  roi- 
dew,  se  brise&t  sou$  l'aetion  des  chocs.  La  foitme  de  la  pièce  fondae^ 
n'est  pas  sans  iniuœoe  sur  sa  solidité^  pendant  le  refroidissement, 
il  peut  se  développer,  par  suite  des  formes  données  à  la  pièce,  des 
tensions  intérieures  qui  prédisposeat  à  la  rupture  suivant  certaines 
directions  définies;  un  ehoc,  ou  un  changementde  température  suffit 
alors  pour  qu^e  la  rupture  ait  lieu*  Enfin,  on  aremarqué  que  l'élasticité 
de  la  fonte  était  loin  d'être  égale  en  tous  les  points  d'une  même  pièce, 
et  les  observations  faites  sur  de  grands  ouvrages  construits  en  cette 
matière  ont  montré  qu'il  serait  nécessaire,  pour  rendre  compte  des 
déformations  constatées,  d'admettre  deux  coefficients  différents ,  Tun 
applicable  au  pourtour  de  la  pièce,  qui  a  touché  le  moule,  et  l'autre 
applicable  à  l'intérieur,  qui  s'est  plus  lentement  refroidi  (i).  Les 
expériences  de  Hodgkinson  ont  consisté  dans  la  rupture  d'un  grand 
nombre  de  morceaux,  et  l'ont  conduit  à  déterminer  les  meilleures 
formes  à  donner  aux  poutres  ou  aux  colonnes.  La  théorie  de  ces 
résultats  purement  empiriques  est  encore  à  créer. 

Pour  le  fer,  au  contraire,  il  obéit  fort  bien  aux  règles  de  la 
théorie,  et  il  présente,  par  conséquent,  beaucoup  plus  de  sûreté  que 
la  fonte.  Il  a  d'ailleurs,  comme  la  fonte,  mais  à  un  moindre  degré,  des 
qualités  variables  avec  la  provenance.  Ainsi  le  fer  de  l'Oural,  traité 
au  bois,  est  un  fer  extrêmement  élastique,  et  capable  de  résister, 
sans  altération,  à  des  charges  beaucoup  plus  grandes  que  le  fer  an- 
glais traité  au  charbon  de  terre.  Le  fer  de  l'Oural  est  un  excellent 
fer  pour  la  construction  des  ponts  métalliques,  pour  la  fabrication 
des  harpons,  etc.,  tandis  que  le  fer  anglais,  qui  est  plus  dur,  con- 
vient mieux  à  la  fabrication  des  rails.  Autrefois,  on  ne  connaissait 


(1)  MM.  Collet-Meygret  et  Desplaces,  Mémoire  sor  le  viaduc  de  Tarascon  {Annales 
des  ponts  et  chauivees). 
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qu'une  manière  de  fabriquer  te  fer  :  on  le  traitait  au  bois  et  on  le 
UaYaîllait  au  marteau*  Le  traitement  au  charbon  a  permis  d'accroître 
la  production  dans  des  proportions  énormes,  et  en  même  temps  le 
tiayail  au  laminoir  a  rendu  admissibles  une  foule  de  formes  qu'  on  n'au- 
rait pas  su  donner  économiquement  au  métal  par  les  andens  pro- 
cédés. Sans  laminoir,  par  exemple,  on  n'aurait  pu  fabriquer  de  nuls, 
et  le  développement  des  chemins  de  fer  eût  été  impossible.  Cette 
double  révolution  dans  la  métallurgie  s'est  faite  en  Angleterre  vers 
Tannée  1810.  Depuis  une  vingtaine  d'années,  le  fer  laminé  tend  à  se 
substitua*  à  la  fonte,  surtout  pour  les  grands  ouvrages.  Il  est  juste 
d'observer  qu'en  même  temps  les  procédés  de  moulage  ont  fait  de 
notables  progrès. 

On  a  cherché  tout  récemment  à  faire  faire  à  \a  construction 
métallique  un  nouveau  pas,  en  se  servant  de  Tader  fondu  qui 
possède  une  résistance  beaucoup  plus  grande  encore  que  le  fer. 
Entre  autres  applications,  on  a  essayé  de  l'employer  pour  des 
chaudières  de  machines  à  vapeur.  Mais  les  essûs  ne  paraissent  pas 
avoir  entièrement  réussi  (i). 

28.  Les  andennes  expériences  sur  les  bois,  les  pierres,  les  bri- 
ques, les  mortiers  et  les  principaux  métaux,  se  trouvent  résumées 
dans  les  Tables  de  Genieys^  publiées  en  i836  par  M.  Ciousinery.  On 
y  trouve,  sous  le  titre  de  Table  de  la  réiiitanee  des  corpt,  quatre  ta- 
bleaux renfermant  les  données  mêmes  des  expériences,  avec  les  ré- 
sultats calculés  ou  observés.  Lès  deux  premières  ont  pour  objet  la 
résistance  à  la  compression  et  à  l'extension  ;  les  deux  dernières,  la 
résistance  à  la  flexion.  Les  leçons  de  Navier  sur  la  résistance  des 
matériaux,  la  mécanique  industrielle  dePoncelet,  renferment  un 
grand  nombre  de  tableaux  analogues. 

VAide-métnoire  de  M.  Claudel  contient  dans  ses  tableaux  les  ré- 
sultats des  expériences  récentes,  avec  un  résumé  des  formules  les 
plus  usuelles.  On  trouvera  ausd  des  documents  utiles  dans  l'archi- 


I  (I)  Voir  fur  eetta  quasUon  le  rapport  de  MU*  CombeB,  Lorieax  et  Ch.  Geoefae 

(Imudet  des  ponts  si  ehaustéss,  1861 .) 
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tecture  de  M.  L.  Reynaud,  dans  les  ouvrages  de  M.  le  général 
Morin,  etc. 

Nous  donnons  ici  deux  petits  tableaux  qui  contiennent  sous  une 
forme  très- résumée  les  renseignements  les  plus  nécessaires  à  l'étude 
d'un  projet  de  charpente,  d'ouvrage  métallique  ou  de  maçonnerie. 

Tableau  des  eonttantes  spéeiliques  relatites  au  fer,  à  la  fonte  et  aius  hoie. 


iutiUb. 


r  fil  de  fer. 
Fer  <  forgé, 
(tôle.  .  . 


Fonte. 


POIDS 

da 
mètre 
cube. 


Kûogr. 


7800 


7200 


(chéoesec. 
Boi8{ 

lupin  sec. 


800 
530 


COIFFICISNT 

d'éluticité 
£ 


Kilog.  par  mètre 
carré. 

180X10» 

à  22x10» 

(160x10»  pour 

iestrèfl-grands 

ouT  rages.) 


iTei- 


60 

à  m 
XIO» 


inan 
d'élasticité 


ceisioi. 


con- 
presstoD 

80  X 
10» 


En  moyenne 
80x10»  dans 
les  deux  sens. 


9x  10» 
à  12x10» 


con- 
pressioi 


CH4K0I 

de  rupture 


4  rci- 

teistsi. 


4  II 

COB- 

prcssioi 


LIMITE  PlAnOUI 

de  résistance 


4  r€i- 

lensioi. 


4  II 

COB- 

presslei 


Kilogrammes  par  millimètre  carré. 


15 


15 

70 
40 
33 

25 

12  P) 

6.60 

à  8.00 

5à7.50 

10 

9  à  14 

63 

2à3 

2 

6  à  9 

4 

4à4i 

1 

0.6 
à  0.6 

6.60 
à  8.00 
5à7.50 


6.00 
à  7.50 


0.6 
à  0.8 


(1)  Quelquefois  poussée  Jusqu'à  18. 


DES  CONSTAN'pS  SPÉCIFIQUES. 
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Pûidi  du  mètre  eUb$  de  moçùniJlHe  et  limite  uiUêUe  de  la  charge. 


tfiçoniierie  de  pierre  de  taille 

id,       de  moellons , 

id.       de  béton  avec  mortier  ordinaire. 

id,       de  béton  de  ciment 

•d.       de  briques  arec  mortier  ordinaire, 
id.       de  briques  avec  elmenU  .... 


pon» 
do    • 
mitre  cube. 


2400  à 


2  700 
2  ICO  à  2360 
2800  »  2400 
2300  à  2400 
1700  à  1800 
1 700  à  ]  800 


UMm 

de  la  charge 

tiar  centimètre  eané. 


80 
14 

10 


h  40 
à  20 
S 

à    14 
6 
10 


29.  Observations»  —  !•  Distinction  entre  ks  forces  permanentes 
et  les  forces  passagères.  Exemple  d'un  pont  métallique.  —  Le  poids 
propre  de  la  construction  représente  un  effort  permanent  que  les 
forces  élastiques  ont  à  équilibrer,  tandis  que  le  poids  d'un  train  qui 
traverse  le  pont  est  une  force  passagère. 

Pour  une  toiture,  la  charge  permanente  comprend  le  poids  propre 
et  le  poids  des  neiges. 

Pour  une  porte  d'écluse,  la  charge  d'eau  du  bief  d'amont  repré- 
sente une  charge  permanente.  S'il  s'agit  d'une  écluse  de  bassin  à 
flot,  la  plus  grande  charge  peut  être  considérée  comme  passagère 
lorsque  la  durée  de  la  mer  basse  est  très-courte. 

La  limite  pratique  de  résistance  doit  être  abaissée  aux  deux  tiers 
de  sa  valeur  quand  les  matériaux  ont  à  supporter  un  effort  perma- 
nent. 

a*  Influence  du  climat.  —  Les  climats  extrêmes  ont  une  influence 
très-remarquable  sur  les  constructions.  —  La  profondeur  à  laquelle  la 
gelée  pénètre  force  de  descendre  à  un  niveau  inférieur  les  fondations 
des  ouvrages  (i).  — Les  climats  froids  augmentent  les  charges  des 
constructions,  par  suite  de  l'augmentation  de  la  masse  de  neige  qui 


(0  Les  Chemins  de  fer  russes  de  1857  à  1802, 2*  édlUon,  p.  92  et  snir. 
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peut  s'y  accumuler.  —  D'un  autre  côté»  le  grand  froid  rend  les  métaux 
cassants  et  en  diminue  l'élastidté  (i).  «-  Les  variations  de  tempé- 
rature changent  la  poussée  des  arcs»  font  travailler  les  poutres 
droites,  et  ont  une  influence  même  sur  les  maçonneries.  Les  hautes 
températures  réduisent  aussi  crës-notablement  là  résistance  des 
métaux. 

y  Effet  des  chocs.  —  Les  chocs  pouvant  altérer  notablement 
l'élasticité  des  ouvrages,  il  est  convenable  de  ne  soumettre  aux 
épreuves  par  choc  que  quelques  échantillons  qu'on  rebute  ensuite, 
même  lorsqu'ils  ont  bien  supporté  cette  épreuve. 


CHAPITRE  III. 

REPARTITION  DES  PRESSIONS  SUR  LES  SECTIONS  HORIZONTALES 

D'UN  SOLIDE   PRISMATIQUE 

SOUMIS  A  DES  ACTIONS  VERTICALES. 


«g.  10. 


30.  Le  problème  que  nous  allons  chercher  à  résoudre  conâste  à 
trouver  les  pressions  et  tensions  développées 
aux  différents  points  d'une  section  horizontale  AB 
d'un  solide  prismatique  MN,  qu'on  suppose  en 
équilibre  sous  l'action  de  forces  verticales  pa- 
rallèles à  sa  grande  dimension. 

Considérons  la  portion  de  solide  comprise  au* 
dessus  de  la  section  AB.  Cette  portion  est  soUi- 
dtée  par  certaines  forces,  qu'on  suppose  conQues, 
et  qui  par  hypothèse  sont  toutes  verticales.  On 
pourra  composer  toutes  ces  forces  en  une  seule,  F, 
qiû  sera  encore  verticale,  et  qui  percera  le 
plan  AB  en  un  certain  point  C. 


(!)  V.  Annales  desponh  et  chaussées,  18Gi,p.  I7«. 


SDR  LA  SECTION  D*UN  PR1SMR.  43 

L'équilibre  de  la  portion  MAB  du  solide  exige  donc  que  P  soit 
égale  et  contraire  à  la  résultante  des  actions  moléculaires  dévelop- 
pées dans  le  plan  de  la  section  AB. 


REMABQUE  SUB  LES  RÉSULTANTES  ET  SUE  LES  FORCES  ISOLÉES. 

• 

SI.  11  ne  faut  pas  perdre  de  yue  qu'une  résultante  est  une  force 
fictive  qui  équivaut  à  ses  composantes  quand  on  la  fait  entrer  dans 
les  équations  de  la  mécanique,  nuds  qui  n'a  aucune  existence  réelle. 

Plus  généralement,  une  force  fmie  isolée,  telle  que  celles  que  l'on 
considère  dans  la  mécanique  rationnelle,  est  nécessairement  une  force 
fictive,  c'est-àr<Ure  une  résultante  d'actions  élémentaires.  Si  en 
effet  une  force  finie  était  réellement  appliquée  à  un  point  géomé- 
trique d'un  corps  solide,  cette  force  excéderait  la  limite  de  réâstance 
du  solide  en  ce  point,  et  l'équilibre  moléculaire  serait  nécessaire- 
ment troublé.  Nous  avons  vu  que  la  limite  de  résistance  s'exprimait 
par  une  force  rapportée  à  f  unité  de  surface;  si  la  surface  d'applica- 
tion était  nulle,  la  tension  ou  pression  correspondante  serait  infinie, 
et  par  suite  la  limite  de  résistance  serait  dépassée.  Aussi  il  faut 
s'habituer  à  considérer  les  forces  de  la  nature  comme  des  forces 
infiniment  petites  réparties  entre  les  éléments  infiniment  petits  des 
corps,  et  du  même  ordre  de  grandeur  que  ces  éléments,  de  manière 
que  le  rapport  de  la  force  totale  à  la  surface  ou  au  volume  qui  en 
subit  l'action  soit  toujours  un  nombre  fini. 

C'est  ûnsi  que  le  poids  d'un  corps,  résultante  fictive  des  actions 
de  la  pesanteur,  est  réparti  entre  toutes  les  molécules,  qui  chacune 
ont  un  poids  infiniment  petit. 

Pour  exercer  un  effort  en  un  point  géométrique  d'une  poutre,  il 
faudrait  concentrer  une  surcharge  sur  ce  seul  point  de  la  portée,  ce 
qui  est  impossible,  car  la  surcharge  occupe  nécessairement  une  cer- 
taine étendue. 
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Lorsqu'une  roue  0  pose  sur  le  sol,  la  charge  P  de  cette  roue  n'est 
pas  davantage  appliquée  en  un  point  unique  A, 
car  la  déformation  commune  de  la  roue  et  du 
sol  fait  naître  autour  du  point  de  contact  A 
une  région  finie  sur  laquelle  la  charge  se  ré- 
partit. 

Le  contact  géométrique  de  la  roue  et  du  sol 
limitQ  ici  les  déformations  ;  car  la  surface  de 
contact  augmente  rapidement  à  mesure  que  la 
déformation  grandit.  Si  au  contraire  nous  considérons  Faction  d*un 
couteau  dont  le  tranchant  presse  la  surface  d'un  corps,  la  pression 
rapportée  à  l'unité  de  surface  est  très-grande,  parce  que  la  surface 
d'application  est  très-réduite,  et  de  plus,  à  cause  de  la  forme  du  cou- 
teau, la  surface  d' application  s'accrott  peu  à  mesure  que  la  défor- 
mation augmente  ;  aussi  dans  ce  cas,  la  déformation  est  généralement 
très-sensible  ;  elle  porte  d'ailleurs  principalement,  suivant  la  dureté 
relativedesmatières,soîtsurleçouteau,soit surle  corps, qu  estc^upé. 
Lorsqu'on  parle  d'une  force  P,  isolée,  appliquée  à  un  s'Jide  en 
Fi  8.   «•  équilibre,  il  faut  donc  entendre  une  résultantt  ue 

forces  élémentaires;  P  sera  par  exemple  une  somme 
d'actions  parallèles  infiniment  petites;  soit  p  la 
If  charge  par  unité  de  surface  au  point  A  d'une  sec- 
tion EF  et  rfo),  l'élément  de  surface  ABCD  ;  prfco  sera 
Tune  de  ces  actions  élémentaires,  et  Ton  aura 


-gpdc. 


l'intégrale  étant  étendue  à  toute  la  surface,  grande  ou  petite,  EF, 
sur  laquelle  se  répartit  la  force  P. 

Une  force  paraît  isolée  lorsque  la  surface  sur  laquelle  elle  se  ré- 
partit est  très-petite,  et  échappe  par  là  à  une  mesure  précise, 
comme  il  arrive  pour  la  roue  posant  sur  le  «ol.  Les  forces  isolées 
que  Ton  introduit  ainsi  dans  la  résistance  des  matériaux  correspon- 
dent aux  forces  instantanées  de  la  mécanique  rationnelle.  On  sait 
qu'une  force  instantanée  P  est  en  réalité  l'impulsion  d'une  force 


SUR  LES  FORGES  ISOLÉES. 
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très^rande  F,  constante  ou   variable,  agissant  pendant  on  temps 
très-court  / — /„;  de  sorte  que  cette  prétendue  force  P  n'est  autre 
*  chose  quune  intégrale 


'< 


¥dt. 


De  même,  dans  la  théorie  de  la  résistance ,  une  force  isolée  P  est 
une  somme  de  la  forme 


fi 


Kg.  «3. 


dans  laquelle  le  facteur/?  désigne  la  force  locale  par 
unité  de  surface,  laquelle  peut  être  constante  ou 
B  variable,  et  dtù  l'élément  de  surface,  et  dans  laquelle 
les  limites  des  intégrations  sont  celles  qui  corres- 
pondent à  un  contour  6U  très-resserré. 


SOLUTION  DU   PROBLÈME  AU   MOYEN  d'uNE    HYPOTHÈSE. 


32.  Cherchons  la  répartition  de  la  résultante  P  dans  la  section  AB. 
Au  point  de  vue  analytique,  le  problème  est  indéterminé. 
Prenons  en  effet,  dans  le  plan  de  la  section,  deux  axes  rectangu- 
laires OX,  OY.  Considérons  un  point  F  de  cette 
section,  et  désignons  par  R  la  pression  verticale, 
rapportée  à  l'unité  de  surface,  qui  existe  en  ce 
point  dans  la  niatière;  R  sera  une  fonction  in- 
connue des  coordonnées  du  point  F,  c  est-à- 
dire  des  coordonnées  iîr  =  OD  et  y=FD.   La 
force  élémentaire  développée  par  la  déformation 
sur  la   surface  du  petit  rectangle  FGHI  aura 
pour  mesure  ^dxdy\  elle  est  verticale;   nous 
aurons  des  forces  analogues  en  tous  les  élé- 
ments de  la  section,  et  la  résultante  de  toutes 
ces  forces  doit  être  égale  et  contraire  à  la  force  P. 
Nous  avons  donc  à  exprimer  l'équilibre  de  forces  parallèles,  ce  qui 
exige  trois  équations,  savoir  :  l'équation  des  forces,  et  les  deux  équa- 


(1) 

p=ÇCi 

(«) 

PY,=  Çfl 

(3) 

PX,  =  JJ 
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tions  des  moments  par  rapport  aux  axes  OX,  OY.  De.  1&  les  trois  re- 
lations: 

Kdxdyt     équation  des  forces 

Kydxdy^    équation  des  moments  par  rapport  k  l'axe  OX 

Rxdxdy,  id.  par  rapport  k  l'axe  OY. 

Y^,  Xj  sont  les  coordonnées  du  point  G'  de  passage  de  la  force  P. 
Les  intégrales  sont  étendues  à  tous  les  éléments  de  la  section.  C'est 
tout  ce  que  donne  la  statique.  La  fonction  R  n'est  pas  déterminée 
par  ces  trois  équations. 

Nous  pouvons  considérer  R  comme  l'ordonnée  verticale  d'une 
surface  dont  xet  y  soient  les  coordonnées  dans  le  plan  de  la  sec* 
tion.  Les  trois  équations  précédentes  ont  alors  une  interprétation 
géométrique  très-simple. 

L'équation  (i)  indique  que  le  volume  compris  entre  la  surface 
R=f{x,y)i  le  plan  de  la  section  et  les  arêtes  du  cylindre  projeté 
suivant  le  contour  A'  B^  est  ^al  à  P. 

Les  équations  (a)  et  (3)  expriment  que  le  centre  de  gravité  de  ce 
volume  est  situé  sur  la  verticale  passant  au  point  G',  c'est-à-dire 
sur  la  direction  de  la  résultante. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  construire  une  surface  telle  que 
le  volume  cylindrique  compris  entre  cette  surface  et  la  section  AB 
soit  égal  à  un  nombre  donné,  et  telle  que  le  centre  de  gravité  de  ce 
volume  se  projette  sur  la  section  A'B'  en  un  point  donné  G'.  Q  est 
bien  évident  qu^on  peut  résoudre  d'une  infinité  de  manières  ce  pro* 
blême  de  géométrie» 

Au  point  de  vtie  physique  «  cependant,  la  répartition  des  pres- 
sions n'a  rien  d'arbitraire;  elle  est  réglée  par  une  loi  naturelle  que 
nous  ignorons,  et  qu'il  serait  extrêmement  difficile  de  déterminer 
par  l'Observation  directe;  Pour  tourner  cette  diflSculté,  on  a  recours 
à  lUie  hypothèse.  La  plus  simple  qu'on  puisse  faire  consiste  à  ad- 
tnettre  qîle  la  surface  cherchée  R  =  f{x^y)  est  un  plan,  ou  que  R 
est  exprimé  par  une  fonction  linéaire  de  x  et  de  y.  L'équation  géné- 
rale du  plan  sem 


(8) 

A 

18) 

A 

fï) 

A 
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(4)  R  =  A2  +  By  +  G, 

dans  laquelle  A,  B,  G  seront  des  constantes  inconnues.  Cette  hypothèse 
réduit  donc  à  trois  le  nombre  des  inconnues  de  la  question ,  et 
comme  nous  avons  trois  équations,  nous  pouvons  déterminer  sans 
aucune  ambiguïté  les  valeurs  de  ces  inconnues. 

Remplaçons  R  par  cette  valeur,  dans  les  équations  (i)»  (s)  et  (5), 
et  U  viendra,  en  faisant  sortir  des  signes  \\  les  coefficients  con* 
tantsA,B,G: 

U  xdxây   +  B  CÇydflcdy  +  CUdrdy  =  P 
if  aydxdy  +  B  ÇÇy«da%  +  cÇÇydwîy  =  PY, 
Ux'dwïy  +  BCCacydrdy+cÇÇ«da%  =  PXi, 

Ces  équations  sont  du  premier  degré  en  A,B,G  et  les  doubles 
sommes  peuvent  être  effectuées  d'après  la  forme  seule  de  la  sec* 
ûon  AV.  On  pourra  donc  résoudre  ces  équations,  trouver  A,  B,  G,  en 
fonction  de  P,X^,  Y^  et  des  sommes,  et  enfin,  introduire  les  valeurs 
de  A,B,G  dans  Téquation  (4)  qui  résout  entièrement  la  question 
proposée. 

33.  Remarques.  —  Si  l'on  cherche  les  pmnts  de  la  section  pour 
lesquels  la  pression  par  unité  de  surface,  R,  a  une  valeur  détermi-i^ 
née,  R\  on  voit  que  ces  points  sont  tous  situés  sur  une  droite  dont 
l'équation  est 

Aa;  +  By  +  C=ft;; 

L'orientation  de  Cette  droite  est  défmie  pftr  le  rapport  des  toeM^ 
dents  A  et  B,  et  par  suite,  elle  ne  dépend  pas  de  R'.  Les  lieux  gëo^ 
métriques  des  points  également  pressés  forment  donc  dans  la  sec- 
tion une  série  de  droites  toutes  parallèles.  On  donne  à  ces  droites  le 
nom  de  lignes  isopiiziques  (lignes  d'égale  pression). 
SA.  Les  équations  (5),   (6)  et  (7)  peuvent  être  simplifiées  par 
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uD  choix  convenable  des  axes  OX»  OY.  Prenons  pour  origine  le  point 
0|  centre  de  gravité  de  la  section;  alors  nous  aurons 


\\ydxdy=0      et      [\xdxdy  =  0. 


Observons  d'ailleurs  que  Hdxdy  n*est  autre  chose  que  Tsûre  û  de 
la  section.  On  voit  par  là  que  la  première  équation  (5)  donne  sim- 
plement 

(8)  C  =  5, 

c'est-à-dire  que  C  est  égal  à  la  pression  moyenne.  Les  équations  (6) 
et  (7)  perdent  les  termes  en  G  par  cette  même  hypothèse  sur  la 
position  du  point  0.  Les  sommes  lly^dxdy^  llx^dydy  ont  reçu,  par 
analogie  avec  les  définitions  de  la  mécanique  rationnelle,  le  nom  de 
moments  d*inertie  de  la  section  par  rapport  aux  axes  OX,  OY.  Enfin, 
on  peut  faire  disparaître  le  terme  l^xydxdy  en  donnant  une  direction 
convenable  à  l'axe  OX  (1).  Grâce  à  ces  diverses  préparations,  les 
équations  (6)  et  (7)  se.  résolvent  d'elles-mêmes,  et  si  Ton  fait 


(1)  En  effet,  faisons  tourner  d'un  angle  a  les  axes  coordonnés    dans  leur  plan,  et 
(Fig.  19.)  appelons  x,  y,  les  coordonnées  d'un  point  dont  les  coordonnées 

primitives  étalent  x'  et  y';  nous  aurons  : 

9  =  d/  cos  a  —  y'  sln  a, 
y  =  x'8lna  +  y'cosa. 
Donc 

xy  =  aj'^cosasina  —  y'»  cosa  sina  +  «'y'  (coB*a  —  ein'a) 
=  -  («'* — y")  sln  2a  +  «'y'  cos  2a. 

■J-      \\«yd«=  -sin2a  f  \U'«rfa)— Uy'*d<^  j  +  co82a  \\xVdco. 
On  peut  disposer  de  l'angle  a  de  manière  que  \\xydv>  soit  nul.  11  suffit  en  effet  de 


2  SSx'y'dtù 
résoudre  l'équation  tang2a= -: — —  ;  elle  fournit  pour  a  deux  Talears  posl- 


tifes^  comprises  entre  0  et  ic,  et  différant  de  ^ . 
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JJy«drdy  =  I, 

JJx»dxcIy  =  I., 

00  a  en  définitive 

(9) 
(10) 

»=?■. 
-'^- 

Par  suite,  l'équation  (4) 

devient 

»s» 


^='(¥*'f*i)- 


Od  peut  substituer  à  L  le  produit  ûp*  et  à  I^  le  produit  ûp*  ;  ces 
quantités  p.,  py,  en  suivant  toujours  l'analogie  avec  les  définitions 
données  dans  la  dynamique  des  corps  solides,  sont  les  rayons  de 
gyration  de  la  section  par  rapport  aux  axes  OX,  Oï,  et  alors  l'équa^ 
tioo  (4)  prend  la  forme  : 

n  ne  faut  pas  oublier  que  cette  équation  fii)  suppose  que  l'ori- 
gine 0  est  au  centre  de  gravité  de  la  section»  et  que  Taxe  OX  a  une 
orientation  particulière.  Si  ces  conditions  n'étaient  pas  remplies,  il 
faudrait  s'en  tenir  aux  équations  générales  (5),  (6)  et  (7)  et  à  l'équa- 
tion (4). 

On  voit  que  la  pression  est  également  répartie  en  tous  les  points 
de  la  section,  si  X^  =  o.  Y,  =  o,  ou  si  la  force  P  passe  par  le  centre 
de  gravité  0  de  cette  section.  On  voit  aussi  que  la  pression  au  point  0 
est  égale  à  la  pression  moyenne. 

35.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  admis  implicitement  (fae 
le  solide  MTi  était  susceptible  de  subir  une  extension  aussi  bien 
qu'une  compi*ession  ;  nous  avons  regardé  comme  positives  les  va- 
leurs de  R  qui  correspondent  aune  pression  :  les  valeurs  négatives 

ii 
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correspondent  alors  aune  tension,  et  les  formules  seront  générales, 
même  si  R  devient  en  certains  points  négatifs ,  pourvu  que  les 
tensions  soient  admissibles.  Mais  si  le  solide  MN,  au  lieu  d'être  formé 
d'un  seul  morceau,  est  construit  en  maçonnerie,  on  sait  que  les 
pressions  sont  les  seuls  efforts  que  la  matière  puisse  subir.  Dans 
ce  cas,  si  le  calcul  assigne  à  R  des  valeurs  négatives  en  .certains 
points  de  la  section  AB,  te  résultat  impossible  indique  qu'il  faut 
modifier  l'hypothèse  qui  a  servi  de  base  au  calcul. 

La  force  P  ne  peut  se  répartir  alors  dans  toute  retendue  de  la 
section  A'B',  et  Ton  admet  en  conséquence  qu'il  y  a  une  région 
pour  laquelle  R  est  donnée  par  les  ordonnées  positives  de  la  surface 
plane 

R  =  Ax  +  By  4-  C, 

tandis  que  sur  l'autre  partie  de  la  section,  on  a  partout  R  =  o.  La 
ligne  de  séparation  de  ces  deux  régions  est  la  droite 

Ay+By  +  c  =  o, 

ou  la  trace  du  plan  sur  la  section  A'B'.  Pour  déterminer  A,  B,  G,  il 
faudra  donc  reprendre  les  équations  (5),  (6)  et  (7) ,  mais  en  étendant 
seulement  les  intégrations  à  la  première  région,  en  partie  limitée 
à  une  droite  dont  la  position  varie  avec  les  inconnues  A,  B,  G; 
le  problème  dans  ce  cas  particulier  est  donc  beaucoup  plus  difficile 
que  dans  le  cas  où  R  peut  changer  de  signe  ;  car  les  incon- 
nues A,  B,  G  entrent  cette  fois  dans  les  limites  des  intégrales  indiquées . 
Pour  résoudre  cette  nouvelle  question,  il  n'y  a  en  général  d'autre 
méthode  que  le  tâtonnement. 

Rappelons  encore  que  la  détermination  de  R,  dans  les  deux  cas, 
repose  sur  une  hypothèse,  de  sorte  que  cette  théorie  n'a  de  valeur 
réelle  que  si  elle  est  contrôlée  par  l'expérience.  Mais  l'accord  de  la 
théorie  avec  les  faits  obseiTés  est  suffisant  pour  qu'on  n'ait  pas  à 
diercher  une  hypothèse  plus  compliquée, 

36.  Superposition  des  effets  des  forces.  —  Nous  supposons  dans 
tout  ce  qui  suit  que  l'hypothèse  exprimée  par  l'équation  (4)  soit 
vraie  sans  restriction,  c'est-à-dire  que  la  section  entière  puisse  déve- 
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lopper  des  efforts  à  TextensioD  ou  à  la  compression  ^  qu'en  d*autres 
termes,  les  valeurs  positives  et  négatives  soient  également  admis- 
ablespourR. 

Nous  pouvons  décomposer  la  force  P  en  autant  de  forces  parallèles 
qae  noos  voudrons. 

Pi,  Pî, P« 

appliquées  aux  points  définis  par  les  coordonnées    ' 

^H   *l ^n 

Vx^Vt Vn- 

Les  sejales  conditions  à  satisfaire  dans  cette  décomposition  sont  ex- 
primées par  les  trois  équations  : 

P      =Pl  +  P.  +  Ps  + +  P« 

^^i^^ViVi+p^^+ViVi-^ +p-y« 

PX,  =7?,x,  +  PîXj  +p,a:,  + +  p„yn. 

Cela  posé,  calculons  successivement  au  moyen  des  équations  (5) ,  (6) 
et  (7),  les  valeurs  des  coefficients  A,  B,'G,  qui  correspondraient  à  la 
force  p,  agissant  seule;  puisàla  force  p,,  pris  à  la  force p^,,...  enfin  à 
la  force  p^.  Nous  obtiendrons  de  cette  manière  n  groupes  de  coefïi- 
cients,  savoir  : 

^i«  Kt  ^1      pou^  la  force  p^,  prise  isolément; 
a,,  6„  c,  id.         p„ 

La  distribution  des  pressions  partielles  sera  donc  donnée  parles 
formules  successives  : 

R  =  a|X  +  6,2/  +  Cj    relativement  a  la  force  p^ 
R,=  ttjX  +  6jy  +  t,  id.  p, 

•  • 

R«=.  a»x  4-  6ny  +  c»  id.  p^. 

Or,  il  est  facile  de  reconnaître  à  la  forme  linéaire  des  équations  (^5), 
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(6)  et  (7)  que  la  somme  des  coeflicients  a,,  a, a^  sera  égale  à  à, 

coefficient  correspondant  à  la  résultante  P  ;  que  de  même  la  somme 
des  coefficients  6,,  b^......  b^  est  égale  à  B  ;  que  la  somme  des  coeffi- 
cients c^,  c, c»  est  égale  à  G  ;  et  qu'enfin 

Rc=R, +  R,+ +  Rh. 

Donc,  la  force  P  étant  décomposée  comme  on  voudra  en  plusieurs 
forces  parallèles»  la  pression  en  un  point  donnée  sous  faction  de  la 
force  P,  est  la  somme  algébrique  des  pressions  qui  correspondent  en  ce 
point  à  chaque  composante  prise  isolément. 

Ce  théorème  peut  être  généralisé;  et  on  le  démontrerait  dans  toute 
sa  généralité  en  ayant  recours  aux  équations  de  l'équilibre,  élastique. 
On  peut  lui  donner  alors  l'énoncé  suivant,  qui  est  d'une  applica- 
tion très^-commode  et  très-fréquente  : 

((  Les  effets  produits  par  une  ou  plusieurs  forces^  appliqtAées  à  un 
m  solide  élastique^  peuvent  s'obtenir  en  déterminant  les  effets  partiels 
«  dus  aux  composantes  de  ces  forces  prises  isolément,  et  en  composant 
«  ces  effets  par  la  règle  du  parallélogramme,  comme  on  compose  les 
«  forces  elUs-mimes.  « 

Nous  aurons  souvent  à  faire  l'application  de  ce  principe  qui  dans 
la  théorie  de  l'élasticité,  correspond  au  prmcipe  de  la  coexxsienct 
des  petites  oscti/ations  dans  l'hydrodynamique  et  dans  la  mécanique  vi- 
bratoire. Il  résulte  essentiellement  de  la  petitesse  des  déformations 
et  de  la  proportionnalité  admise  entre  les  déplacements  élémen- 
taires et  les  forces  qui  les  produisent.  On  peut  le  rattacher  à  une  loi 
générale  de  l'analyse  :  f  accroissement  infiniment  petit  dune  forucr- 
tion  de  plusieurs  variables  indépendantes,  est  la  somme  des  ac- 
croissements   partiels   correspondants  à  la  variation  de  chaque 
variable  considérée  seule. 

37.  Effet  dun  couple.  —  Nous  avons  admis  que  les  forces  élémen- 
taires,  toutes  parallèles  entre  elles,  appliquées  au  solide,  avaient  une 
i-ésultante  P.  Il  peut  arriver  que  ces  forces  élémentaires  ne  soient  pas 
réductibles  à  une  force  unique,  mais  à  un  coupla.  Le  calcul  n'en  se- 
rait pas  modifié.  Dn  couple  peut  être  considéré  comme  une  force 
nulle  appliquée  aune  distance  infinie;  pour  traiter  ce  cas  particulier» 
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a  faudrait  donc  remplacer  P  par  zéro,  et  les  produits  PYp  PXj  par  les 
moments  des  couples  dans  lesquels  on  décompose  le  couple  donné  en 
le  projetant  sur  les  plans  verticaux  conduits  par  les  axesOX,  OY. 

On  peut  aussi  considérer  successivement  les  deux  forces  P  et  —  P 
qni  constituent  les  couples,  et  appliquer  le  principe  de  la  superposi- 
tion des  effets. 

Remarquons  qu'un  couple  pouvant  être  tourné  comme  on  voudra 
dans  son  plan,  on  peut  supposer  que  les  forces  qui  le  composent  sont 
normales  au  solide  au  lieu  d*être  parallèles  à  sa  grande  dimensidn. 

Le  cas  particulier  du  couple  lie  donc  ensemble  deux  chapitres  dis- 
tincts de  la  déformation  des  prismes  :  déformations  produites  par 
des  forces  longitudinales,  et  déformations  produites  par  des  forces 
normales. 
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SS.  Coupons  le  solide  dans  son  état  non  déformé  par  un  plan  A,B,, 
parallèle  au  plan  AB  et  infiniment  voisin.  Nous 
connaissons  la  répartition  des  pressions  dans 
l'intervalle  des  plans  AB,  A^B^  ;  considérons 
l'élément  de  prisme  projeté  verticalement  en 
LRST  et  horizontalement  en  IF6H  :  cet  élément 
peut  être  regardé  comme  une  tige  soumise  à 
la  pression  R  par  unité  de  surface;  elle  subira 
donc,  d'après  la  théorie  de  l'extension  et  de  la 
compression  des  prismes, un  raccourcissement 
/  donné  par  l'équation 


R  =  E^. 


l' représente  la  distance  BL  des  deux  plans  dans  l'état  naturel  du  so« 
^^let  /  le  raccourcissement  delà  fibre  RL,  c'est-à-dire  la  quantité 
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RR'.  Mais  R  est  une  fonction  linéaire  connue  de  j?  et  de  y  :  mettant 
pour  R  sa  valeur  Aar  +  By  +  G,  et  résolvant  par  rapport  à  /,  il  vient 

7      L  ^      ,   L  -,     ,   LC 
d'où  Von  déduit 

Cette  équation  représente  un  plan,  lieu  géométrique  des  points  R'; 
de  sorte  que  le  plan  Â^B^  dans  l'état  naturel,  vient,  dans  l'état  dé- 
formé, occuper  une  nouvelle  position  A/B/  que  notice  calcul  nous 
permet  de  déterminer.  La  déformation  de  la  tranche  ABA^B^  est 
donc  connue. 

Opérons  de  même  pour  chacune  des  tranches  infiniment  minces  dans 
lesquelles  on  peut  décomposer  le  solide  MN.  Nous  pourrons  par 
notre  méthode  déterminer  la  déformation  de  chacune  d'elles,  et  il 
suffira  de  concevoir  qu'on  empile  dans  leur  ordre  les  tranches  dé- 
formées pour  obtenir  le  solide  après  la  déformation.  La  quantité  L, 
qui  mesure  la  distance  des  deux  plans  très*voisins  AB,  A'B'  devra 
être  remplacée  dans  le  calcul  rigoureux  par  une  différentielle,  et 
l'empilement  des  tranches  infiniment  minces  se  fera  sans  erreur  au 
moyen  d'une  intégration. 

On  remarquera  que,  conformément  à  ce  que  nous  avons  dit  dans 
le  §  23,  le  coefficient  d'élasticité  intervient  dans  la  recherche  de  la 
déformation,  et  non  dans  la  recherche  de  la  répartition  des  pres- 
sions* 
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39.  Répartition  d'une  pression  normale  sur  une  base  rectangu- 
laire ABCD.  On  donne  les  dimensions  AB  =  aa»  AD  =:  a6. 


RECTANGLE. 
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Nous  poTiiTÎODS  traiter  ce  problème  par  nos  formules  générales; 
mais  il  est  plus  simple  d'avoir  recours  au 
principe  de  la  superposition  des  effets  des 
forces.  De  cette  manière,  un  certain  nombre 
de  cas  particuliers  donnent  la  solution  géné- 
rale, sans  qu'il  soit  nécessaire  de  faire  au- 
cune intégration. 

Le  centre  de  gravité  de  la  section  AB  est 
situé  au  point  0,  point  de  rencontre  des  dia- 
gonales. Par  ce  point,  menons  des  parallèles 
aux  côtés  OX,  OY.  Examinons  maintenant  différents  cas  particu- 
liers : 

i*'  Supposons  d'abord  la  force  P  appliquée  au  point  0.  Dans  ce 
cas,  la  pression  sera  également  répartie  sur  toute  la  section  ABCD; 

p 
et  elle  sera  égale  en  tous  points  ^  ^  «  û  étant  la  surface  du  rec- 
tangle.   Ceci   est   tout  à  fait  général,  comme  nous  l'avons   re- 
marqué (§  Si). 

s*  Supposons  ensuite  que  le  point  d'application  de  la  force  P  soit 
le  point  G,  situé  sur  la  droite  OX,  et  que  la  distance  06  soit  égale 
au  tiers  de  la  distance  OX,  de  sorte  que  GX  soit  le  tiers  de  la  dimen- 
sion AB  du  rectangle. 

Le  plan  dont  les  ordonnées  verticales  représentent,  la  pression  R, 
doit  être,  en  vertu  de  la  symétrie,  perpendiculaire  au  plan  vertical 
conduit  par  XX',  et  sa  trace  sur  le  plan  vertical  est  une  droite  HK 
telle  que  le  centre  de  gravité  du  trapèze  HEFK  soit  situé  sur  la 
droite  GP.  Mais  la  droite  GP  divisant  les  côtés  EF,  HK  de  ce  tra- 
pèze en  parties  dans  le  rapport  de  a  à  i, on  reconnaît  immédiate- 
ment que  ce  trapèze  se  réduit  à  un  triangle,  et  que  le  point  H  coïn- 
cide avec  le  point  E.  La  pression  en  un  point  quelconque  est  donc 
représentée  par  les  ordonnées  de  la  droite  EK,  menée  par  le  point  E. 
La  pression  au  point  0  est,  comme  on  sait,  égale  à  la  pression 

p 
moyenne,  ^  ;  donc  la  pression  sur  l'arête  AD,  double  de  la  pression 
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au  point  0,  puisque  FK  est  double  de  IL,est^ale  à  —  ,  Les  lignes 

d'égale  pression  dans  la  section  ABCD,  projections  des  lignes  horizon- 
tales du  plan  profilé  en  EK,  sont  des  droites  parallèles  au  côté  AD. 
Si  Ton  veut  la  pression  R  en  un  point  quelconque  d'une  ligne  MN, 
définie  par  son  absdsse  OT  =  x,  cette  pression  est  proportionnelle 
à  l'ordonnée  RS  de  la  droite;  par  suite  elle  est  donnée  par  la 
proportion 


Q 


RS  _  ER  __  g  +  g 
'  Li  •"  El  "■     a    • 


d'où  l'on  tire 
On  a  en  effet 


R 


=s(i-)- 


pour   «  =  0,    R  =  Qi 


8P 
pour    «=a,    R  =  -g-, 


pour    a;  =  —  a,    R  =  0. 

3*  Nous  allons  supposer  que  le  point  d'application  de  la  force  P 
est  un  point  quelconque,  V,  de  la  médiane 
XX'.  Le  point  V  est  défini  par  son  abscisse 
OV=p.  Ce  cas  se  ramène  au  précédent,  en 
appliquante  principe  de  la  superposition  des 
effets. 

Soient  G,  6'  les  deux  points  qui  divisent  XX 
en  trois  parties  égales.  Nous  pouvons  dé- 
composer la  force  P  en  deux  forces  paral- 
lèles Pj,  P/,  appliquées  aux  points  G  et  G'. 
Si  la  force  P^  agissait  seule,  nous  aurions  en  un  point  quelconque 
défini  par  son  abscisse  x,  la  pression 
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Si  la  force  P/  agissait  seule,  nous  aurions  de  même  en  ce  point 
la  pression 

«■.=&(-â-')=-&â-)- 

Od  change  le  signe  de  a,  parce  que  le  point  d'application  de  la  force 

a  pour  abscisse  —  g  au  lieu,  de  +  ^  .  Pour  avoir  la  pression  R  qui 

correspond  à  la  force  P,  il  suffit  d'ajouter  R^  et  R/;  ce  qui  don- 
nera 

Mais  on  peut  remplacer  P,  et  P/  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  P; 
on  a  en  effet,  en  prenant  les  moments  par  rapport  au  point  G'^,  ' 

P.xÇ  =  Px(f  +  p). 
et  en  les  prenant  par  rapport  au  point  6^ 

P'.xÇ  =  Px(|-,.). 

Donc 

a 

3 
substituant,  il  vient  Téquation  finale: 

■'=è[(■-ï)(^')-(-f)(^-)]=l['-f] 


=i['  +f  ]■ 
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p 

On  remarquera  que  si  p=o,  R  est  partout  égal  à—,   et   que 

si  p  ==  ,  R  devient  égal  à 

(-0- 


Si 


Ce  sont  les  formules  trouvées  pour  le  premier  et  pour  le  second  cas 
particulier. 

Le  cas  que  nous  venons  de  traiter  est  représenté  sur  la  figure  par 
le  trapèze  EFKH,  et  la  méthode  que  nous  avons  suivie  revient  à 
décomposer  ce  trapèze  en  deux  triangles  par  une  diagonale  EK  ; 
chacun  de  ces  triangles  correspond  à  une  des  composantes  de  la 
force  P. 

On*  traiterait  de  même  le  cas  où  la  force  P  serait  appliquée  en  un 
point  de  la  médiane  OY. 

4'  Nous  pouvons  enfin  passer  au  cas  général,  celui  où  la  force  P 
est  appliquée  en  un  point  quelconque  V  de 
la  base,  défini  par  l'abscisse  OZ=Xj,  et  l'or- 
donnée ZV=  Y,. 

Par  ce  point  menons  une  droite  V'V",  telle 

que  le  point  V  soit  le  milieu  de  la  partie 

comprise  entre  les  deux  axes  OX,  OY.  Le 

point  V  aura  pour  abscisse  OV  =OZx a  =  21^;  le  point  V"  aura 

pour  ordonnée  0Y"=VZX2  =  a  Y, 

Nous  pouvons  décomposer  la  force  P  en  deux  forces  parallèles, 

P 
appliquées  en  Y'  et  Y",  et  égales  chacune  à  ~.  Considérons- les  indi- 
viduellement  ^ 
La  pression  en  tout  point  défini  par  son  abscisse  x  sera  donnée» 

p 

relativement  à  la  force  -  appliquée  au  point  Y',  par  l'équation 


E 

T 
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La  pression  en  tout  point  défini  par  son  ordonnée  ^,  sera  donnée, 
p 
relativement  à  la  force  -  appliquée  en  V",  par  l'équation  : 


R»=   W^^^3>^^ 


Donc  la  pression  totale  R  qui  correspond  à  la  force  P,  sera  donnée 
pour  le  point  (a?,  y),  par  la  somme  R' +R",  ou  par  l'équation 


--l{'^'4f*Y)' 


formule  générale  que  nous  aurions  trouvée  directement  en  nous  ser- 
vant des  équations  (5),  (6)  et  (7),  ou  des  équations  plus  simples  (8), 
(g)  et  (10),  après  avoir  fait  les  intégrations  indiquées.  Notre  mé- 
thode de  superposition  des  effets  nous  a  permis  d*éviter  ces  opéra- 
tions. 
Comparant  cette  équation  à  Téquation  (11),  on  en  déduit 

a  b 

Ce  sont  les  rayons  de  gyration  du  rectangle  dont  les  dimensions 
sont  sa  et  s6  par  rapport  aux  droites  OY,  OX,  menées  par  son  centre 
de  gravité,  parallèlement  aux  côtés. 
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40.  R^artition  des  pressions  sur  une  base  circulaire  ou  eUip- 
tique. 

Soit  ABA'B'  une  section  elliptique,  dé- 
finie par  ses  axes  AA'  =  2a  et  BB'  =  26. 

Nous  supposons  que  la  résultante  P  passe 
en  un  point  G  de  Taxe  AA',  à  une  dis- 
tance OC  du  centre  égale  à  p. 

A  cause  de  la  symétrie,  le  plan  repré- 
sentatif des  pressions  R  sera  normal  au  plan 
vertical  conduit  par  AA',  et  se  projettera  sur 
le  plan  vertical  suivant  sa  trace  EE'. 

Considérons  un  élément  de  surface  infiniment  petit,  compris  entre 
deux  droites  F6,  HK,  infiniment  voisines,  et  appelons  x  l'abscisse  01 
de  la  première  de  ces  droites;  l'abscisse  de  la  seconde  sera  o^  +  dx, 
et  la  surface  de  l'élément  aura  pour  mesure 

y  étant  l'ordonnée  positive,  IG,  qui  correspond  dans  l'ellipse  à  l'ab- 
scisse X. 
L'équation  du  plan  profilé  en  E'E  sera 


«=S(..f), 


û  représentant  l'aire  de  l'ellipse,  ou  naô,  etp^  le  rayon  de  gyration 
par  rapport  à  l'axe  OB. 

Pour  déterminer  py ,  cherchons  le  moment  d'inertie  I  de  l'ellipse 
par  rapport  à  l'axe  OB;  il  sera  donné  par  l'intégrale 

I  =  2  \     ydxxxK 


Considérons  le  cercle  décrit  sur  AA'  comme  diamètre;  les  ordon- 
nées de  ce  cercle  sont  aux  ordonnées  correspondantes  de  rellipse 
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dans  le  rapport  de  a  à  d,  et  par  suite,  le  moment  d'inertie  V  du  cercle 
par  rapport  à  l'axe  OB  est  au  moment  I  dans  le  même  rapport;  on 
a  donc 

a 

La  question  est  ramenée  à  déterminer  Yy  moment  d'inertie 
du  cercle  par  rapport  à  l'un  quelconque  de  ses  diamètres;  or  on  a 
à  la  fois,  en  appelant  dco  un  élément  de  surface,  et  en  étendant  les 
intégrations  au  cercle  entier 

De  plus 

Pour  faire  cette  dernière  intégration,  partageons  le  cercle  en  élé- 
ments infiniment  petits  de  surface,  compris  entre  des  droites  menées 
par  le  centre ,  et  des  circonférences  concentriques  au  cercle  donné  ; 
8  et  r  désignant  les  coordonnées  polaires,  on  aura  a;*+y'=r* 
Qidtù=rdrd^.  Les  limites  de  l'angle  0  seront  o  et  aie;  celles  du 
rayon  r,  o  et  a.  Nous  aurons  donc 


^         f*drdB  =  2w  \      f*dr  =  -^r 


Jrsso 

Donc 


et  enfin 
ou  bien 


*  ~    4 


,      ica*6      rt      a* 


a 


2* 


L'équation  qui  donne  la  répartition  des  pressions  locales  est 
ramenée  à  la  forme  très-simple 
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"'sO-^)- 


Si  la  force  P,  au  lieu  de  passer  par  un  point  de  Taxe  AA',  passait 
en  un  point  quelconque  (X^YJ  de  la  section,  nous  poumons  géné- 
raliser notre  formule  en  suivant  la  même  marche  que  pour  le  rec- 
tangle :  il  faudrait  décomposer  la  foi-ce  P,  appliquée  au  point  (X^YJ 

p 
en  deux  forces  -  appliquées  Tune  au  point  (2XJ  de  Taxe  des  x^  et 

l'autre  au  point  (2 Y,)  de  Taxe  des  y  :  puis  calculer,  au  moyen  de 
la  formule  précédente,  les  valeurs  de  R  correspondantes  à  chaque 
composante.  On  parvient  ainsi  à  la  formule  générale  : 

41.  Répartition  des  pressions  sur  la  surface  dun  losange  ABA^B, 
Pig.îi.  défini  par  ses  demi-diagonales  OA=û, 

0B=  ô ,  la  force  P  étant  appliquée  en 
un  point  G  de  l'une  de  ces  diagonales. 
La  distance  OG  sera  représentée  par  p. 
Soient  encore  xeiy  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  du  contour  AB A', 
correspondant  aux  ordonnées  positi- 
ves. Gomme  dans  l'exemple  précédent,  l'inconnue  à  déterminer  sera 
le  coefficient  a,  dans  l'équation 

R  =  ^(l+ax). 

et  on  le  déterminera  au  moyen  de  l'équation  des  moments,  pris  par 
rapport  à  Taxe  OB  ;  cette  équation  prendra  d'abord  la  forme 

or  à  cause  de  la  symétrie  par  rapport  à  l'axe  BB",  l'intégrale 


A'<      - 
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l    xydx  sera  égale  à  zéro;  et  Tintégrale  V      x^ydx  sera  égale 


au 


K^ 


double  de  \   x^^dx.    C'est  donc  cette    seule   intégrale    qu'il  faut 


chercher.  Une  fois  qu'elle  sera  connue,  on  en  déduira  la  valeur  de  a 
parTéquation 


T^ • 


4 


L'ordonnée  Y=  16  d'un  point  6  de  la  droite  AB  est  donnée  par  la 
proportion 


oa  bien 


Donc 


IG  _IA_ 
ÔS"~OA' 


^x^dx=zb  {x^dx--^  {mx  =  à^  —  ^  j. 


L'intégrale  doit  être  prise  entre  les  limites  o  et  a,  ce  qui  donne  : 
6a»     ba*     .  ./i      i\      ba> 


ba*     6a»     .  ,/i      \\      ba> 


L'aire  û  du  quadrilatère  ABA'B"  est  égale  au  demi-produit  des  dia- 
gonales AA'xBff,  multiplié  par  le  sinus  de  l'angle  qu'elles  font 
entre  elles;  ici  cet  angle  est  droit,  et  son  sinus  est  l'unité.  Donc 


Û=|x2ax26  =  2a6. 


Substituant  toutes  ces  valeurs,  on  trouve  définitivement 
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_px  ^ab  _  6p 
L'équation  finale  de  la  répartition  devient 

i*2.  En  général,  les  solides  qui  entrent  dans  les  constructions 
ont  un  plan  de  symétrie,  et  les  forces  qui  leur  sont  appliquées  sont 
distribuées  symétriquement  pan  rapport  à  ce  plan.  Il  en  résulte  que 
les  déformations  s'opèrent  parallèlement  à  ce  plan  de  symétrie.  S'il 
en  est  ainsi,  le  point  de  passage  C  de  la  résultante  tombe  sur  Taxe 
de  symétrie  des  sections.  Dans  cette  hypothèse,  les  équations  parti- 
'  culières  auxquelles  nous  sommes  parvenus  pour  les  sections  géomé- 
triques qui  viennent  d'être  examinées  sont  toutes  de  la  forme 

K  étant  un  coefficient  qui  dépend  de  la  figure  de  la  section  ;  on  a 

(Fig.  22.)        en  effet: 


pour  le  rectangle   '  K  =  3    \ 

pour  le  cercle  ou  l'ellipse  K  =  4    (sections  pleines 

pour  le  losange  K  =  6   j 


La  répartition  des  pressions  est  donc  plus  égale 
pour  le  rectangle  que  pour  le  cercle,  et  plus  égale 
pour  le  cercle  que  pour  le  losange. 

i3.  Le  cas  des  sections  évidées  se  traite  par  les 
mêmes  procédés  de  calcul;  mais  les  sommes,  au 
lieu  de  s'étendre  à  toute  la  superficie  du  contour  extérieur,  doivent 
seulement  s'étendre  à  la  couronne  comprise  entre  le  contour  exté- 
rieur  et   le  contour  intérieur.    Nous   prendrons    pour    exemple 


ilFig.  13.) 
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la  couronne  comprise  entre  deux  cercles 
concentriques,  dont  les  rayons* sont  a  ti  d. 
La  force  P  étant  appliquée  en  un  point  C  du 
rayon  OX,  le  plan  représentatif  de  la  pres- 
sion R,  se  projettera  sur  le  plan  vertical  paral- 
lèle à  OX  suivant  sa  trace  6H,  et  R  sera  donné 
encore  par  l'équation 


R  =  ^(l+ax), 


dans  laquelle  û  désigne  la  surface  annulaire  comprise  entre  les  deux 
cercles. 
Preaons  les  moments  par  rapport  à  l'axe  OB  ;  il  viendra 


2P  : 


2Pa 


^  ^  xydx  -H  -^  ^  xhjdx\:^  Pp, 


(Fig.  Î4.) 


y  désigne  ici  soit  l'ordonnée  positive  de  la  circonférence  extérieure, 
soit  la  différence  des  ordonnées  des  deux  circonférences  corres- 
pondant à  une  même  abscisse.  Les  limites  sont  —  a  et  +  a. 

Od  voit  que  la  première  intégrale  est  nulle  à  cause  de  la  double 
symétrie  de  la  figure  par  rapport  aux  axes  OX  et  OY.  Pour  la  se- 
conde, qu'il  faut  calculer^  il  est  plus  simple  de  changer  de  va- 
riables. 
Cette  intégrale  est  la  somme  des  produits  des  éléments  de  surface 
de  la  couronne  par  le  carré  de  leurs  distances 
à  Taxe  OY.  Au  lieu  de  prendre  les  coordonnées 
rectangles  ,  nous  prendrons,  comme  tout  à 
rheure,  les  coordonnées  polaires  r  et  8;  et  nous 
considérerons  les  éléments  infiniment  petits  dans 
les  deux  dimensions,  compris  entre  les  cercles  de 
rayons  r  et  r+</r,  et  les  directions  définies  par  les  angles  0  et 
*-f  fW;  il  faudra  d'abord  multiplier  la  surface  rt/rrfO  de  chaque 
élément  par  le  carré  7*' ces* 9  de  la  distance  de  cet  élément  à  TaxeOY; 

5 
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puis  intégrer  le  produit  par  rapport  à  r  entre  les  limites  tf  et  a; 
enfin,  intégrer  le  résultat  par  rapport  à  Q,  entre  les  limites  o  etic 
On  aura  ainsi  le  résultat  cherché. 
On  a  donc  à  trouver  l'intégrale  double 


Jo  J« 


r*co8'8drd6 


La  première  intégration  donne  j 


j  cos*ede 


et  entre  les  limites  a!  et  a 


C08*8de. 


La  seconde  conduit  à  intégrer  cos*0rf9;  on  trouve  pour  intégrale 
générale 

Çco8»edO=^  +  jsinse. 

Frîseentreleslimitesoetw,  cette  intégrale  se  réduite  -;  donc,  en 
définitive,  l'intégrale  cherchée  a  pour  valeur 

On  aurait  pu  trouver  ce  résultat  en  retranchant  le  moment  d'iner- 
tie du  cercle  intérieur  du  moment  d'inertie  du  cercle  AA'. 
,    Substituons  dans  l'équation  qui  doit  nous  donner  a,  en  observant 
ue  Û  =  ic  (a* — a") ,  et  nous  aurons  pour  résultat  final  ; 

_         pu       _4p(a*~a'«)_     4p 
*""-/*        '4x  ""     a*—  a'*    "" a*  +  o'« 
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Si  l'on  fait  a'  =  o,  on  retrouve  la  loi  de  la  répartition  sur  la  sur- 
face du  cercle. 
Si  Ton  faisait  </  =  a,  on  aurait 


«4('+Ç) 


tf  ig.  25.) 


Mab  dans  cette  expression,  û  serait  égal  à  zéro,  et  R  serait  par 
conséquent  infini,  ce  qui  doit  être,  puisque  a  =  d  réduit  à  zéro  la 
largeur  de  la  couronne. 
44.  PfiOBLÈME.  —  Proposons-nous,  étant  donné  un  rectangle  ABGD, 
de  trouver,  en  fonction  de  X,  et  Y, ,  les 
valeurs  de  la  force  P  qui  donnent  une 
pression  R  constante  au  point  le  plus 
chargé  de  la  section. 

Nous  traiterons  la  question  pour  la 
région  comprise  dans  l'angle  des  par* 
ties  positives  des  axes;  la  solution  obte- 
nue pour  cette  région  devra  ensuite 
être  symétriquement  reproduite  dans  les 
trois  régions  voisines, 
ï,  et  Yj  étant  positifs,  il  est  facile  de  voir  que  le  point  le 
plus  pressé  est  toujours  le  sommet  A,  dont  les  coordonnées  sont 
a:=  a,  y  =  A,  lorsque  le  point  d'application  de  la  force  P  est  dans 
l'angle  YOX;  que  tous  les  points  de  l'arête  AB  subissent  l'effort 
maximum  ai  la  force  P  est  appliquée  sur  le  côté  OX  de  cet  angle  ; 
qu'à  en  est  de  même  de  tous  les  points  de  l'arête  AD  si  la  force  P 
est  appliquée  sur  le  côté  OY.  Dans  tous  les  cas,  il  n'y  a  aucun  point 
de  la  section  qui  soit  plus  pressé  que  le  point  A.  Nous  ferons  donc 
z= a»  y  =  6,  dans  la  formule  générale 


ir 

P 

v 

M 

:i 

^^^"^"— -r— 

E'      0' 

X' 

D 

1 

k 

\. 

E    0 

I 

C 

B 

-Sl^"-^-')- 


où  il  convient  aussi  de  substituer -p à  p,  et  —  à  p..  Il  vient  après 
ces  sobetitations 
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Dans  cette  équation,  R  est  une  constante,  et  P,  X,,  Y,  sont  des 
variables  :  on  peut  considérer  P  comme  l'ordonnée  normale  au  plan 
de  la  section,  d'un  point  dont  les  coordonnées  dans  le  plan  sont  Xj  et 
Yj.  Le  lieu  des  points  ainsi  obtenus  est  une  surface  cylindrique  du 
second  degré,  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite 

?5i+î^i  + inconstante, 

OU  à  la  droite  YX  qui  joint  les  milieux  des  côtés  du, rectangle  abou- 
tissant au  point  Â. 

Les  plans  normaux  menés  par  les  axes  OX,  OY,  coupent  ce  cylindre 
suivant  deux  hyperboles  :  Tune  d'elles,  celle  qui  est  contenue  dans 
le  plan  OX,  est  représentée  en  LMlN  sur  la  figure.  Elle  est  asymptote 
à  la  droite  E'E",  menée  par  le  point  E,  tiers  de  la  médiane,  perpen- 
diculairement au  plan  de  la  section  ;  elle  est  asymptote  à  l'axe  OX  ; 
endUi  au  point  0  elle  a  pour  ordonnée  P=RQ,  et  au  point  X, 

P=7RQ.  On  obtiendrait  une  sectiop  analogue  dans  le  plan 0 Y, 
4 

L'une  quelconque  de  ces  deux  hyperboles  peut  servir  de  directrice  à 

la   droite  mobile  qui  engendre  la  surface  cylindrique  en  restant 

toujours  parallèle  à  XY. 

La  portion  de  la  surface  comprise  dans  le  dièdre  formé  par  les 

plans  normaux  OX,  OY,  répond  seule  au  problème.  Elle  doit  être 

répétée  symétriquement  dans  les  dièdres  adjacents  et  dans  le  dièdre 

opposé  par  l'arête. 

# 

RECHERCHES  DES  POSITIONS  DE  LA  FORGE  P  QUI  DONNENT  EN  TOUT 
POINT  DE  LA   SECTION   UNE  PRESSION   POSITIVE. 

Méthode  générale. 

45.  La  pression  est  donnée,  en  un  point  ar  et  y,  par  l'é- 
quation 


DU  NOYAU  CENTRAL. 
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R  =  Aa?  +  By  +  C. 

Si  Von  fait  R  =  o ,  on  a  Téquation,  Aa:  +  By  +  C  =  o,  de  la  droite 
qai  sépare  k,  région  où  R  est  positif  de  celle  où  R  est  négatif.  A,  B,  G 
sont  des  fonctions  des  coordonnées  X^  et  Y,  du  point  de  passage  de 
la  force  P.  Suivant  la  position  de  ce  point,  la  droite  Aa:  +  By  +  C=o 
peut  être  extérieure  à  la  section,  toucher  le  contour  de  la  section 
sans  y  pénétrer,  ou,  enfin,  traverser  la  section.  Dans  le  premier  cas, 
toutes  les  pressions  R  seront  positives;  dans  le  troisième,  il  y  aura 
des  pressions  négatives  ;  le  second  cas,  enfin,  estun  cas  limite  entre  les 
deux,  celui  où  il  y  a  au  moins  un  point  de  la  section  pour  lequel  la 
pression  est  nulle,  sans  que  la  pression  soit  négative  nulle  part. 
Supposons    que    le   contour  GH  de  la  section  soit  de  forme 

convexe.  Menons  arbitrairement  une 
droite  MN  qui  ait  au  moins  un  point  L 
commun  avec  le  contour  sans  y  pénétrer. 
Nous  regarderons  cette  droite  comme 
la  droite  de  l'équation 

Ax  +  By  +  C  =  0, 

ce  qui  déterminera  les  rapports  de  coef- 
ficients A ,  B  et  G.  Ges  rapports  définissent 
complètement  les  coordonnées  Xj,  Y^ 
du  point  d'application  de  la  forcé  P.  A  chaque  droite  MN,  corres- 
pond donc  dans  la  section  un  point  C.  Faisons  rouler  la  droite  MN 
autour  du  contour  GH,  sans  la  laisser  jamais  pénétrer  dans  son 
intérieur.  Le  point  correspondant  G  se  déplacera  généralement,  et 
tracera  dans  la  section  un  contour  G' H',  dont  la  forme  dépend  uni- 
quement de  la  forme  du  contour  GH.  Si  la  force  P  passe  en  un  point 
C  du  périmètre  de  ce  nouveau  contour,  la  droite  MN  qui  correspond 
au^  pressions  nulles,  touchera  le  contour  de  la  section  sans  l'en- 
tamer, et  les  pressions  ne  seront  nulle  part  négatives.  Si  la  force  P 
perce  le  plan  de  la  section  en  un  point  D,  intérieur  au  contour  G' H', 
k  droite  MN  qni  y  correspond  sera  tout  entière  en  dehors  de  la 
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section,  et  les  pressions  seront  partout  positives.  Enfin,  si  la  force  P 
passe  en  un  point  E  extérieure  au  contour  G' H\  la  droice  MN  pénètre 
dans  la  section,  et  il  y  a  une  région  de  cette  section  où  les  pressions 
sont  négatives.  La  partie  de  la  section  comprise  en  dedans  du  coii- 
tour  G' H'  prend  le  nom  de  noyau  central  de  la  section  donnée. 

La  détermination  de  ce  contour  au  moyen  du  contour  GH  se 
rattache  à  la  théorie  géométrique  des  polaires  réciprocités  dans  les 
courbes  du  second  ordre.  Nous  donnerons  tout  à  l'heure  un  résumé 
de  cette  théorie.  Il  nous  suffît  ici  d'annoncer  sans  démonstration  : 

Qu'à  chaque  sommet  d'angle  du  contour  GH  correspond  une  droite 
dans  le  contour  G' H'  ; 

Qu'à  chaque  droite  du  contour  GH  correspond  un  sommet  du 
contour  6' H'; 

Qu'à  chaque  arc  de  courbe  du  second  ordre  du  contour  GH  cor- 
respond un  arc  de  courbe  du  second  ordre  du  contour  G'  H'. 

Ces  théorèmes,  que  nous  démontrerons  dans  le  chapitre  suivant, 
nous  seront  très-utiles  pour  achever  le  tracé  du  contour  G' H',  lorsque 
nous  en  aurons  déterminé  quelques  éléments. 

46.  Exemples.  —  L  Section  rectangulaire.  —  Si  la  force  P  est 
(Fig.  î7.)  appliquée  en  un  point  G  de  l'une  des  mé- 

dianes XX',  à  une  distance  p  du  centre  0,  la 
valeur  de  R  est  donnée  par  l'équation 


4 

Y 

A 

\ 

V 

/c 

1 

A 

Y' 

k" 

R=^    <  + 


3gx\ 


R  est  donc  égal  à  zéro  le  long  de  la  droite 


'+¥=». 


et  pour  que  cette  droite  touche  le  contour  sans  y  pénétrer,  il  faut 
qu'elle  coïncide  avec  le  côté  A' A",  ou  avec  la  droite  a;  =  —  a. 
Ce  qui  exige  que 


a 


3' 
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Le  point  C  du  contour  G'  H'  cherché,  est  donc  au  tiers  de  la  dis- 
tance OX  ;  ce  point  correspond  au  côté  A' A". 

Par  la  raison  de  symétrie,  on  aura  de  même  des  points  du  contour 
cherché,  en  prenant  les  tiers  G',  G",  G"  des  distances  OY,  OX',  OY', 
et  on  obtiendra  les  points  correspondants  aux  droites  A"  A'",  A  A'", 
AA'  du  contour  donné. 

Les  sommets  A,  A',  A",  A"'  du  contour  donné  devant  correspondre 
à  des  droites  du  contour  cherché,  on  aura  ce  contour  en  joignant  les 
sommets  C,  G',  G",  G'",  ce  qui  donne  en  définitive  un  losange. 

IL  Losange  ABGD.  —  L'équation  à  employer  sera 

Fig.  M.)      ■ 

Si  l'on  fait 

Rn-O,  et  Xs::— a, 

il  vient 


a 


6" 


On  prendra  donc 


OC  =  OC"  =  2  a, 

D 


OC'  =  OC'"=  ^6, 
6 


et  comme  aux  sommets  A,  A,  K\  M'\  doivent  correspondre  des  droites 
dans  le  contour  cherché,  on  aura  à  mener  par  ces  quatre  points 
C,  C\  G",  G"',  des  droites  qu'on  devra  diriger  perpendiculairement 
aux  diagonales  AA",  A' A"'  à  cause  de  la  symétrie  de  la  figure.  Le 
rectangle  GHIK,  ainsi  construit,  sera  le  contour  correspondant  aux 
pressions  positives.  Les  sommets  G,  H,  I,  K  correspondent  respec- 
tivement aux  côtés  du  losange  donné  A" A'",  A"' A,  AA',  A' A". 
IIL  Cercle  ou  ellipse.  —  Le  contour  cherché  se  déduira  du  con- 
tour donné  en  réduisant  au 
quart  les  rayons  issus  du 
centre  0.  Il  en  serait  de  même 
■  pour,  la  couronne  circulaire 
ou  elliptique  :  le  contour  in- 
térieur n'a  pas  d'influence. 


CFig.  Î9.) 
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CHAPITRE  IV. 


ELLIPSE  D'INERTIE.  TRACti  DU  NOYAU  CENTRAL.  POLAIRES 
RECIPROQUES.  CENTRES  DE  PERCUSSION. 


47.  Définition  de  tellipse  centrale  dinertie.  —  Par  le  centre  de 
gravité  0  de  la  section  donnée,  GH,  menons  deux  axes  rectangulaires 
OX,  OY;  puis  formons  les  sommes 


I«=  Ç\  y«(îxdy       \y  =  ^^^àxdy. 


en  les  étendant  à  tous  les  éléments  de 
Taire  de  la  section.  Ces  sommes  sont  les 
moments  dinertie  de  la  section  par  rap- 
port aux  axes  OX,  OY;  si  Ton  divise  ces 
sommes  par  l'aire  totale  Q  de  la  section, 
on  obtient  pour  quotient  les  quantités 
p*«  ®^  P*v  »  carrés  des  rayons  de  gyration 
de  la  surface  par  rapport  aux  mêmes  axes. 

Par  le  point  G  menons,  dans  le  plan  de  la  section,  une  droite  OL 
faisant  avec  OX  un  angle  w  quelconque,  et  appelons  I  le  moment 
d'inertie  de  la  section  par  rapport  à  cette  droite  OL.  La  distance  MB 
d'un  point  M  à  la  droite  OL  est  donnée  par  la  valeur  absolue  de  l'ex- 
pression 

y  cosfù — xsinci). 

dans  laquelle  y  =  MP,   a:  =  OP  sçnt  les  coordonnées  du  point  M-^ 
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Le  carré  dé  cette  distance  est  donc 

y*  C08*w  +  X*  sin'ci»  —  2a:y  C08  w  siD  w. 

Si  Ton  multiplie  par  dxdy  et  qu'on  intègre  dans  l'intérieur  de 
toute  la  section,  on  aura  I,  c'est-à-dire 

1  =  cos'fu  Uy^dy  +  sin'to  \  \  ar>dx(2y — Scosoisinco  \\  xydxdy 


ou  bien 


I  =  IcC08*ci>  +  lysînsca  — 2  sin  cocos  coUaiy  dxdy. 


Od  peut  donc  exprimer  le  moment  d'inertie  de  la  section  autour 
d'une  droite  OL  quelconque  menée  par  le  point  0,  en  fonction  des 
moments  d'inertie  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires,  et  de  l'inté- 
grale \  \  xydxdj/y  que  nous  représenterons  pour  abréger  par  M,  enfin 

de  TaDgle  ci>  que  fait  la  droite  OL  avec  l'un  des  axes. 

Noos  pouvons  construire  une  courbe  qui  nous  aidera  à  nous  repré- 
senter les  moments  d'inertie  autour  de  différents  axes  conduits  par 
le  point  0.  Prenons  sur  chaque  droite  OL  une  quantité  telle  que  le 
produit  de  cette  quantité  par  le  rayon  de  gyration  autour  de  OL  soit 
égal  à  une  quantité  constante  X*,  prise  arbitrairement.  Pour  intro- 
duire les  rayons  de  gyration  dans  notre  équation,  appelons  p  le  rayon 
de  gyration  qui  correspond  à  la  ligne  OL  ;  nous  aurons 

l=ûp«. 
Nous  poserons  de  même 

c représentant,  non  plus  un  rayon  de  gyration,  maïs  une  longueur 
analogue,  longueur  connue,  puisque  la  somme  M  est  entièrement  déter- 
minée par  le  choix  des  axes.  Introduisons  ces  nouvelles  expressions 
dans  l'équation  qui  donne  I  ;  il  viendra,  en  supprimant  Û  qui  est 
lacteur  commun, 

f^  =  P*.  cos'ro  -I-  p%  sin*w  —  2  sId  (a  ces  «  c\ 
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Prenons  ensuite  des  longueurs  r,  r«,  r^,  (/,  liées  aux  précédentes 
pâi*  les  équations 

r=— ,      r«=— ,      ry  =  -;      etenûn      c  =  — , 

P  P*  Py  C 

c  est-à-dire  opérons  la  transformation  connue  en  géométrie  sous  le 
nom  de  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Le  lieu 
des  points  (r,c«))  ainsi  obtenus  permettra  de  trouver  les  valeurs  des 
rayons  de  gyration  pour  une  direction  OL  quelconque. 
Remplaçons  p,  p»,  p»  et  c  par  leurs  valeurs 

x«     x«     x«     X* 


et  nous  aurons  l'équation  en  coordonnées  polaires,  r  et  co,  du  lieu 
cherché  : 

X*       X*  X*  X* 

-r  =  -r-  cos'o)  +  -y  sin*w  —  2  cosw  sin  w  -r,. 

Le  facteur).*  peut  être  supprimé;  si  l'on  multiplie  ensuite  par  r* 
et  si  l'on  remplace  rcosco  par  x^  et  rsinco  par  y,  on  aura  en 
définitive  pour  équation  du  lieu,  en  coordonnées  rectangles, 

équation  d'une  courbe  du  second  ordre,  qui  est  nécessairement 
fermée,  puisque  ses  rayons  r  ne  peuvent  être  infinis  (i).  C'est  donc 
une  ellipse;  et  si,  comme  on  l'a  supposé,  l'origine  0  est  le  centre 
de  gravité  de  la  section,  on  appellera  cette  ellipse  V ellipse  centrale 
ft inertie  de  la  section.  Les  dimensions  en  sont  encore  indéterminées, 
car  elles  dépendent  de  la  quantité  X  qui  est  arbitraire. 


(1)  Saaf  dans  le  cas  où  la  sectioD  se  rédairait  à  une  droite  sans  épaisseur,  cas  Inad- 
missible daus  les  applications. 
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Ob  peut  simplifier  réqualion  en  prenant  pour  axes  des  x  et  des  y^ 
les  axes  principaux  de  Tellipse  ;  elle  devient  alors  de  la  forme 

Dans  cette  équation,  a  est  inversement  proportionnel  au  rayon  de 
g}Tation  de  la  section  autour  du  nouvel  axe  OX,  et  ô,  inversement 
proportionnel  au  rayon  de  gyration  autour  du  nouvel  axe  OY.  Les  / 

quantités  —,  -y-  sont  l^^rayons  de  gyration  principaux  de  la  surface. 

Avec  cette  orientation  particulière  des  axes,  la  somme  M  =  \\xydxdy 

fôt  égale  à  zéro  :  nous  avions  déjà  reconnu  (§  34f  note)  qu'il  était 
toojours  possible,  en  faisant  un  choix  convenable  d'axes,  de  satisfaire 
à  cette  condition. 

Ces  résultats  sont  tout  à  fait  analogues  à  ceux  que  l'on  obtient 

dans  la  dynamique  des  solides  invariables  pour  l'ellipsoïde  d'inertie. 

A8.  Remarque  sur  les  axes  de  symétrie.  —  Si  la  surface  donnée  a 

un  axe  de  symétrie  XX',  cet  axe  passe  par 

son  centre  de  gravité  0,  et  de  plus  il  est  l'un 

des  axes  principaux  de  Tellipse  centrale.  En 


f^flfet,  l'intégrale  \\xydxdy  prise  relative- 


ment à  cet  axe  considéré  comme  axe  des  x^ 
est  nulle  à  cause  de  la  symétrie,  puisqu'à 
tout  élément  superficiel  dxdy  situé  d'un  côté  de  l'axe,  correspond 
de  l'autre  côté  un  élément  égal  dxdy^  ayant  même  a:,  mais  ayant 
pour  ordonnée  — y,  La  somme  des  éléments  symétriques  xydxdy 
pris  deux  à  deux  étant  nulle,  il  en  est  de  même  de  l'intégrale 
totale. 

Si  la  surface  donnée  a  deux  axes  de  symétrie,  faisant  entre  eux 
m  angle  diflérent  d'un  angle  droit  (auquel  cas  la  surface  a  néces- 
sairement encore  d'autres  axes  de  symétrie,  qu'il  est  facile  de  dé- 
duire des  deux  premiers),  l'ellipse  d'inertie  aura  deux  axes  prin- 
cipaux non  rectangulaires,  ce  qui  indique  qu'elle  se  réduit  à  un 
cercle. 
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Il  résulte  de  là,  comme  corollaire,  que  Yellipse  Sintrtie  Sun 
polygone  régulier  quelconque  est  une  circonférence ,  et  que  le 
moment  d'inertie  de  la  surface  est  le  même  autour  de  toutç  droite 
menée  dans  son  plan  par  son  centre  de  gravité.  On  voit  aussi  que 
le  moment  d'inertie  du  polygone,  par  rapport  à  un  axe  mené  par 
son  centre  de  gravité  perpendiculairement  à  son  plan,  est  double  du 
moment  d'inertie  par  rapport  à  toute  di-oite  menée  par  le  centre 
de  gravité  dans  le  plan  de  la  figure. 

A9.  Théorème.  Le  moment  d'inertie  I  autour  d'une  droite  AB  qui 
J^îîJ!^^  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravité  de  la 

section,  s'obtient  en  ajoutant  au  moment 
d'inertie  autour  d'une  droite  CD ,  menée 
par  le  centre  de  gravité,  parallèlement  à 
AB,  le  produit  de  l'aire  û  de  la  section  par 
le  carré  de  la  distance  OE  des  deux  droites. 
Ce  théorème,  analogue  à  celui  qu'on  établit  en  dynamique  poilf 
la  relation  entre  les  moments  d'inertie  d'un  solide  pris  autour 
d'axes  parallèles,  se  démontre  exactement  de  même  pour  les  sur- 
faces. Le  moment  d'inertie  d'un  élément  F,  par  rapport  à  AB,  est 

dxdyxfV  =  dxdy  (FK*  +  2FK  x  KL  +  KL"). 

Pour  avoir  le  moment  d'inertie,  par  rapport  à  AB,  on  fera  donc 
les  trois  sommes  des  produits  dxdy  X  FK^,  adxdy  X  FK  X  KL, 
dxdy  X  KL'.  Or,  la  première  somme,  étendue  à  tous  les  éléments 
de  la  section  est  le  moment  d'inertie  de  cette  section  par  rapport  à 
CD  ;  la  troisième,  dans  laquelle  le  facteur  KL'  =  OE',  est  le  même 
pour  tous  les  éléments,  donne  le  produit  par  OF'  de  la  surface  totale 
Û  de  la  section.  Enfin  la  seconde  somme  est  nulle  ;  car,  en  faisant 
sortir  de  la  somme  le  facteur  commun  2KL,  on  a  à  étendre  à  toute 
la  surface  la  somme  des  moments  élémentaires  dxdy  X  FK,  par  rap« 
port  à  la  droite  CD;  la  quantité  FK  doit  être  prise  positivement  pour 
les  points  situés  au-dessus  de  CD,  et  négativement  pour  les  points 
situés  au-dessous.  Le  résultat  de  la  sommation  est  le  produit  de  la 
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surface  entière  par  la  distance  à  CD  du  centre  de  gravité,  0,  de  la 
^surface,  c'est-à-dire  dire  par  zéro,  et  le  théorème  est  démontré. 

50.  Mecherche  du  moment  d'inertie  du  triangle  iquilatéral  ABC^ 

par  rapport  à  une  droite  passant  par  son  centre  de  gravité  0. 

Nous  savons  que  la  figure  ABC  étant  un  polygone  régulier,  le  mo- 

^^'  ^^'^  ment  d'inertie  cherché  est  le  même,  quelle 

que  soit  la  droite  par  rapport  à  laquelle  on 

le  prenne.  11  suffit  donc  de  considérer  la 

droite  FA,  médiane  du  triangle.  Le  point  Ose 

trouvera  au  tiers  de  FA  à  partir  du  point  F, 

milieu  de  la  basé  BG» 

Soient  E,  G,  les  milieux  des  autres  côtés; 
nous  décomposons,  en  joignant  £G,  EF,  FG,  le  triangle  donné  en 
quatre  triangles  équilatéraux  égaux  entre  eux,  et  dans  lesquels  les 
centres  de  gravité  sont  aux  points  0,  0',  0",  0'".  Soit  1  le  moment 
d'inenie  cherché,  V  le  moment  d'inertie  d'un  des  petits  triangles 
par  rapport  à  sa  médiane  ;  nous  aurons  en  appliquant  le  théorème 
précédent  : 


Ù  étant  la  surface  de  Tun  des  petits  triangles. 

FH  est  égal  au  quart  du  côté  c  du  triangle  donné  ;.Û'  est  aussi  le 
quart  de  la  surface  û  de  ce  triangle.  Donc,  enfin, 


Mais  les  petits  triangles  sont  semblables  au  grand,  et  comme  les 
sommes  I  ont  quatre  dimensions  linéaires  (y^dxdy)^  I  est  à  ï  comme 
runité  est  à  la  quatrième  puissance  du  rapport  de  sin)ilitude,  qui 

est  ici-:  donc 

*       2*      16* 


Remplaçant  dans  l'équation,  il  vient  : 
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h=k^ 


Donc 


i=ii^- 


Le  rayon  de  gyration  du  triangle  équilatéral  autour  de  toute 
droite  menée  par  son  centre  de  gravité,  est  donc  égal  & 


v^= 


c 


Cet  exemple  montre  qu'on  peut  quelquefois,  dans  la  recherche  des 
moments  d'inertie,  éviter  l'emploi  du  calcul  intégral. 

51.  Jusqu'ici,  nous  avons  défini  l'ellipse  d'inertie  de  forme,  et  non 
de  grandeur.  Il  est  utile  de  faire  une  convention  relativement  à  la 
quantité  arbitraire  X  ;  nous  ferons  X*  =  p^^,  c'est-à-dire  V  égal 
au  produit  des  rayons  de  gymtion  de  la  section  donné  autour  des 
axes  principaux  de  son  ellipse  d'inertie  ;  on  a  alors 

X» 
Tg  =  — =p-  =  a 

p. 

^* 

(Fi^^  34.) 

Le  rayon  de  gyration  p  de  la  section  au- 
tour de  la  droite  ON,  sera  donné  par  l'ex- 
pression ON  =  ^  ==  On*  ^^^^  ^^^  ^'®^" 
lipse,  le  rectangle  des  axes  est  équivalent 

au  parallélogramme  construit  sur  un  système  de  diamètres  conjugués  ; 

menant  donc  OM,  diamètre  conjugué  à  ON,  nous  aurons 


Donc 


ONxOMxBinNOM  =  OAxOB=  ab. 
ab 


ON 


=  p  =  OMsinNOM  =  MP, 


distance  du  point  H  à  la  droite  ON.  Le  choix  de  cette  ellipse  parti- 
culière d'inertie  permet  donc  de  poser  la  règle  suivante  :  Le  rayon 
de  gyration  de  la  section  autour  d'une  droite  quelconque^  passant 
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par  le  point  0,  est  égal  à  la  distance  à  cette  droite  de  t extrémité  du 
iimètre  conjugué  à  sa  direction. 
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52.  Étant  donnés  dans  un  plan  un  point  P  et  une  courbe  du  se- 
C^-  ^*)  cond  ordre  A,  on  appelle  polaire  du  point 

par  rapport  &  la  courbe,  le  lieu  des 
points  M  de  rencontre  des  deux  tangen- 
tes MB,  MC,  menées  à  la  courbe  aux 
points  B  et  G,  où  elle  est  coupée  par  une 
transversale  quelconque  PQ,  menée  par  le 
point  P  {fig.  55  et  56). 

Ce  lieu  est  unB  droite  MN,  qui  passe  par 
les  points  de  contact  de  la  courbe  avec  les 
tangentes  issues  du  point  P. 
La  droite  MN  et  le  diamètre  PO,  passant  par  le  point  P,  sont  pa- 
rallèles à  un  système  de  diamètres  conju- 
gués de  la  courbe. 

Le  point  P  est  appelé  Pôle  de  la  droite 
MN.  —  A  chaque  point  P  correspond  une 
polaire  ;  à  toute  droite  MN  correspond  un 
pôle. 

Les  principales  propriétés  des  pôles  et 
polaires  sont  les  suivantes  : 

i""  Si  Ton  mène  par  le  pôle  P  une  trans- 
versale quelconque  PQ,  la  courbe  du  second  ordre,  la  polaire  et  le 
pôle  la  couperont  en  quatre  points  B,  G»  I,  P,  tels  qu'on  ait  l'éga- 
lité: 


(Rg.  36.) 


PB 
PC 


IB 
IC' 


en  d'autres  termes,  les  points  P  et  I  seront  conjugués  harmoniques 
par  rapport  aux  extrémités  B  et  G  de  la  corde  BG. 
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•2**  Toute  droite  menée  par  un  point  F  a  pour  pôle  un  point  de  la 
polaire  du  point  P,  et  tout  point  pris  sur  une  droite  MN  a  pour  po- 
laire une  droite  passant  par  le  pôle  P  de  la  droite  MN. 

Ces  théorèmes  sont  très-faciles  à  démontrer  pour  le  cercle  ;  on  peut 
les  étendre  ensuite  aux  courbes  du  second  ordre  par  la  méthode  des 
projections  coniques. 

53.  Supposons  que  le  point  P  soit  mobile,  et  qu'on  lui  fasse  décrire 
CFig.  37.)  une  certaine  courbe  EF.  A  chaque  position 

du  point  P,  correspondra  une  polaire  parti- 
culière MN,  et  quand  le  point  P  décrira  la 
courbe  EF  d'un  mouvement  continu,  la 
droite  MN  enveloppera  une  courbe  ET,  lieu 
des  intersections  de  ses  positions  successives. 
Ces  courbes  EF,  E'F,  sont  dites  polaires  réci- 
proquéspar  rapport  à  la  courbe  0;  elles  soni 
réciproques,  parce  que  si  Ton  faisait  décrire  la  courbe  E'F  par  un 
pofnt  mobile,  la  polaire  de  ce  point  envelopperait  la  courbe  EF. 

54.  Si  la  courbe  donnée  P    est  une  ellipse  ayant  pour  équa- 
tion 


5^  + 


y'^ 


6* 


=  ^, 


l'équation  de  la  polaire  correspondante  à  un  point  (X^,  YJ,  sera 


X.2;  .  Y^y  _ 
irt'  +  fr  — 


X,x 


Si  le  point  (X„  Y,)  est  pris  sur  la  courbe  0  elle-même,  la  polaire 
correspondante  est  la  tangente  à  la  courbe  0  en  ce  point. 


antipolaire. 
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(Fig.  31.) 


55.  Rappelons  enfin  la  propriété  suivante.  Si  0  est  le  centre  d'une 
courbe  du  second  ordre,  P  un  point 
quelconque,  et  MN  la  polaire  de  ce  point 
par  rapport  à  la  courbe,  la  droite  PO  coupe 

y^,  la  courbe  et  kt  polaire  en  deux  points  S  et 
R  vérifiant  l'égalité  : 

POxRO=ÔS*. 

Si  la  courbe  du  second  ordre  n'a  pas 
de  centre,  le  point  S  est  le  milieu  de  la 
distance  PR,  comptée  sur  le  diamètre  mené  par  le  point  P. 

Ces  proposiUons  sont  de  simples  corollaires  des  théorèmes  que  nous 
venons  de  rappeler. 

56.  On  appelle  antipoïaire  d'un  point  P  par  rapport  &  une  courbe 
du  second  ordre,  la  droite  H'N',  symétrique  de  la  polaire  MN  du 
point  P,  par  rapport  au  centre  de  la  courbe-,  le  point  P  est  Yantipâle 
de  la  droite  M'N'. 


57.    APPUCATION     DE   LA    THÉORIE    DES     POLAIRES    RÉCIPROQUES    A    LA 
RECHERCHE   DU   NOTAU  CENTRAL  d'uNE    SECTION  DONNÉE 


Noos  supposons  la  section  donnée  GH,  limitée  à  un  contour  convexe. 
Soit  0  le  centre  de  gravité,  OX,  OT  la  direction  des  axes  princi- 
(Pig.  89).  paux  d'inertie  de  la  section.  L'équation 

Y  de  l'ellipse  d'inertie  AB  sera 

5  +  5»-*' 

X  a  et  6  sont  liés  aux  rayons  de  gy ration 
principaux,  par  les  relations 


•\ 


Pj^=:X*     et      p,6  =  X«, 

\  étant  une  longueur  arbitraire  que 
Qoos  prendrons  égale  à  \/p«py  ou  &  ^ab. 
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Soient  X^,  T|,  les  coordonnées  du  point  de  passage  G  de  la  résul- 
tante P.  La  pression  locale  sera  donnée  par  l'équation 


et  la  droite,  lieu  des  points  pour  lesquels  la  pression  est  .nulle,  aura 
pour  équation 

¥  +  5^+1=0- 

Remplaçons  dans  cette  équation  py,  pxpar  leurs  valeurs  ^  ,  -, 

puis  disposons  de  l'arbitraire  \  comme  nous  l'avons  dit  tout  à 

X"  X* 

l'heure,  de  manière  à  avoir  -j-  =  a,  ce  qui  donne  aussi  —  =b.  L'é- 

o  a 

quation 
deviendra 


¥.*'ii*'-' 


Or  cette  équation  représente,  dans  V  ellipse  particulière  qui  corres- 
pond d  X*  =  aé,  la  polaire  du  point  dont  les  coordonnées  sont  —  X^ 
et  —  Y^,  ou  l'antipolaire  du  point  d'application  de  la  force  P. 

La  droite  correspondante  à  R=:0,  pour  un  point  de  passage  G  de 
la  force  P,  est  donc  l'antipolaire  UN  de  ce  point  G  par  rapport  à 
l'ellipse  d'inertie* 


DU  NOYAU  CENTRAL.  h  i 

Pour  trouver  le  contour  cherché  G'H',  on  doit  donc  faire  rouler  une 
droite  MN  sur  le  contour  GH  de  la  sec- 
tion sans  l'y  laisser  pénétrer,  etconstiniire 
le  lieu  décrit  par  le  point  G,  antipdie  de 
la  droite  MN  pour  laquelle  R=:  0.  Cela 
revient  à  construire  d'abord  le  lieu  du 
point  Cj,  pôle  de  la  droite  MN,  et  à  con- 
struire ensuite  le  lieu  du  point  G,  symé- 
trique de  G^  par  rapport  au  point  0.  Le 
lieu  du  point  G^  est  \à  polaire  réciproque 

du  contour  GH;  le  lieu  du  point  G,  qui  est  le  contour  cherché,  est  par 

conséquent  Fantipolaire  réciproque  du  contour  de  la  section  donnée. 
Si  le  contour  GH  est  symétrique  par  l'apport  aux  axes  OX,Oï,  le 

Beu  des  points  G,  coïncidera  avec  son  symétrique.  G'est  ce  qui  arrive 

pour  le  losange,  le  rectangle,  le  cercle  ou  Fellipse. 
Ainsi  se  trouvent  justifiées  les  règles  posées  au  §  40  pour  le  tracé 

du  contour  G'H'. 


ANALOGIE  ATEG  LA  THÉORIE  DES  CEimiES  DE  PERCUSSION. 


58.  On  sait  que  lorsqu'un  corps  solide  libre  reçoit  une  percussion 
P,  dirigée  suivant  une  droite  PG  quelconque,  son  mouvement  initial 
comprend  : 

l""  Une  translation  générale,  dont  la  vitesse  est  parallèle  à  la  percus- 
(Kg.  4i).  ^.^^  p^  ^^  ^^  ^^^j^  ^  iï»  M  étant  la  masse  totale 

du  corps; 

2"  Une  rotation  du  corps  autour'  d'une 
droite  OF  passant  par  son  centre  de  gravité  0; 
cette  droite  est  dans  Tellipsoîde  central  d'i- 
nertie, le  diamètre  conjugué  du  plan  POG 
conduit  par  le  centre  de  gravité  0,  et  la  di« 
rection  de  la  force  P. 
Supposons  que  les  droites  PG  et  OF  soient  rectangulaires 
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Les  deux  mouvements  élémentaires  du  solide  peuvent  alors  se 
composer  en  un  seul;  pour  cela,  menons  par  la  droite  OF,  un 
plan  FOC  perpendiculaire  à  la  percussion  P,  ou  à  la  vitesse  de  trans- 
lation ;  les  deux  plans  FOC,  OPC«  se  coupent  suivant  une  droite  OC; 
prolongeons  cette  droite,  et  cherchons  sur  son  prolongement  un 
point  H  qui  reste  immobile  lorsqu'on  lui  fait  subir  à  la  fois  les  deux 
mouvements  élémentaires  communiqués  au  système.  Si  t;  est  la  vi- 
tesse de  translation 9  et  co  la  vitesse  angulaire  de  rotation  autour 
de  OF,  on  voit  que  le  point  H  sera  défini  par  Téquation 

o  =  ci>  X  HL, 

L  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  H  sur  l'axe  OF. 
Du  point  G,  abaissons  CM  perpendiculaire  sur  OF,  et  appelons  MK' 
le  moment  d*inertie  du  solide  par  rapport  à  Taxe  OF;  nous  aurons, 
en  prenant  les  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à 
Taxe  OF, 


Hais 
donc 


et  par  conséquent  HL  xMC  =  K',  ou  encore 
HOxOCxsin«FOC=K* 

relation  géométrique  qui  lie  les  points  conjugués  H  et  G. 

La  droite  HK,  est  Taxe  autour  duquel  le  solide  commence  à  tour- 
ner^ C/Omme  si  cet  axe  était  fixe;  le  point  G,  qui  lui  correspond,  est 
appelé  le  centre  de  percussion  du  corps  par  rapport  à  cet  axe.  On 
voit  que  si  l'axe  HK  était  réellement  fixe,  la  percussion  P,  appliquée 
au  point  G,  perpendiculairement  au  plan  HGK,  ne  produirait  sur 
Taxe  HK  aucune  pression,  car  le  mouvement  naturel  du  corps  serait, 
dans  les  premiers  instants,  une  rotation  autour  de  cette  droite  HK. 


PxMC 

Cil 

~     MK« 

.=- 

(D 

=  .x« 
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L'ellipsoïde  d'inertie  est  coupé  par  le  plan  KHG  (fig.  40)  suivant, 
une  ellipse  ABA'F  (fig.  4 1)  dans  laquelle 
les  droites  OF,OC,  forment  un  système 
de  diamètres  conjugués. 

59.  Cela  étant,  revenons  à  la  distri- 
bution des  pressions  dans  l'étendue 
d'une  section  donnée  ;  l'équation  de  la 
ligne  pour  laquelle  on  a  R=  0,  est  la 


solYante  : 


^%^..=. 


Bleest,  dans  l'ellipse  centrale  (fig.  40*  parallèle  au  diamètre  OF 
coDjaguéde  la  droite  OC. 

Soit  donc  HK  cette  droite. 

Noos  pouvons  regarder  la  section  donnée  comme  un  solide  infini- 
ment mince*  ayant  une  masse  égale  à  l'unité  pour  chaque  unité  de 
sarbce;  l'ellipsoïde  d'inertie  correspondante  à  ce  système  invariable 
A  pour  plan  principal  le  plan  de  la  section  «  et  par  suite,  si  Ton  ap- 
plique au  point  C  une  percussion  P  normale  à  ce  plan,  la  direction  P 
sera  bien  perpendiculaire  au  diamètre  OF  conjugué  du  plan  OPG 
dans  l'eHîpsGîde  d'inertie.  —  Prenons  encore  pour  cette  ellipse  cen- 
trale Tellipse  particulière  dans  laquelle  le  demi-axe  OA  =  p^,  et  le 
demiaze  OB  =  p.;  nous  savons  qu'alors  la  droite  HK  est  la  polaire  du 
point  C,  symétrique  du  point  C,  et  que  par  suite  HOxOC  ou  HOxOC 
est  égal  à  OP. 

Multipliant  par  sin*  FOC  : 

HO  X  OC  X  8in«F0C  =  Ôï*  x  sin^FOC. 

Hadsnous  savons  (§  5i)  que  Olxsin  FOC,  distance  du  point  1  de 
Tellipse  à  la  direction  OF  du  diamètre  conjugué  de  01,  est  égal  au 
rayon  de  gyration  K  de  la  surface  par  rapport  à  OF. 

Donc 

CI  X  sin  FOC  =  K, 
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et  par  suite 

HOxOCxsin«FOC  =  K*, 

relation  gui  lie  la  position  de  l'axe  HK  à  celle  du  centre  de  pression 
correspondant. 

Le  point  C  est  donc  le  centre  de  percussion  delà  section  donnée  par 
-apport  à  la  droite  HK,  pour  laquelle  la  pression  est  nulle. 


CHAPITRE  V. 

RÉPARTITION  DES  PRESSIONS  SUR  LES  SECTIONS  HORIZONTALES 

D'UN  SOLIDE  QUI  NE  PEUT  RÉSISTER 

A  AUCUN  EFFORT  D'EXTENSION  (MASSIF  DE  MAÇONNERIE.) 


60.  Nous  avons  vu  que  pour  un  massif  de  cette  nature,  rhypo- 
thèse  qu'on  doit  adopter  consiste  à  admettre  que  les  pressions  îo^ 
cales  sont  en  chaque  point  ou  nulles,  ou  représentées  par  tes  or- 
données positives  d'un  plan  R  =  A^r-f-By -f^*  ^  fonction  R  ne 
peut  plus  être  alors  donnée  par  une  seule  et  même  expression  ana- 
lytique. 

Supposons  donc  la  force  P  appliquée  en  dehors  du  contour  li- 
mite qui  correspond  aux  pressions  positives.  Pour  trouver  les  va- 
leurs de  A,B,G,  il  faudra  reprendre  les  équations  (5),  (6)  et  (7) , 
dans  lesquelles  les  intégrales  doubles  seront  étendues  seulement 
à  la  portion  de  la  section  qui  se  termine  à  la  droite  Ax  -f  By  +  C  =  O. 


SUR  UNE  ASSISE  RECTANGULAIRE. 
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n  résulte  de  là  que  les  inconnues  k.Bfi  entrent  nonnseulement 
dans  les  coefficients  des  équations  (5)  (6)  et  (T),  mais  encore  dans 
les  limites  des  intégrales  indiquées.  Aussi  le  problème  est-il  beau- 
coup  plus  complexe»  et  conduit-il,  dans  la  plupart  des  cas,  à  poser 
des  équations  transcendantes  qu'on  ne  sait  résoudre  que  par  voie 
de  tâtonnements. 

Nous  traiterons  setdement  ici  le  problème  pour  la  section  rectan- 
gulaire, lorsque  la  force  P  passe  en  un  point  G  de  Tune  des  média- 
nes F6.  C'est  le  cas  qui  se  présente  le  plus  fréquemment  dans  les 
applications  (i). 

Soit  0  le  centre  de  gravité  du  rectangle  au  milieu  de  la  médiane  F6. 

Soient  OC  =  ;?,  et  AB  =  2a. 

Si  p  est  moindre  que  ^  la  section  entière  subira  une  compres- 


(Fig.  43). 


sion. 
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Si  j9  =  7,  il  en  sera  encore  de  même;  msda 

la  compression  sur  l'arête  BD  sera  nulle  :  le 
point  C  est  alors  au  tiers  de  la  médiane  6F. 


>  -=  la  formule  R 


=i{ 


14 


5px\ 


donnerait  sur  l'arête  BD  une  compression 
négative,  ou  une  tension,  résultat  que  nous 
supposons  inadmissible. 


Posons 


FC  =  g  =a— p; 


pétant  >|,      g  sera     <j. 


(1)  Od  s'exposerait  k  de  grayes  erreurs,  en  Toulant  traiter  cette  qnesUon  au  moyen 
do  principe  de  la  superposition  des  effets  des  forces.  Ce  principe  n'est  applicable  qu'aux 
ijftèmes  élastiques,  où  l'effet  d'une  force  est  proportionnel  à  cette  force^  et  change  de 
sens  en  même  temps  qu'elle.  Ici,  au  contraire,  TelTet  n'est  produit  que  dans  un  seul 
KBs ,  et  il  est  constamment  nul  pour  le  sens  contraire.  La  proportionnalité  entre  la 
feice  et  l'effet  n'est  donc  plus  ^aie  d'une  maoiôre  absolue. 
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Prenons  sur  la  médiane,  à  partir  du  point  F,  une  longueur  FH  = 
FC  X  3  =  5q^  et,  par  le  point  H,  menons  la  droite  IL,  parallèle 
au  côté  AE  du  rectangle.  Supposons  actuellement  qu'on  supprime 
a  portion  BLID  de  la  section  donnée,  de  manière  à  la  réduire  au 
rectangle  ÂEIL.  Ce  nouveau  reotangle,  traité  à  part,  est  sollicité  par 
la  force  F  en  un  point  G,  qui  est,  par  construction,  au  tiers  de  sa 
médiane  FH.  Donc  les  formules  appliquées  à  ce  rectangle  donne- 
ront sur  sur  l'arête  IL  une  pression  nulle,  et  en  tous  les  autres 
points,  une  pression  positive.  La  région  supprimée  ILBD,  n'inter- 
venant pour  rien  dans  le  développement  des  forces  moléculaires 
qui  équilibrent  la  force  P,  ne  subit  en  aucun  point  ni  tension,  ni 
pression. 

La  solution  du  problème  consiste  donc  à  construire  un  rectangle 
ayant  pour  côté  3ç,  et  à  appliquer  la  formule  à  ce  rectangle  réduit, 
sans  s'occuper  de  la  portion  retranchée. 

Le  rectangle  réduit  a  pour  centre  de  gravité  le  point  O',  milieu 
de  HP,  et  la  quantité  p  à  inti'oduire  dans  la  formule  de  répartition 
est  maintenant  OC.  Or 


0'C  =  OT~FC=^-g  =  ig. 


Le  demi-côté  du  rectangle  AL  est  donc  égal  à -9,  et  c'est  cette  quaiH 

tité  qui  doit  remplacer  a. 
La  section  de  ce  rectangle  est 

3qx%b=z  efty, 

et  enfin,  en  comptant  les  a?  à  partir  du  point  C,  la  répartition  des 
pressions  sera  donnée  par  l'équation 


-"^i'^ny 
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3  P 

Si  on  fait  x=^-q,  on  a  R=^— Xs,  maximum  de  la  pression  sur 

5 
Taiète  AE,  la  plus  voisine  de  la  force  \eix  = q  donne  R  =  0 , 

3 

pour  l'arête  fictive  IL.  La  formule  ne  doit  pas  être  étendue  à  des 

3 
abscisses  négatives  plus  grandes  en  valeur  absolue  que  -q. 

La  déformation  du  solide  s'opère  alors  seulement  sur  la  ré* 
gioD  ALIE;  la  partie  située  au-dessus  du  plan  de  la  section  tourne, 
par  suite  de  la  défonnation,  autour  de  la  droite  IL,  et  les  joints  du 
xoassîf  s'ouvrent  dans  l'intervalle  des  deux  droites  IL  et  BD. 

Cet  effet  est  rendu  sensible  dans  les  voûtes ,  par  les  lézardes 
qui  se  produisent  souvent  à  travers  les  tympans,  aux  environs  du 
jmi  de  rupture ,  c'est-à-dire  aux  environs  du  point  où  la  près- 
90D  mutuelle  des  voussoirs  se  rapproche  le  plus  de  la  courbe  d'in- 
trados. 

61.  Nous  résumerons  comme  il  suit  les  règles  à  suivre  pour 

trouver  la  pression  en  un  point  quelconque  d'une  section  rectangu« 

laire  dans  un  massit  en  maçonnerie,  lorsque  la  force  P  est  contenue 

dans  le  plan  de  symétrie  FG  du  massif. 

Soit  C  le  point  de  passage  de  la  force  P.  On  mesurera  la  distance 

FC  du  point  G  à  la  plus  voisine  des  deux 

^^^^•**^-  arêtes  AE,BD. 

On  prendra  le  triple  de  cette  distance. 
!•  Si  3FC  est  égal  ou  supérieur  à  FG,  toute  la 

section  est  comprimée;  la  pression  moyenne  est 

p 
donc  égale  à  ^e — n?»  ®t  l^i  pression  maxi- 

mum,  qui  a  lieu  dans  tous  les  cas  sur  l'arête 
AE,  est  au  plus  égale  au  double  de  la  pression  moyenne. 

2»  Si  5FC  est  inférieur  &  FG,  on  prendra  FH  =  3FC,  et  on  ne 
tiendra  compte  que  du  rectangle  limité  à  la  droite  IL.  La  pression 
moyenne  est  alors  égale  à 


FHxAE       3xFCxAE' 
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et  le  maximum  de  la  pression,  ou  la  pression  sur  Tarètë  A£,  est 

2  P 

double  delà  pression  moyenne,  ou  égale  à ^x^^^ — r^. 

La  solution  est  donc  complète.  On  a  pu  la  trouver  sans  difficulté, 
parce  que  la  droite  IL,  qui  limite  la  zone  à  retrancher  de  la  section, 
laisse  à  la  section  sa  forme  de  rectangle ,  de  sorte  qu'on  connaît 
d'avance  la  formule  à  employer. 

On  peut  remarquer  que  la  dimension  AE  du  rectangle  n'influe 
pas  sur  la  détermination  de  la  droite  limite  IL.  Les  résultats 
obtenus  pour  le  rectangle  peuvent  donc  s'appliquer  sans  modifi- 
cation à  un  mur  droit  indéfini  dans  le  sens  AE,  dans  la  longueur 
duquel  les  forces  seraient  uniformément  distribuées.  Pour  faire  la 
recherche  des  pressions  locales,  il  suffirait  de  couper  le  mur  par 
deux  plans  perpendiculaires  à  sa  direction ,  et  écartés  l'un  de 
l'autre  d'une  quantité  arbitraire,  par  exemple  de  l'unité  de  lon- 
gueur. Les  forces  P  doivent  être  alors  rapportées  à  cette  même  unité 
de  longueur,  et  les  formules  du  rectangle  sont  applicables  en  y  fai- 
sant AE=i. 

62.  Problème.  Trouver  la  valeur  à  assigner  à  la  force  P,  appli- 
quée en  un  point  G  pris  sur  la  médiane  GF  du  rectangle  ABDE,  pour 
que  l'arête  la  plus  chargée  supporte  une  pression  donnée  de  R  uni- 
tés de  poids  par  unité  de  surface. 

Nous  avons  traité  dans  le  §  hà  un  problème  analogue  pour  les 
sections  où  les  efforts  développés  peuvent 
être  positifs  ou  négatifs  ;  la  solution  est 
donnée  dans  ce  cas  par  l'arc  MNL  d'une 
hyperbole  asymptote  à  l'axe  O'X  ainsi  qu'à 
la  droite  T'H,  menée  perpendiculairement 
à  la  section  par  le  point  V  au  tiers  de 
la  médiane.  Les  ordonnées  de  cette  hyper- 
bole donnent  pour  chaque  point  G ,  si- 
tué à  droite  du  point  0,  la  valeur  convena- 
ble G'G"  de  la  pression  P  qui  produit  sur 
l'arête  AE  la  charge  R  par  unité  de  surface.  Au  point  0,  la  force  P 


(Fig.  45). 
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e8tégaleàRû=Ma;  au  point  F,  elle  est  égale  à  A'N  =  i  Ma  ;  au 

4 

point  I,  tiers  de  la  médiane  FG,  elle  est  égale  à  r'Q=  -  MCK.  La 

courbe  HC^L',  symétrique  par  rapport  à  MCK,  donne  les  mêmes  in- 
dications relativement  aux  positions  du  point  G  à  gauche  du  centre  0. 
Cela  posé,  tant  que  le  point  G  reste  compris  entre  les  points  I  et  T, 
c'est-à-dire  dans  le  tiers  central  de  la  médiane,  la  surface  entière 
du  rectangle  est  comprimée,  et  par  suite  les  arcs  d'hyperbole  MQ 
et  H(y  résolvent  encore  la  question,  comme  si  la  section  pouvait 
développer  des  efforts  négatifs.  La  solution  ne  doit  être  modifiée 
qae  pour  les  régions  IF,rG  çn  dehors  du  tiers  central.  Prenons  donc 
un  point  G  entre  I  et  F.  Nous  savons  que  la  pression  produite  par 
la  force  P  appliquée  en  ce  point  s'étend  à  une  surface  ayant  pour 
largeur  A£,  et  pour  longueur  le  triple  de  GF;  la  pressicm  moyenne 
est  alors 


dAE  X  CF 


la  pression  maximum,  laquelle  s'exerce  sur  Tarëte  AE,  est  double  de 
la  pression  moyenne,  c'est-à-dire  est  égaie  à 


2P 


3AExCF' 
L'équation  du  problème  est  donc,  pour  cette  région, 

2P 


ou  bi^ 


quantité  constante. 


SAExCF"^' 


i^=|RxAE. 
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Cette  équation  représente  une  droite  qui ,  projetée  sur  le  plan  ver- 
tical, passe  par  les  points  A'  et  Q.  Il  faudra  donc  substituer  la 
droite  QA'  à  l'arc  indéfini  QNL  d'hyperbole.  La  droite  QA'  prolongée 
jusqu'à  la  seconde  asymptote  TH  de  l'hyperbole  MQL,  est  coupée 
au  point  Q  en  deux  parties  égales;  elle  est  donc  tangente  à  l'hyper- 
bole en  ce  point.  La  modification  à  apporter  au  tracé  de  la  courbe 
dont  les  ordonnées  représentent  les  valeurs  successives  de  la 
force  P,  consiste  en  résumé  à  prolonger  les  arcs  MQ,  M(y,  par  des 
droites  QA\  (^B,  tangentes  à  ces  arcs  aux  points  Q  et  Q'  (i). 


INDICATION  0'UN£  OBJECTION  FAITE  CONTRE  LES  HYPOTHÈSES  QUI 
SERVENT  DE  BASE  A  LA  SOLUTION  GÉNÉRALE. 


63.    Soit  (fig.  45)  ABGD   un   massif  pesant,   de  forme  pris- 
(Fig.  46)  matique  ayant  pour  base  AB  un  rectangle ,  et 

^  ^         dans  lequel  les  masses  sont  distribuées  de 

telle  sorte  que  la  résultante  P  des  forces 
vei'ticales  passe  au  point  E,  au  tiers  de 
la   dimension  AB.    Ce   massif  porte  sur  le 


n    k^  E     IB    N    sol  MN. 


Supposons  de  plus  que  la  dimension  de  la 
base  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure  soit 
égale  à  l'unité  de  longueur. 

La  pression  moyenne  sur  la  base  sera  donnée  par  l'exprès- 
p 
sion  Tg  9  et  la  pression  sur  l'arête  B  la  plus  chargée,  sera  double  de 

2P 
la  pres^on  moyenne ,  ou  égale  à  7^. 

AB 

Considérons  le  même  massif  ABCD  (fig.  46)  ;  mais  imaginons  que 


(1)  V.  Annales  des  ponts  et  chaussées,  1867  ;  Mémoire  de  H.  Alfred  Duraad-GUye, 
snrla  stabilité  des  voûtes. 
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saDs  modifier  sensiblement  les  poids,  on  refouille  la  base  sur  le  tiers  AF 

de  sa  largeur,  de  manière  que  la  partie  portante  de  la  base  soit  limitée 

(Fi-.  47).  ^  '*  région  FB,  et  que  la  région  AF  ne  soit  plus  en 

p c        contact  avec  l.e  sol.  La  base  effective  sera  réduite 

I  !        à  la  dimension  FB,  la  pression  moyenne  sera  donc 

I  P 

}        égale  à  =^ ,  et  comme  le  point  E  tombe  au  cen- 

V  â!-.  <    E     iD  N  tre  de  gravité  de  la  nouvelle  base,  les  pressions 
1  locales  y  seront  uniformément  réparties.  La  mo- 

'  dification  opérée  sur  le  massif  a  donc  pour  ré- 

sultat de  réduire  la  surface  de  base,  et  d'augmenter  la  près- 
sioD  moyenne,  mais  en  même  temps  de  rendre  égales  les  pressions 
en  tous  les  points  de  la  nouvelle  base,  de  sorte  que  la  pression  n'est 

P  3P 

nulle  part  supérieure  à  =  ou  à     *    ,^  ,  tandis  que  dans  le  pre- 

«P         f 

mier  cas  elle  atteignait  r-^  sur  l'arête  B. 

Ad 

La  réduction  de  la  base  entraîne  donc  comme  conséquence  une 
(fimioution  de  la  pression  maximum.  La  matière  est  mieux  employée, 
d'après  les  formules,  dans  le  second  cas  que  dans  le  premier. 

Certains  auteurs  regardent  ce  résultat  comme  paradoxal  :  le  massif 
ayant  une  plus  grande  base  dans  la  figure  l\h  que  dans  la  figure  46, 
ils  auvent  contradictoire  d'admettre  que  la  matière  soit  dans  de 
meilleures  conditions  dans  la  seconde  figure  que  dans  la  première. 

Nous  ne  partageons  point  cette  opinion.  L'étendue  des  surfaces 
n'est  une  garantie  de  résistance  que  lorsque  la  répartition  des  pres- 
sons y  est  à  peu  près  égale.    Une  plus  grande  surface  peut  donc' 
être  dans  de  moins  bonnes  conditions  qu'une  moindre,  si  la  moindre 
surface  est  plus  également  pressée  que  la  plus  grande. 

Oo  a  un  exemple  frappant  de  cette  influence  de  l'inégalité  des  pres- 
sions dans  les  enveloppes  de  chaudières  ;  lorsqu'elle  ont  une  grande 
épaisseur,  elles  tendent  à  se  déchirer  sous  une  moindre  pression  inté- 
rieure qu'une  chaudière  de  même  diamètre  et  d'épaisseur  plus  petite, 
parce  que  l'inégalité  des  pressions  développées  dans  le  métal  est  d'au- 
tantpius  graudequel'épaisseurest  plusgrande  par  rapport  au  diamètre. 


9i  PLANS  DE  JOINT. 

La  remarque  donnée  comme  une  objection  aux  principes  hypothé- 
tiques de  la  théorie  ne  suflit  donc  pas  pour  renverser  ces  principes; 
mais  elle  montre  par  un  exemple  simple  que  Tintelligence  des  dis- 
positions est  pour  les  ouvrages  une  meilleure  garantie  de  résistance 
que  l'exagération  des  dimensions,  ce  qui  est  confirmé  par  l'expé- 
rience de  tous  les  constructeurs. 


DIRECTION   Â  DONNER  AUX   PLANS  DE  JOINTS  DANS  UN  MASSIF 
EN   MAÇONNERIE. 


6i.  Bepoitons-nous  au  problème  général  de  la  répartition  des 
pressions  dans  un  massif  pesant. 

Les  sections  horizontales  AB  que  nous  avons  considérées  dans  le 
solide  MN,  peuvent  être  des  sections  idéales 
ou  des  plans  de  joint  effectifs.  Dans  un  mas- 
sif de  maçonnerie  soumis  seulement  k  des  ac- 
tions verticales»  les  plans  de  joint  doivent  être 
horizontaux.  Si  en  effet,  on  les  dirigeait  sous 
une  certaine  inclinaison,  CD,  le  poids  de  la  par- 
tie MCD  du  massif,  tendrait  à  foire  glisser  cette 
partie  le  long  du  plan  CD  ;  le  firottement  est  la 
seule  résistance  qui  puisse  s'opposer  à  cet  effort,  et  le  glissement  se 
produirait  dès  que  le  plan  CD  ferait,  avec  l'horizon,  un  angle  un  peu 
plus  grand  que  l'angle  du  frottement  de  pierre  sur  pierre.  Cette  ten- 
dance au  glissement  n'existe  pas  lorsque  les  joints  sont  horizontaux. 
Plus  généralement,  dans  un  massif  soumis  à  des  forces  quelconques, 
on  doit,  autant  que  possible,  diriger  les  joints  perpendiculairenient 
aux  résultantes  P  des  réactions  mutuelles  des  parties  voisines,   et 
sinon,  leur  faire  faire  avec  ces  résultantes  des  angles  aussi  peu  dilTé- 
rents  de  l'angle  droit  qu'on  le  pourra.  La  limite  extrême  inférieure 
de  ces  angles  est  le  complément  de  l'angle  du  frottement. 
Si  le  massif  est  exposé  à  des  ébranlements,  on  devra  adopter  pour 
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angle  du  frottement,  celui  qui  est  relatif  aux  corps  en  mouvement, 
et  qui  est  un  peu  moindre  que  celui  qui  s'applique  aux  corps 
exï  repos.  Cette  règle  est  suivie  dans  les  constructions  dn  génie  mi- 
litaire, qui  ont  à  subir  pendant  les  sièges  les  ébranlements  causés 
par  le  tir  du  canon. 

Dd  plan  de  joint  fictif  au  contraire  peut  être  dirigé  comme  on 
voudra.    Nous  pouvons  imaginer  qu'on  coupe  le  massif  par  un 
plan  CD  complètement  arbitraire  ;  il  faudra  encore  que  l'équilibre 
existe  entre  les  forces  sollicitant  la  partie  MCD  et  les  forces  molé- 
culaires développées  dans  le  plan  sécant.  Le  poids  de  la  partie  MCD 
tend,  comme  tout  à  l'heure,  à  faire  glisser  cette  partie  le  long  de 
la  section  ;  mais  si  ce  plan  n'est  pas  une  surface  de  séparation 
réelle  des  assises  du  massif,  la  résistance  au  glissement  n'est  plus 
seulement  le  frottement  mutuel  des  deux  parties  en  contact,  c'est 
aussi  la  cohésion  des  matériaux,  force  avec  laquelle  le  frottement 
ne  saurait  être  confondu.  En  effet,  le  frottement  entre  solides  est 
proportionnel  à  la  pression  qui  s'exerce  entre  lés  corps  en  contact, 
et  indépendant  des  surfaces  sur  lesquelles  cette  pression  est  répartie  ; 
au  contraire,  la  cohésion  entre  deux  parties  d'un  même  solide  est 
proportionnelle  à  l'étendue  de  la  surface  de  jonction  de  ces  deux 
parties,  et  elle  parait  indépendante  de  la  pression.  Cette  distinction 
entre  les  deux  forces  permet  d'apprécier  la  véritable  influence  de  la 
direction  des  plans  de  joint  sur  l'équilibre  intérieur  d  un  massif. 
Les  plans  de  joint  menés  à  travers  un  massif  supposé  primitivement 
continu,  sont  des  surfaces  suivant  lesquelles  on  supprime  la  cohésion 
naturelle  des  matériaux  pour  ne  laisser  subsister  que  leur  frottement 
BmtueL  On  comprend  d'après  cette  remarque  que  le  tracé  des  surfaces 
de  joints  réels  n'est  pas  indifférent,  qu'il  peut  modifier  l'équilibre  mo- 
léculaire d'un  massif  en  maçonnerie,*  et  que  dans  certains  cas  un 
tracé  défectueux  peut  compromettre  la  stabilité  des  ouvrages.  L'in- 
troduction des  mortiers  et  des  ciments  dans  les  joints  a,  il  est  vrai, 
pour  effet  de  créer  une  sorte  de  cohésion  artificielle  entre  les  as- 
âses;  mais  cette  lisdson  ne  se  produit  qu'au  bout  d'un  certain  temps, 
et  il  serait  imprudent  d'y  compter  d'une  manière  absolue.  Le  mor- 
yer  donne  un  surcroit  de  résistance ,  répartit  les  pressions  avec 
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plus  d* égalité,  et  empêche  les  porte-à-faux  ;  néanmoins,  un  ouvrage 
en  maçonnerie  est  mal  construit  si  Téquilibre  n*est  pas  assuré  par 
la  coupe  même  des  pierres.  On  se  rend  compte  de  l'influence  des  mor- 
tiers sur  la  stabilité  d'un  massif,  en  observant  ce  qui  se  passe  quand 
on  décintre  une  voûte.  Lorsqu'elle  est  bien  construite,  et  qu'elle  est 
restée  longtemps  sur  son  cintre,  elle  n'éprouve  au  décintrement 
aucun  tassement  appréciable  ;  tandis  que  la  même  voûte,  décintrée 
aussitôt  après  qu'elle  est  terminée,  subit  une  déformation  qui  porte 
tout  entière  sur  le  mortier  contenu  dans  les  joints. 

Nous  aurons  à  revenir,  du  reste,  sur  ces  principes,  dans  la  partie 
du  cours  consacrée  à  l'équilibre  des  maçonneries  soumises  à  des 
efforts  transversaux,  telles  que  les  pieds-droits  des  voûtes  et  les  murs 
de  soutènement 

TOUR  RONDE  d' ÉGALE  BÉSISTANC£  (l)« 


propose  de  trouver  la  forme  à  donner  au  méridien  AD 
d'une  tour  pleine,  ABGD,  pour  que  la  pression 
développée  dans  cette  tour  soit  la  même  en 
tous  les  points.  Pour  que  le  problème  soit  pos- 
sible, il  faut  admettre  que  le  baut  de  la  tour, 
CD,  porte  une  surcharge  donnée  N,  également 
répartie  sur  le  plan  du  cercle  projeté  suivant 
CD. 

Prenons  pour  axes  les  droites  OZ,  OB  ;  sur 
la  première,  nous  compterons  les  abscisses  z 
des  différents  points  E  du  méridien  cherché , 
et  parallèlement  à  OB,  nous  compterons  les  or- 
données EG  =  r,  rayons  des  parallèles  engen- 
drés par  les  points  E  sur  la  surface  de  révo- 
lution. 

La  hauteur  01  de  la  tour  est  une  donnée  de 
la  question.  Nous  la  représenterons  par  la 
lettre  h. 


(1)  M.  PoDcelet  ;  Introduction  à  la  Mécanique  industrielle,  p.  8G8. 
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Menoos  un  plan  horizontal  EF,  défini  par  son  abscisse  z.  Ce  plan 
supporte  tout  le  poids  de  la  partie  du  massif  située  au-dessus  de 
lui,  et,  en  outre,  la  surcharge  N.  Si  Ton  divise  cette  charge  totale 
partir',  on  aura  la  pression  moyenne  dans  la  section  EF  ;  elle  est  la 
mèmeen  tous  les  points  de  cette  section,  puisque  la  résultante  des 
actions  exercées  sur  le  solide  CDFE,  passe  par  le  centre  de  gravité  G 
de  cette  section,  et  elle  doit  être  égale  à  la  pression  donnée  R. 

L*équation  du  méridien  cherché  est  donc  : 

„      N  +  pvol.(CDEF) 

OU  bien 

nr»R  =  N  +  p  voL  (ÇDEF). 

Différentions  cette  équation,  et  observons  que,  quand  la  variable 
z  s'accroît  de  sa  différentielle  dz  =  G6',  le  volume  indiqué  diminue 
de  la  tranche  comprise  entre  les  plans  EF,  ET,  qui  a  pour  mesure  . 
dz  X  ter'  ;  ladifférentiation  donne  donc 

%r.rKdr  =  —  p  x  x:r*(fe, 

équation  dans  laquelle  les  variables  se  séparent;  il  vient  pour  réqua*- 
tion  différentielle  du  méridien  cherché  : 

dr  p   , 

Intégrant,  nous  avons  T équation  en  termes  finis 


ou  enfin 


-à'- 


Cette  équation  représente  une  logarithmique  asymptote  à  l'axe 
OZ  (i).  La  quantité  r^  est  une  constante  arbitraire  qui  représente  le 


])  M.  Poncelet  arrive  au  même  résultat  en  montrant^  par  la  simple  géométrie,  que 
latous-UDgente  de  ia  courbe  cherchée  est  constante.  La  section  EF  supporte  le  poids 
N  +  ;>  i^oL  CDEF);  la  section  E'F*  supporte  seulement  le  poids  N  +  p  toi.  (CDE'F'). 
\  eUes  Bont  toutes  deux  également  pressées,  la  dilTérenoe  des  deux  sections  sup- 
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rayon  de  la  tour  à  sa  base.  Pour  l'éliminer,  observons  qu'au  sonuaet 

N 
de  la  tour,  Dour  »  =  ft  on  a  — =-  =  R,  donc 

:cR' 

et  par  suite 


^  =  '^ 


-4*- 


L'arbitraire  fo  disparaît  par  la  division  des  deux  équations  l'une 
par  l'autre,  et  il  vient 


Proposons-nous  de  trouver  le  volume  total  V  de   la  tour  ;  il 
faudra  faire  l'intégrale    {nr^dz)  entre  les  limites  0  et  A  ;  mais 

,            2R  dr 
dr= , 

p    r 

et 

sr*dz  = rdr. 

P 
L'intégrale  est  donc  , 

fo  et  r,  étant  les  rayons  de  la  tour  à  la  base  et  au  sommet. 


porte,  à  raison  de  B  UDhésde  poids  par  unité  de  surface^  le  poids  de  volaoïe  compris 
entre  les  deux  sections.  On  a  donc  l'équation 

R  X  ic  (ÈG*—  WG'*)  =pX  it  ËG*  xGG'. 

Projetons  le  point  E'  en  K  sur  le  rayon  EG;  remplaçons  ËG*  —  Ê^*  par 
>EG  - E'G'j X (EG  +  E'G')  ou  par  EK x  (EG-h E'G) ,  ou  enfin  par  EK  x 2EG,  en 
remarquant  que  E'G'  diffère  Infiniment  peu  de  EG.  Il  Tiendra 

EKX2EG  =  |   :ii*xGG'=|BG*xBX 
K  R 

EG  X  E'K       2R 

— ËK —  ^  — *  ~  M*'^®'**  !■  droite  EE',  qui  à  la  limite  sera  tangente  à  la 

niciidiennc,  et  prolongeons -la  jusqu'au  point  T  où  elle  rencontre  l'axe  OZ;  les  trian- 

gles  semblables  EKE',  EGT  donnent  GT  =  — tf*^.  Donc  la  sons-tangente  h  la  méri- 

dienne  est  constante  et  égale  à  — • 
P 
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Ce  résultat  pouvait  s'obtenir  sans  intégration  ;  en  effet,  la  base 
de  la  tour  a  une  surface  égale  à  icr ^^  ;  si  on  la  multi  plie  par  R,  on 
aura  la  pression  qu'elle  supporte  ;  or  cette  pression  se  compose  du 
poids  delà  colonne,  c'est  à-dire  du  volume  total  Y  multiplié  parp,  et 
de  la  pression  N,  qui  est  égale  à  tcr/R.  Donc 


Donc 


w^«  X  R  =  V  X  p  +  Wj^R 
V=.^(V-r,t). 


Comme  on  suppose  N  donné,  le  rayon  r,  s'en  déduit  ;  dans  ces  con- 
ditions, le  rayon  à  la  base  r^  grandit  indéfiniment  à  mesure  que  h 
augmente,  et  le  volume  V  de  la  tour  croit  indéfiniment  avec  A. 

Si  l'on  fait  N  =  0,  on4)ourra  supposer  A  =  oo  ,  la  tour  ne  por- 
tant que  son  poids  propre  ;  r»  étant  alors  le  rayon  donné  de  la  base, 
l'équation  du  méridien  sera 

SR 

M. 

elle  volume  total  delà  tour,  qui  a  une  hauteur  infinie,  sera  fini  et 

TcRr' 

égad  à  ' '.  Ce  cas  particulier  n'est  évidemment  pas  réalisable  en 

pratique. 
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66.  Cherchons  à  résoudre  le  même  pro- 
blème pour  une  tour  creuse. 

Nous  supposerons  que  la  partie  creuse 
de  la  tour  soit  un  cylindre  droit  à  base 
drculaire,  HKLM,  de  rayon  donné,  OL. 

La  solution  peut  être  obtenue  directe- 
ment;'elle  peut  aussi  se  déduire  de  la  so- 
lution relative  à  la  tour  pleine. 

Considérons  une  section  horizontale 
quelconque  EF  ;  elle  coupera  le  solide  sui- 
vant une  couronne  annulaire  projetée  hori- 
zontalement entre  les  circonférences  de 
rayon  QfE  et  de  rayon  QfK'. 

Imaginons  une  tour  pleine  d'égale  ré- 
sistance, qui  ait  la  même  hauteur  h  que 
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la  tour  creuse,  avec  la  même  surcharge  N  au  sommet,  et  qui  soit 
enfin  soumise  à  la  pression  R.  Le  problème  sera  résolu  pour  la  tour 
creuse,silessectionspIeines  des  deux  tours,  pour  une  mêmehauteurdu 
plan  sécant,  sont  équivalentes  ;  car  alors,  les  poids  seront  les  mêmes 
de  part  et  d'autre,  ainsi  que  les  surfaces  sur  lesquelles  ces  poids  se 
répartissent  également.  Or,  la  section  pleine  de  la  tour  creuse  à  la 
hauteur  du  plan  EFest  l'anneau  compris  entre  les  circonférences  Û'E/, 
(XK';  elle  est  mesurée  par  la  différence  n  (ÔS*  —  0'*!),  CS  et  (TT 
étant  des  rayons  de  ces  deux  circonférences.  Menons  en  un  point  T 
du  petit  cercle  (VK  une  tangente  TS  à  ce  cercle,  jusqu'à  la  rencontre 
en  S  avec  le  cercle  extérieur.  La  différence  Ô^*— *0'T'  sera  égale 
à  ST*;  donc  ST  est  le  rayon  du  parallèle  de  la  section  pleine  à  la 
hauteur  du  plan  EF.  Si  le  long  d'une  arête  quelconque  (T,  OZ)  du 
cylindre  droit  qui  limite  intérieurement  l'épaisseur  de  la  tour,  on 
mène  un  plan  tangent  à  ce  cylindre,  il  coupera  la  surface  extérieure  de 
la  tour  suivant  une  courbe  qui  sera  le  méridien  de  la  tour  pleine  équi- 
valente. En  prenant  pour  le  point  T  le  pied  de  l'arête  antérieure  du 
cylindre,  la  courbe  d'intersection  se  projettera  en  vraie  grandeur  sur 
le  plan  vertical  suivant  le  tracé  B^S'C^.  Cette  courbe  est  la  méridienne 
déterminée  dans  le  problème  précédent  ;  on  la  construira  comme  si 
la  droite  (T,  OZ)  était  l'axed'une  tour  pleine.  Puis,  on  la  fera  tourner 
autour  delà  droite  (0',  OZ),  et  Ton  déterminera  l'intersection  de  la 
surface  ainsi  engendrée  avec  le  plan  vertical  dont  la  trace  est  B'A'  ; 
cette  intersection  sera  le  méridien  cherché.  C'est  de  la  même  manière 
qu'on  construit  la  surface  de  l'hyperboloïde  de  révolution  par  la  ro- 
tation autour  de  l'axe  d'une  droite  non  contenue  dans  un  plan  mé- 
ridien. 

Pour  avoir  réijuation  du  méridien  de  la  tour  creusOi  il  suffit,  dans 
l'équation  de  la  courbe  B^C,, 


v*= 


e 


de  remplacer  le  rayon  r  de  la  tour  pleine,  par  l'expression  \/f^* — a*, 
où  f^  est  le  rayon  extérieur,  variable,  de  la  tour  creuse  et  a  le  rayon 
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coDStant  du  cylindre  vide  ménagé  à  F  intérieur.  L'équation 

ou  bien 

représentera  la  courbe  BG  cherchée. 

Les  formes  que  nous  avons  trouvées  dans  ces  deux  problèmes, 
présentent  un  empâtement  vers  la  base.  M.  Poncelet  observe  que  cet 
empâtement  contribue  à  donner  au  massif  de  la  résistance  aux  ac* 
tions  transversales,  telles  que  Faction  du  vent.  C'est  la  forme  adop- 
tée pour  les  phares  en  mer  ;  elle  se  dessine  aussi  naturellement  au 
pied  des  arbres,  où  elle  accroît  la  résistance  du  tronc  aux  efforts 
exercés  par  le  venu 


LIVRE  SECOND. 

FLEXION  PLANE  DES  POUTRES  DHOITËS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

FLEXION  PLANE  DES  POUTRES  DROITES  SOLLICITÉS 
PAR  DES  FORCES  NORMALES. 


CTFOBT   TBANCHANT,   MOMENT   FLÉCHISSANT,    MOMENT   tf ÉLASTICITÉ. 


67.  GoDsidéroDS  une  pièce  prismatique  MN,  en  équilibre  sous 
Pig  ,1^  l'action  de   forces  normales 

à  sa  direction,   données  de 


î        î 
,] — T 1 — — rij,  grandeur  et  de   position,  et 

oT         t         toutes  situées  dans  un  même 

'  plan,  qui  sera  pour  la  pièce 

QD  plan  de  symétrie.  Coupons-la  par  un  plan  PQ  perpendiculaire  à 

sa  longueur. 

Le  plan  PQ  partage  la  pièce  en  deux  tronçons  qui  sont  en  équi- 
libre chacun,  sous  Taction  des  forces  extérieures  qui  y  sont  spécia- 
lement appliquées  et  des  forces  molécuLaires  développées  dans  la 
section  PQ.  Ces  forces  moléculaires  font  donc  équilibre  aux  forces 
extérieures  qui  sollicitent  l'un  quelconque  des  deux  tronçons. 

Prenons  en  particulier  le  tronçon  PQN  ;  soient  F,  F,  F'.. ..  les  forces 
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normales  qui  agissent  sur  lui;  soient  de  plus  /,  f  ^  /"....  les  dis- 
tances de  ces  forces  à  la  section  PQ,  ou  les  bras  de  levier  de  ces  forces 
par  rapport  à  un  point  quelconque  de  cette  section.  Les  forces  mo- 
léculaires dans  le  plan  PQ  se  réduisent  donc  pour  l'équilibre: 
!<*  à  une  forc«   A,  égale  et  opposée   à  la  somme   algébrique 

F4.F'  +  F'+.... 

2""  à  un  couple  M,  égal  et  opposé  à  la  somme  des  moments 

Gela  posé,  on  appelle  : 

Effort  tranchant  dans  la  section  PQ,  la  résultante  F  -f  F  +  F'-f... 
des  forces  qui  tendent  à  faire  glisser  la  portion  PQN  sur  la  portion 
PQM,  en  cisaillant  la  pièce  suivant  le  plan  PQ; 

Résistance  à  T effort  tranchant  la  force  moléculaire  A,  égale  et 
contraire  à  Teffort  tranchant; 

Moment  fléchissant  ou  moment  de  rupture^  le  couple  résultant 
^f-\-Yf+¥'f'+....  des  moments  des  forces  extérieures  qui  tendent 
à  courber  la  pièce  dans  la  section  PQ  ; 

Moment  d élasticité^  le  couple  résultant  M  des  actions  moléculaires 
développées  dans  la  section  PQ,  égal  et  opposé  au  moment  fléchis- 
sant. Nous  adoptons  cette  définition  du  moment  d'élasticité,  confor- 
méaient  à  Fusage  adopté  par  plusieurs  auteurs,  notamment  par 
M.  Bélanger(i),  et  par  M.  Delaunay(2).  Mais  nous  verrons  plus  loin 
que  d'autres  auteurs  donnent  à  l'expression  moment  d élasticité  une 
signification  différente.  Pour  éviter  toute  confusion  on  pourrait  appe- 
ler le  moment  d'élasticité,  tel  que  nous  l'avons  défini,  le  moment  du 
couple  résultant  des  forces  élastiques.  La  confusion  n'est  du  reste 
pas  à  craindre. 

EXPRESSIONS  DIVERSES   DU   MOMENT   d'ÉLâSTIGITÉ. 

68.  Soient  AB,  A'ff,  deux  sections  transversales  infiniment  voi-. 
sines,  faites  dans  la  pièce,  et  parallèles  dans  l'état  naturel.  Après  la 


(1)  Cours  de  TEcole  des  ponts  et  chaussées. 
'v3)  Jr^fîonïgue  rationnelU^  li?.  III,  p.  338. 


MOMENT  D  ÉLASTICITÉ. 


105 


Pîg.  52. 


A'A- 


('{Tortnation  du  prisme,  on  peut  concevoir  que  la  position  nouvelle 
de  la  section  AB  est  ramenée  à  coïncider  avec  sa 
position  primitive,  et  alors  les  molécules  de  la 
section  A'B'  prennent  une  certaine  position  A"B", 
différente  de  A'B'.  L'hypothèse  de  Jacques  Ber- 
nouUi  revient  à  admettre  qu'après  la  déformation, 
les  molécules  primitivement  situées  dans  le  plan 
normal  A'B'  appartiennent  encore  à  un  plan  A"B" 
perpendiculaire  au  plan  de  symétrie,  et  normal  à 
la  pièce  fléchie.  Ces  deux  plans  A"B"  et  A'B'  se 
coupent  suivant  une  droite  projetée  en  G. 
®  Considérons  le  prisme  élémentaire  ayant  pour 

base  l'élément  de  section  projeté  en  mn  dans  la  section  AB  ;  ce  prisme 
avait  avant  la  déformation  la  longueur  mni  ;  après  la  déformation  sa 
longueur  devient  m'm".  Désignant  donc  par  <o  la  section  de  la  base 
projetée  en  mn^  l'extension  du  prisme  élémentaire  représente  une 


tension  égale  à 


Ea>  X  rdni' 


mm 


Ce  sont  toutes  les  forces  analogues  qui  doivent  se  réduire  à  un 
couple,  dont  le  moment  doit  être  égal  au  moment  d'élasticité  de  la 
pièce  dans  la  section  AB. 

Pour  cela,  il  faut  et  il  suiGt  que  la  somme  algébrique  de  toutes 
CCS  forces  parallèles  soit  égale  à  zéro,  ce  que  l'on  exprime  en  posant 


mm 


La  somme  S  doit  être  étendue  à  toute  la  section  A'B'.  Cette  équation 
se  réduit  à  £  (o)  x  mW)  =  o  en  faisant  sortir  du  signe  S  les  facteurs 
1 


constants  £  et 


mnC 


Mais  dans  le  triangle  Gniml\  nini'  est  proportionnel  à  6m';  de 
sorte  que  Téquation  précédente  revient  à  celle-ci 


2](«oxG?n')  =  0; 
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cette  équation  indique  que  le  centre  de  gravité  de  la  section  A'ff  se 

projette  au  point  G  sur  le  plan  de  symétrie.  La  fibre  IG,  qui  passe 

par  ce  point,  ne  change  pas  de  longueur  par  suite  de  la  déformation: 

c'est  la  fibre  neutre.  L'axe  neutre  d'une  pièce  droite  sollicitée  par 

des  forces  normales  est  le  lieu  géométrique  des  centres  de  gravité 

des  sections  transversales. 

Le  moment  d'élasticité  est  égal  à  la  somme  des  moments  des  forces 

E<o  X  rrini*  .  ,     ,    . 

par  rapport  a  la  droite  projetée  en  G  :  nous  aurons  donc 


rrrni 
à  faire  la  somme 


en  l'étendant  à  tous  les  éléments  de  la  section  A'B'. 

Prolongeons  le  plan  A"B"  jusqu'à  la  rencontre  en  0  du  plan  AR. 
Les  triangles  semblables  OIG,  Gm'm"  donnent  la  proportion  : 

»  mm'  IG    ■"  01  • 

Donc 

m'mf'  X  Gm-  _  Gm^* 
mm!        "~    01  ' 

et  le  moment  d'élasticité  est  par  conséquent  égal  &    ' 

^^(coxGm"). 

La  somme  S  (w  xGm'*)  est  le  moment  d  inertie  de  la  section  ATB 
ou  de  la  section  AB,  par  rapport  à  la  droite  menée  par  le  centre  de 
gravité  de  cette  section  perpendiculairement  au  plan  de  symétrie. 
Nous  le  représenterons  par  la  lettre  L 

Le  point  0,  point  de  rencontre  des  deux  normales  AB,  A"B"  à  Taxe 
neutre  après  la  flexion,  est  le  centre  de  courbure  de  cette  ligne  une 
fois  fléchie.  Le  dénominateur  01  est  donc  le  rayon  de  courbure  p  de 
Taxe  neutre  déformé. 
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La  première  expression  du  moment  d'élasticité  est  en   défini- 

tive  ^. 
P 
M  étant  le  moment  fléchissant  dû  aux  forces  extérieures  qui  agissent 
surle prisme  entre  la  section  considérée  et  l'une  des  extrémités  de 
la  pièce  pris  avecle  signe  convenable,  l'équation 


appartient  la  courbe  affectée  par  l'axe  neutre  après  la  déformation. 
On  admet  que  la  déformation  est  assezpetite  pour  ne  pas  altérer  sen- 
siblement les  valeurs  et  les  positions  des  forces  extérieures. 

69.  Si  l'on  prend  Taxe  neutre  avant  la  déformation  pour  axe  des 
abscisses  et  que  y  représente  après  la  déformation  l'ordonnée  du  point 
de  l'axe  neutre  défini  par  âon  abscisse  x^  on  sait  qu'on  aura  pour  le 
rayon  de  courbure 

Or  la  petitesse  des  déformations  permet  de  négliger  f  ^  j  vis-à^ 
▼is  de  l'unité;  on  a  donc  approxhnativement 


et  par  suite  l'équation 


P      dyr 


est  l'équation  différentielle  de  Taxe  neutre  déformé. 

70.  Proposons-nous  enfin  de  trouver  en  un  point  m  de  la  section  AB^' 
la  tension  ou  la  compression  de  la  matière.  Pour  y  parvenir,  posons 
Gm'=:v^  et  appelons  Rla  tension  par  unité  de  surface  telle  qu'elle 
existe  dans  la  fibre  mm\ 


.}.<-*.  ,  0^ 
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Nous  aurons, 

^.  .      ,,    -        Ewxm'm" 
en  divisant  la  force  — -— t — 
mm 

mentaire  <o. 

^      Exm'm"      ExGm'      Et> 

*-      mm'               01            p- 

Donc 

R      E 

par  la  section  élé- 


et  par  suite  le  moment  d'élasticité  —  est  aussi  représenté  par  — . 

P 
C'est  la  troisième  expression  du  moment  d'élasticité,  et  c'est  une  ex- 
pression rigoureuse. 
En  résumé  on  a  la  série  d'équations 

La  dernière  — =  M  donnera  la  charge  R  par  unité  de  surface  en 

un  point  pris  arbitrairement  dans  une  section  quelconque.  En  attri- 
buant à  t;  la  plus  grande  valeur  absolue  qu'il  puisse  avoir,  on 
trouvera  pour  R  la  plus  grande  charge  à  laquelle  la  matière  soit 
soumise  dans  lar  section  considérée. 


BEUARQUE  SUR  LES  SIGNES  A  ADOPTER  POUR  LES  MOMENTS  FLÉCHISSANTS 
ET  POUR  LES  EFFORTS  TRANCHANTS. 

71 .  Toute  section  transversale  PQ  partage  la  poutre  MN  en  deux  tron- 
fig  53.  çons,  et  suivant  que  l'on  considère  Tun 

4  de  ces  tronçons  ou  l'autre,  Jes  forces 

moléculaires  à  introduire  dans  les  cal- 
culs sont  dirigées  dans  un  sens  ou  en 


"I    I  sens  opposé. 


^   ^  Ainsi  considérons  le  tronçon  PQN,  si- 

^'  tué  à  droite  du  plan  sécant  La  résis- 

tance à  l'effort  tranchant. développée  par  les  actions  moléculaires 


SIGNES.  109 

dans  le  plan  PQ,  sera  égale  et  contraire  à  la  somme  algébrique 
F+F+...  des  forces  appliquées  au  tronçon  VQH  pris  isolément. 
Ce  sera  une  certaine  force  A,  qui  a  un  sens  parfaitement  déterminé, 
et  qui  représente  l'action  tangentîelle  au  plan  PQ,  exercée  par  le 
troDçon  MPQ  sur  le  tronçon  PQN.  Si  au  contraire,  on  étudie  ce  qui 
se  passe  dans  le  tronçon  MPQ,  à  gauche  de  PQ,  on  trouvera  pour  ré- 
sistance à  Teffort  tranchant  une  force  A',  égale  et  contraire  à  A,  et 
qui  sera  l'action  tangentîelle  exercée  par  PQiN  sur  MPQ,  ou  la  réac- 
tion égale  et  contraire  à  l'action  A. 

Pour  définir  entièrement  l'effort  tranchant  en  un  point  donné,  il 
est  donc  nécessaire  de  dire  à  quel  côté  du  plan  PQ  on  le  suppose 
appliqué  ;  car  il  change  de  signe  d'un  côté  à  l'autre  de  ce  plan. 
Le  moment  fléchissant  et  le  moment  d'élasticité  donnent  lieu  à  des 
observations  de  même  nature.  On  attribue 
®'    *  en  mécanique  aux  moments  des  forces  les 

signes  -{-  oa  — ,  savoir,  le  signe  -f-  si  les 
forces  tendent  à  faire  tourner  leurs  points 
d'application  de  gauche  à  droite,  autour 
de  Taxe  des  moments,  et  le  signe  —  si 
elles  tendent  à  les  faire  tourner  de  droite  à 
gauche;  avec  cette  convention,  les  signes 
du  moment  fléchissant  et  du  moment  des  forces  élastiques  n'ont 
plus  rien  d'arbitraire,  pourvu  qu'on  indique  auquel  des  deux  tron- 
çons MPQ,  PQN  on  suppose  les  forces  appliquées. 

Nous  rapporterons  la  courbe  formée  par  Taxe  neutre  après  la  dé- 
formation,   à   deux  axes  rectangulaires,  OX,  OY,  dont  l'un  OX 
coïncide  à  peu  près  (i)  avec  l'axe  neutre  avant  la  déformation. 
La  partie  positive  de  l'axe  OY  étant  dirigée  au-dessus  de  l'axe  OX, 

l'analyse  donnera  une  valeur  positive  à  la  seconde  dérivée  -r^ ,  le 

long  de  tout  arc  de  courbe  AB  qui  a  ses  centres  de  courbure  C  au- 
dessus  de  sa  direction,  c'est-à-dire  le  long  de  tout  arc  AB  concave 


(1)  A  peu  près,  parce  qae  raie  neutre  peut,  dans  rétat  naturel,  n'être  pas  rigou- 
reosemeot  ODe  Ugne  droite. 
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du  côté  des  ordonnées  positives,  et  une  valeur  négative  à  la  seconde 
dérivée  le  long  tfun  arc  A'B'  concave  vers  les  ordonnées  négatives. 

Jj'expressiontrouvéepourlemoment  d'élasticité,  El  -T^,  a   tou- 
jours  le  signe  de  ^,,  et  lie  dépend  par  conséquent  que  de  la  forme 

prise  par  la  fibre  neutre. 

Le  moment  d'élasticité  pris  avec  le  signe  que  lui  attribue  la  sta- 
tique, est  donc  égal,  suivant  le  tronçon  considéré,  à 


ou  à 


^■§ 


-"='S- 


Mais  la  règle  suivante  permet  d'éviter  cette  distinction,  moyen-' 
nant  mie  nouvelle  convention  sur  le  signe  des  moments  des  forces. 
Quel  que  soit  le  tronçon  considéré,  on  peut  employer  l'équation  : 

en  prenant  positivement  les  moments  des  forces  qui  tendent  à 
augmenter  algébriqtiement  la  courbure  du  tronçon  dans  la  section 
PQ,  et  négativement  les  moments  des  forces  qui  tendent  à  la  dimi- 
nuer algébriquement. 
Rappelons  qu'une  augmentation  algébrique  peut  consister  dans  la 
Fig.  55.  diminution  de  la  valeur  absolue  d'une  quan- 

tité négative. 

.  Ainsi  des  deux  courbes  AB,  A^B^  qui  toutes 
deux  ont  des  courbures  négatives,  la  courbe 
la  moins  prononcée  AB  est  celle  qui  algébri- 
quement a  la  plus  grande  courbure,  parce 
qu'en  valeur  absolue,  sa  courbure  est  la 
moindre. 
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OBSEBVATIONS  SUH   LES  FORMULES 

IÎ=El^  =  51  =  M. 

p  dx*       V 

72.—  1®  Plusieurs  auteurs, entre  autres  Navier,  appellent  moment 
d'élasticité,  non  pas  le  moment  des  forces  élastiques  égal  et  contrûre 
au  moment  M  des  forces  extérieures,  mais  le  produit  El,  du  moment 
d'inertie  de  la  section  par  le  coeflicient  d'élasticité.  C'est  une  défi7 
nition  que  nous  n'emploierons  pas,  mais  qu'il  est  utile  de  connaître. 

2«  Des  équations 

la  première  seule  est  rigoureusement  conforme  à  l'hypothèse,  la 
ieœnde  n'est  qu'approximative,  car  elle  se  déduit  de  la  première 

parla  suppression  du  facteur    1  +  l~j      qui,  dans  les  applica- 
tions aux  poutres  droites,  est  très-voisin  de  l'unité. 

Ces  deux  équations  sont  des  équations  différentielles  du  second 
ordre;  l'intégration  introduira  deux  constantes  arbitraires,   qu'il 
faudra  déterminer  dans  chaque  cas  particulier. 
Par  exemple,  supposons  qu'une  pièce  MN  de  section  uniforme  soit 
5«.  AT    sollicitée  par  deux  couples  (P, — P),(F, — F), 

se  faisant  équilibre.  Il  est  facile  de  voir 
qu'entre  les  points  I  et  K  où  s'appliquent 
les  forces  P  et  F  les  plus  voisines,  la  courbe 
formée  par  l'axe  neutre  sera  un  arc  de 
cercle. 
^-  p  En  effet ,  coupons  la  poutre  en  un  point  6 

de  cet  intervalle;  nous  aurons  en  ce  point 

M  étant  la  somme  algébrique  des  moments  des  forces  F,  —F  par  rap- 
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port  au  point  6,  c'est-à-dire  le  moment  du  couple  donné  (F,  — F). 
L'équation  précédente  montre  donc  que  le  rayon  de  courbure  ?  est 
constant  dans  tout  Tintervalle  IK,  ou  que  l'arc  IK  appartient  à  une 
circonférence  dont  elle  fait  connaître  le  rayon.  Restent  deux  con- 
stantes à  déterminer  pour  définir  la  position  de  l'arc  (i). 

RI 

S*  L'équation  —  =M  donne  dans  chaque  section  les  valeurs  de 

la  pression  de  la  matière,  aux  points  éloignés  de  la  quantité  v  de 
l'axe  neutre. 

Le  moment  d'élasticité  est  regardé  comme  positif  quand  la  cour- 
bure est  positive;  si  l'on  compte  positivement  les  quantités  v  au- 
dessus  de  Taxe  neutre,  les  valeurs  positives  de  R  indiqueront  une 
pression,  et  les  valeurs  négatives  prises  en  valeur  absolue,  une 

tension. 

El 
4*  L'équation  —  =  M,  qui  conduit  à  déterminer  la  forme  prise 

? 
par  la  fibre  neutre,  renferme  le  coefficient  d'élasticité  E. 

RI 

L'équation  —  =  M,  qui  donne  la  répartition  des  pressions  dans  les 

sections  transversales,  ne  renferme  pas  ce  coefficient. 


AUTRE  MANIÈRE    d'eXPOSER   LA   THÉORIE. 

73.  Soit  AB,  une  section  transversale  faite  dans  la  poutre  ; 

^**-  "•  6,  le  centre  de  gravité  de  cette  sec- 

tion ; 
,  GX,  un  axe  normal  à  la  section,  mené 

-.; par  le  centre  de  gravité  ; 

VGX,  le  plan  de  symétrie  dans  lequel 

\^^ys^  y' agissent  les  forces  appliquées  aux  dif* 

c/^      "  férents  points  de  la  pièce  ; 


y 


\ 


El 
(I)  Si  au  lieu  de  la  formule  —  =M,   od   employait  la  formule  approximative 

FI  ~  =  M,  on  trouverait  pour  la  courbe  IK  un  arc  de  parabole,  très  voisin  de  l'arc 


de  cercle  donné  (  ar  l'équation  rigoureuse. 
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GU,  un  axe  mené  pai*  le  point  6  dans  le  plan  de  la  section»  perpen- 
diculairement au  plan  de  symétrie  ; 

j     6Y,  un  troisième  axe,  mené  par  le  point  6,  perpendiculairement 
aux  deux  premiers. 

Considérons  en  M  un  élément  de  section  ayant  pour  aire  diuiv  ;  b 
force  moléculaire  développée  sur  cet  élément,  et  rapportée  à  l'unité  de 
surface  peut  être  décomposée  parallèlement  aux  trois  axes  ;  appelons 
R  la  composante  parallèle  à  GX,  T^  la  composante  parallèle  à  l'axe  GO, 
et  T«  la  composante  parallèle  à  6V.  La  force  R  représentera  l'effort  de 
compression  ou  d'extension  subi  par  la  fibre  qui  passe  au  point  M  ;  las 
forces  T«,  T^  seront  les  effoits  da  glissement  parallèles  aux  axes 
GU,  GV,  auxquels  la  même  fibre  est  appelée  à  résister. 

Écrivons  les  six  équations  d'équilibre  du  tronçon  de  poutre  limité 
au  plan  AB  ;  appelons  A  l'effort  tranchant,  M  le  moment  fléchissant, 
il  Tiendra  pour  les  équations  des 

composantes  parallèles  k  GX,  JJ  Kdudv  =0; 
—  parallèles  à  GU ,  J  J  Tududv  =  0  ; 

»  parallèles  a  GY,  $$  T^udv  =  A; 

^t  pour  les  équations  des  moments 

autour  de  GX,  5S  (T„tt— T«î7)x(ittdo=0; 

—  de  GV,  JJ  Kududv  =  0; 

—  deGU,  SjRtdwd«  =  M. 

Les  doubles  sommes  sont  étendues  à  tous  les  éléments  de  la  sec- 
tion AB. 

De  ces  six  équations,  il  y  en  a  trois  qui  contiennent  la  force  R,  et  1«b 
trois  autres  contiennent  les  forces  tangentielles  T^  et  T„.  Laissons 
provisoirement  ces  trois  dernières  de  côté.  Il  viendra  pour  déterminer 
la  fonction  inconnue  R,  les  trois  relations  : 

JJ  Rdudv  =  0; 
J5  Kududv=0; 
$$  Rvdudv  =  M. 


m  AUTRE  EXPOSITION 

>lous  ferons  une  hypothèse  sur  la  forme  de  la  fonction  R  ;  cette  hy- 
pothèse consistera  à  poser 

R  =  att+  6i?  +  c; 

a,  A,  c  étant  des  fonctions  de  .r,  indépendantes  de  u  et  de  v.  Substi- 
tuant cette  expression,  on  a  les  trois  équations 

a  5 J  ududv  +  6  JJ  vdudv  +  c  JJ  dudv  =  0 , 
a  J5  u*dudv  4-  6  55  uvdttdv  +  c  JJ  i«dt«iD  =  0  ^ 
a  55  wcdudr  4-  6  55  vHudv  +  c  55  'odvdv  =  M. 

Si  les  forces  extérieures  avaient  des  composantes  parallèles  à  la 
pièce,  il  suffirait  de  remplacer  dans  la  première  équation  le  zéro  du 
second  membre  par  la  somme  de  ces  composantes. 

Le  point  6  étant  le  centre  de  gravité  de  la  section,  on  a  identi- 
quement 

55  ududv  =  0,        55  vdudv  =  0. 

De  plus,  la  section  est  supposée  symétrique  par  rapport  au  plan 
VGX  ;  la  droite  GV  est  donc  un  des  axes  principaux  de  l'ellipse  d'iner- 
tie de  la  section  et  par  suite 

55  uvduân  =  0. 
Les  équations  se  réduisent  donc  à 

c  55  ^^^  =  0, 
a  55  uHudio  =  0, 
6  55t)'du(2or=:M. 

D'où  Ton  dédull 

If  tf 


S^v'^dvdv       l* 
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car  ÎJ  v^dudv  est  le  moment  d'inertie  de  la  section  par  rapport  à  la 
droite  GV. 

On  voit  en  même  temps  que  si  la  section  n'était  pas  symétrique  par 
rapport  au  plan  moyen  VGX,  les  coefficients  a  et  ô  se  détermineraient 
par  les  équations 

a  JJ  uHudv  +  ô  SJ  txcdudv  =  0, 
a  J  J  uodudv  +  6  J  J  vHudv  =  M , 

ce  gui  donnerait 


û  = 


6  = 


(JS  mdvÂvY  —  SS  uHudv  x  JS  v^dudv' 

M  SS  uodudv 

'  (SS  uvdudvy  —  ( 5S  uodudv)  (JJ v^dudv)* 


Le  coefficient  a  ne  serait  pas  nul,  et  la  déformation  de  la  pièce  ne 
s'opérerait  pas  parallèlement  à  son  plan  moyen. 

M 

Dans  l'hypothèse  où  nous  nous  plaçons,  a  est  nul,  et  b  égal  à  y. 

Donc  R  =  -y- ,  formule  à  laquelle  nous  sommes  déjà  parvenu. 

Notre  nouvelle  analyse  a  l'avantage  de  mettre  en  évidence  Timpor- 
tance  de  la  symétrie  de  la  pièce  par  rapport  à  son  plan  moyen. 

Nous  pouvons  passer  facilement  de  là  à  la  recherche  de  la  défor- 
mation. 

Soit  dx  la  longueur  d'un  élément  66'  pris  sur  la  fibre  neutre 
(fig.  58).  Cet  élément  ne  change  pas  de  longueur  par  suite  de  la 
déformation.  Un  élément  parallèle  MM',  défini  par  la  quantité  t? =6M, 
acquiert  par  suite  de  la  déformation  une  longueur  dx\  et  se  rac- 
courcit par  conséquent  de  la  quantité  de  do? — rfa/  ;  la  compression  R 
correspondante  de  l'élément  est 


R  = 


EjdX'^dx') 


dx 

Donc 

Eidx-^daf)  _  Ml? 
dx         "   1  • 
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Les  deux  sections  MG,  M'G',  primitivement  parallèles,  viennent 
Pîg.  58.  donc  converger  en  un  point  0 ,  qui  est  le  centre  de 
courbure  de  la  fibre  moyenne,  et  les  triangles  sem- 

blables  OMM',  0G6',  donnent  la  proportion  ^  =  Âg? 

appelant  p  le  rayon  de  courbure  OG,  on  a  OM  =  p  —  «, 

MM'  =  dod,  GG'  =  ûte,  et  $^  =  ÎJHl^   ou  bien 

ax  p 

dx  —  c&r'       V    ^       Ev        Mv     ^     p    El        ,, 

5 =  -.  Donc  —  =  -T--  et  enfin  —  =  M. 

ao;  p  p  1  p 


APPLICATIONS. 


Détermination  des  efforts  tranchants  et  des  moments  fléchissants 
dans  une  poutre  droite  posée  sur  deux  appuis  de  niveau. 

74.  Les  forces  extérieures  qui  agissent  sur  la  poutre  sont,  d'une 
iPig.  59.  part,  les  poids  qu'elle  porte  et  qu'on 

suppose  donnés,  et,  d'autre  part,  les 
réactions  des  appuis. 

x*'  CAS.  —  Les  poids  donnés  se  ré- 
duisent à  une  charge  également  répar- 
tie sur  la  longueur  de  la  pièce. 
Soit  ÂB  la  poutre,  À  et  B  les  appuis,  à  la  distance  AB,  soit  enfin  p 
le  poids  uniformément  réparti  par  unité  de  longueur. 

Les  réactions  des  appuis  seront  verticales  et  égales  à  ^. 

Prenons  le  point  A  pour  origine  et  ÂB  pour  axe  des  abscisses  ;  puis 
considérons  un  point  M  défini  par  son  abscisse  AM  =  x.  Le  moment 
fléchissant  M  des  forces  extérieures  agissant  sur  la  pièce  entre  la  sec- 
tion H  et  l'une  des  extrémités  A  sera  égal  à  la  différence 

Y  X  «  — 1«  X  5  =  g  P(a«  — x«)  =  M. 
L'effort  tranchant  A  dans  la  section  M  est  égal  à  la  différence 


^  -px=A. 
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0x1  reconnaît  sur  le  champ  : 

1'  Que  le  moment  fléchissant  M  est  proportionnel  à  l'ordonnée 
d'une  parabole  dont  Féquation  serait  : 

le  facteur  m  étant  introduit  pour  rendre  T équation  homogène  et  dé- 
pendant seulement  du  choix  de  l'échelle  des  hauteurs  ; 
Que  H  est  nul  au  point  A  et  au  point  B  pour  j?  =:  o  et  pour  x  =  a, 

et  qu'il  est  maximum  au  point  C,  milieu  de  la  portée,  pour  x  =  ^  ; 
il  est  alors  égal  à  ^  pa*  ; 

o 

2*  Que  l'effort  tranchant  A  est  proportionnel  à  l'ordonnée  d'une 
droite  représentée  par  l'équation 


pa 


n  étant  de  même  un  facteur  dépendant  du  choix  de  l'échelle  des 
hauteurs  ; 

Que  A  est  nul  au  point  C  ;  si  on  le  prend  positivement  daus  la  ré- 
gion CA,  il  acquiert  une  valeur  négative  dans  la  région  CB  ;  il  atteint 
sa  valeur  absolue  maximum  aux  deux  points  A  et  B  ;  il  est  alors  égal 

2 

Si  Ton  compare  les  deux  équations  : 

M=ip(ax-x*), 
A=gpa  — îw, 

on  reconnatt  que  A  =  -r-  ;  c'est-à-dire  que  l'effort  tranchant  est  la 
dérivée  du  moment  fléchissant  par  rapport  à  l'abscisse. 
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La  parabole  ADB,  qui  passe  par  les  points  A  et  B  et  qui  a  pour  axe  la 
erticale  CD  menée  par  le  milieu  C  de  la  portée,  représente  par  ses  or- 
données les  valeurs  du  moment  fléchissant  en  un  point  quelconque  M.  Si 
l'ordonnée  maximum  CD  représente  le  moment  de  rupture  maximum, 

^  jDfl*,  l'ordonnée  MF,  élevée,  au  point  M,  représentera  à  la  même 
échelle  le  moment  fléchissant  en  M.  Si  Ton  prend  de  même  à  une 
échelle  arbitraire  AE  =  ^  et  qu* on  joigne  EG,  l'ordonnée  MH  repré- 
sentera, à  cette  seconde  échelle,  la  valeur  de  l'effort  tranchant  au 
point  M. 

Il  est  facile  de  trouver  la  charge  de  la  matière  par  unité  de  sur* 
face  dans  une  section  M  quelconque. 

Soit  Û  l'aire  totale  de  la  section  ; 

I,  le  moment  d'inertie  de  la  section  par  rapport  à  une  horizontale 
menée  dans  son  plan  par  son  centre  de  gravité  ; 

R,  la  charge  par  unité  de  surface  en  un  point  de  la  section  défini 
par  sa  distance  v  à  la  fibre  neutre  ; 

R',  la  résistance  moyenne  à  l'effort  tranchant  par  unité  de  surface. 

On  a  en  un  point  quelconque 


ii=si 

V 

A=R'Û 


d'où  l'on  tire;    .  l  * 

R'  =  B 


Si  l'on  cherche,  au  conti*aire,  la  forme  de  l'axe  neutre  après  la 
déformation,  on  prendra  l'équation  : 

d*où  l'on  tire,  en  intégrant  deux  fois, 

El  (y  —  X  tang  ç;  =  jj  pax» — ^  px», 
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«tFon  déterminera  la  valeur  de  la  constante  tangç  en  observant  que 
pour  a?  =  2 ,  on  doit  avoir  ^  =  o  ;  ce  qui  donne 

1 


tang  9  =  — 


24 


pa* 


£1 


Uangle  ç  est  Fangle  que  fait  au  point  A  avec  Thorizon  l'axe  neutre 
déformé. 
Substituant  cette  valeur  dans  la  dernière  équation  et  faisant 


^=K  t  on  a  pour  y  : 


pa'        5 


La  valeuF  absolue  de  y  est  la  flèche  prise  par  la  poutre. 

75.  «•  Cas,  Pièce  posée  sur  deux  appuis  et  sollicitée  par  un  poids 

^  jQ  unique^  P,  donné  déposition  et  de  grau- 

j  deur. 

Soit 
^r.  AB  =  a,  AE  =  6; 


et  par  suite 


BE  =  a— 6. 


La  réaction  X  au  point  A  sera  déterminée  par  l'équation  des  mo- 
menlB  autour  du  point  B;  on  aura 


donc 

et  de  même 


Xxa=PX(a  — 6), 


a 


Du  point  A  au  j)oint  E,  le  moment  fléchissant  en  un  point  M  quel- 
conque, est  égal  à  X  a?,  ou  à  — ^  '  x^  x  étant  la  distance  va- 
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riable  AM.  Da  point  E  au  point  B,  le  moment  fléchissant  en  un  point 

N,  est  représenté  par  Xx —  P  [x  —  b)=  — P  {x  —  i), 

X  étant  encore  l'abscisse  AN  du  point  N. 

Le  moment  fléchissant  M  varie  donc  du  point  A  au  point  E  pro* 
portionnellement  aux  ordonnées  d'une  droite  AF,  dont  la  plus  grande 

•rdonnée,  EF,  représente  la  valeur  ^  ""  ' —  du  moment  fléchis- 
sant pour  x=^b.  De  E  en  B,  le  moment  fléchissant  est  représenté 
par  les  ordonnées  de  la  droite  FB. 

p  (a—b^ 
L'effort  tranchant  entre  A  et  F  est  partout  égal  à  X  =  — ^^ » 

et  entre  E  et  B,  partout  égal  à — Y  ou  à ;  la  différence  de  ces  deux 

valeurs  est  égale  à  P,  et  chacune  d'elles  est  la  dérivée  de  la  valeur 
correspondante  de  M  prise  par  rapport  à  l'abscisse. 

Pour  trouver  l'équation  de  la  fibre  neutre  déformée,  nous  em- 
ploierons la  formule 

dx* 
Entre  les  points  A  et  E,  cette  équation  donne  : 


tt  entre  A  et  B, 


E,g  =  X., 


Elg={X-P)x  +  PÔ. 


Intégrons  deux  fois  chaque  équation,  ce  qui  introduira  deux  con- 
stantes pour  chacune-,  nous  pouvons  écrire  comme  il  suit  les  équa- 
tions obtenues  par  l'intégration  : 

Tronçon  AE  ^         "•  '  j      /•»         \ 
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Tronçon  EB  {        ^^^         ^      \ 

El(y  +  C-x4-C-=î(X-P)^|-6«*j+P6^|-6xj 

Nous  ayons  donc  4  constantes  à  déterminer  ;  nous  le  ferons  en  re* 
marqaant  que  pour  a?  =  o,  y  doit  être  nul  ; 

que  pour  a;  =  a,  y  doit  être  nul  également  ; 

que  pour  x  =  b,  les  deux  tronçons  de  la  courbe  déformée  doivent 
se  raccorder  tangentiellement,  c'est-à-dire  que  les  deux  équations 

doivent  donner  pour  a: =6  le  même  y  et  le  même  —  .    En   tout 

4  équations  du  i*'  degré  par  rapport  aux  constantes,  ce  qui  permet 
d'eu  trouver  les  valeurs. 
On  aura  d'abord 

C=:0,       et       C  =  C', 
pois 

El  (C'a +  €•)-!  (X-P)(j-6«a)-P6(|*~6a)=0. 

Enfin,  en  retranchant  la  seconde  équation  de  la  quatrième  après 
y  avoir  fait  x  =  b^  et  en  observant  que  C  =  C", 

ElCr  =  i  P6»  -  ^  P6»=  _  î  P6». 
9  8  D 

Connaissant  G'",  C"  s'en  déduit;  toutes  les  arbitraires  sont  déter- 
minées, et  la  question  est  entièrement  résolue. 

76.  Si  au  lieu  d'uh  poids  P  unique,  il  en  avait  plusieurs,  on  pourrait 
suivre  une  marche  analogue  et  tracer  le  polygone  des  moments  flé- 
chissants ;  on  pourrait  aussi  traiter  sépai*ément  la  question  pou:*  cha- 
cun des  poids,  et  composer  ensuite  par  voie  d'addition  algébrique 
les  ordonnées  des  contours  obtenus  pour  chacun. 


i%% 


EXEMPLE  DE  SUPERPOSITION 


Soit 


Prenons  pour  exemple  le  cas  particulier  d'une  poutre  AB  posée 
Fig.  6i.  sur  deux  appuis  A  et  B,  et  supportant 

deux  poids  égaux  P,  F  en  des  points  G 
et  D  également  distants  des  extrémités 
I      de  la  pièce. 
pi  ^        Les  réactions  des  appuis  seront  égales 

à  P. 


BA  =  a       et       AC  =  6. 


On  aura,  en  prenant  AB  pour  axe  des  x  et  A  pour  origine  : 

de  A  en  C         M  =  Pa;  et  A  =  P, 

de  C  en  D         M  =  Pi  — P(x— 6)=P6      et     A  =  P  — P  =  0, 
de  D  en  B         M  =  Pa:— P(a;— 6)  — P[x-(a-6)]  =  P{a— x), 
et  A=P  — P-P=:  — P. 

Prenant  donc  sur  la  verticale  du  point  G  une  longueur  CE  =  Vb 
et  une  longueur  égale  DF,  sur  la  verticale  du  point  D,  on  obtient, 
en  joignant  AE,  EF,  FB,  le  polygone  dont  les  ordonnées  représentent 
les  moments  fléchissants  aux  différents  points  de  la  portée. 

De  même  si  Ton  mène  une  droite  HK  parallèle  à  AB,  à  une  dis- 
tance AH  =  P,  et,  au-dessous  de  AB,  une  droite  LN  parallèle  à  AB  et 
à  une  distance  de  AB  égale  aussi  à  P,  les  ordonnées  du  contour  dis- 
continu HK,  CD,  LN,  donneront  en  chaque  point  de  la  portée  la 
valeur  de  l'effort  tranchant. 

On  peut  encore  vérifier  sur  ces  deux  exemples  (jue  TefFort  tran- 
chant-A  est  la  dérivée  du  moment  fléchissant  M  par  rapport  à  l'ab- 
scisse. Cette  relation  est  un  fait  général,  quelle  que  soit  la  distri- 
bution des  forces. 

Reprenons  le  problème,  pour  le  traiter  par  la  méthode  de  la  super- 
position des  efforts  des  forces.  Pour  cela,  nous  chercherons  suc- 
cessivement les  effets  des  deux  poids  P,  F,  et  nous  composerons 
ensuite  les  résultats  partiels  obtenus. 
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Considérons  d'abord  celui  des  deux  poids  qui  est  appliqué  au 
point  G;  les  réactions  des  appuis  qui 

y  correspondent  sont  P  x    ~    en  A  et 
B  P  X  -  en  B  ;  et  si  Ton  porte  sur  la  ver- 


E 

Kg.  61. 

l^ 

5:>r< 

N 

1^^=^ 

G     -^     D 

' 

ticale'GE  une  longueur  CR  =  P- 


X*. 


le  contour  polygonal  représentatif  des  moments  fléchissants  sera 
formé  des  deux  droites  AR»  BR. 

La  force  P  appliquée  en  D,  considérée  isolément,  donnera  de 
même  un  polygone  des  moments  formé  des  deux  droites  AS,  SB,  qui 
se  coupent  sur  la  verticale  du  point  D,  à  la  distance  DS  =  GR  ;  car 
il  y  asymétrie  de  la  poutre  et  des  forces  par  rapport  au  plan  qui  la 
coupe  en  deux  parties  égales. 

D  suffit  alors  de  composer  par  voie  d'addition  les  ordonnées  qui 
correspondent  à  une  même  abscisse,  ce  qui  donnera  le  contour  po- 
lygonal AEFB,  que  nous  avions  déjà  obtenu.  L'ordonnée  GE,  qui 
s'applique  sans  variation  à  tous  les  points  compris  entre  G  et  D,  est 
double  de  l'ordonnée  IK  commune  aux  deux  contours  partiels.  Or 

]K_BI 
CR""BC' 
OU  bien 


.=(■ 


-.a — h,      a 


a- 


P6 


Donc  GE,  double  de  IK,  est  égal  à  P6,  ce  que  nous  avions  trouvé 
directement.  G' est  l'application  pure  et  simple  des  règles  de  la  com- 
portion  des  forces  parallèles.  On  vérifierait  de  même  que  les  valeurs 
des  pressions  R  en  un  point  quelconque  sont  les  sommes  algébri- 
ques des  valeurs  afférentes  à  chaque  force  considérée  seule. 

77.  3*  Cas,  —  Les  poids  qui  agissent 
sur  la  poutre  se  réduisent  à  une 
charge  py  également  répartie  par  unité 
de  longueur  sur  la  portion  AG,  et  à 
une  charge  p\  également  répartie  par 
Dflité  de  longueur  sur  le  reste  GB  de  la  portée. 


Pig.  63. 
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Soit 

ÂB  =  a    et    AC  =  6. 

Le  théorème  des  moments  donne  encore  les  réactions  des  appuis. 
On  a,  en  effet,  en  prenant  les  moments  par  rapport  au  point  B  : 

puis  en  les  prenant  par  rapport  au  point  A  : 

Yxa  =  i>6x|  +  p'(a-6)x^. 

Le  moment  de  rupture  M  est  donc  donné,  entre  les  points  A  et  C» 
par  Téquation  : 

ll  =  X^-|pa:% 
et,  entre  C  et  B,  par  l'autre  équation  : 

M  =  Xx-p6x(x-|6)-p'(x-ô)î^. 

Ces  équations  représentent  deux  paraboles  à  axes  verticaux  dont 

2  2 

les  paramètres  sont  égaux  à  -  pour  la  première  et  -7  pour  la  seconde. 

Elles  ont  un  point  commun  pour  x  =  6,  et  elles  se  raccordent  tan- 
gentiellement  l'une  à  l'autre. 
L'effort  tranchant  sera  donné  par  les  équations  : 

A  =  X  — px,    entre    A  et  C,  . 
et  A  =  X  — p6— p'(x— 6),    entre    C  et  B, 

équations  qui  représentent  deux  droites. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que,  si  p  est  plus  grand  que  p\  le  rno- 
ment  fléchissant  M,  donné  par  les  équations  que  nous  venons  de 
poser,  est  en  tous  points  inférieur  à  la  valeur  -^p  (a  « — a?*)  qu'il  aurait 


LIMITE  DES  EFFORTS  TRANCHANTS.  1S5 

si  la  charge  p  était  répandue  sur  toute  la  portée  ;  et  comme  ce  qu'on 
cherche  avant  tout ,  ce  sont  les  limites  extrêmes  des  efforts  subis 
par  la  matière,  on  voit  qu'il  est  inutile  pour  cette  recherche  de  con- 
sidérer les  charges  incomplètement  réparties  dans  la  portée. 

Il  ij'en  est  pas  de  même  des  efforts  tranchants  ;  car  si  la  charge  p 
est  répartie  sur  toute  la  portée,  Feffort  tranchant  A  est  nul  au  milieu 
de  la  poutre,  tandis  qu'il  a  en  ce  point  une  valeur  différente  de  zéro 
lorsque  la  charge  p  n'est  appliquée  qu'à  une  longueur  b  moindre 
que  a. 

Pour  prévoir  tous  les  cas  possibles  de  distribution  des  efforts  tran- 
chants, il  faut  faire  varier  6  de  o  à  a ,  et  imaginer  que  Ton 
construise  la  série  des  contours  polygonaux  formés,  pour  chaque  va- 
leur de  6,  des  deux  droites  : 


A  =  X— jâx,    entre    A  et  C, 

A  =  X  — p6— p'(x— 6),    entre  C  et  B. 


Le  sommet  de  l'angle  de  ces  deux  droites  décrit  une  parabole  lors- 
qu'on fait  varier  la  position  du  point  G  te  long  de  la  portée  AB. 
Pour  trouver  l'équation  de  cette  courbe,  remarquons  qu'au  point  C, 

l'effort  tranchant  A  est  égal  à  X  —  p6. 
Le  sommet  6  de  l'angle  formé  par  les 
deux  droites  EG,  GF,  dont  les  ordonnées 
sont  proportionnelles  aux  efforts  trau- 
chants  daus  chaque  tronçon  AG ,  GB , 
peut  être  considéré  comme  ayant  X — pb  =y  pour  ordonnée  GG  et  b 
pour  abscisse  AC  =x;  on  aura  donc  l'équation  du  lieu  décrit  par  le 
point  6  en  remplaçant  dans  l'équation 

y  =  X  — pi, 
I  par  sa  valeur  déduite  de  Téquation  : 


Xa=  (P-P')aft  +  \  p'a«-|  (p-p')6«, 


126  CHARGES  INCOMPLÈTES. 

OÙ  l'on  aurait  changé  en  même  temps  b  en  x.  Il  vient  en  1-éduisant  : 

i  1 

équation  d'une  parabole  à  axe  vertical,  dont  le  paramètre  est 


Si  l'on  fait 


et  enfin 


P-P 


x  =  a 


a 


on  a 


y  =  — gCp— p')«- 


Fi^.  65. 


Ces  ordonnées  suifisent  pour  construire  la  courbe. 

Au  point  A,  élevons,  dans  le  sens  positif,  une  ordonnée  AE = ^  p'a  ; 

au  point  B,  dans  le  sens  négatif,  ime 

1 
ordonnée  BF  égale  k-xpa\  prenons 

^    le  milieu  I  de  la  portée  AB,  et  joi- 
gnons lE,  IF  \  ces  droites  toucheront 
r»  •  la  courbe  cherchée  aux  points  E 
^    et  F.  Pour  avoir  l'ordonnée  au  mi- 
^  ^    lieu  de  la  portée,  nous  joindrons  EF, 
et  au  point  1,  nous  élèverons  une  verticale  indéfinie,  qui  coupe  EF  en 
un  point  K  ;  le  milieu  H  de  l'intervalle  IK  sera  un  point  de  la  courbe. 
En  effet  on  a 

IH  =  ilK^i(BF-AE)  =  l(p-i>')G, 


La  tangente  à  la  courbe  en  H  est  parallèle  à  la  corde  EF. 

Cette  courbe  étant  tracée,  si  l'on  veut  avoir  le  polygone  représen- 
tatif des  eflbrts  tranchants  pour  une  surcharge  s'étendant  du  point  A 
à  un  point  C  quelconque,  on  prendra  sur  la  courbe  le  point  6  dont 
l'abscisse  est  AC,  puis  par  ce  point  on  mènera  une  parallèle  6L  à  IF, 
et  une  parallèle  GM  à  EL  La  première  représentera,  par  ses  ordonnées, 
les  valeurs  de  l'eflbrt  tranchant  en  chaque  point  du  tronçon  le  plus 
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chargé,  AG;  la  seconde,  les  efforts  tranchants  dans  le  tronçon  le  moins 
chargé,  CB. 

La  plus  grande  valeur  possible  pour  l'effort  tranchant  au  point  A 
est  donnée  par  l'ordonnée  AN,  que  l'on  obtient  en  prolongeant  la 
droite  FI^  elle  correspond  au  cas  où  la  surcharge  s'étend  sur  toute  la 
portée. 

La  courbe  £F  a  été  tracée  en  supposant  que  la  plus  grande  charge 
s'étend  à  partir  du  point  A.  Si  la  surcharge  partait  du  point  B,  il 
faudrait  renverser  la  figure,  ce  qui  donnerait  une  courbe  F'P'E',  symé- 
trique de  la  première  par  rapport  à  la  verticale  IK.  Enfin,  si  Ton 
cherche  seulement  les  valeurs  absolues  de  l'effort  tranchant,  ce  qui 
suffit  pour  l'évaluation  des  limites  des  efforts  développés  dans  la 
matière,  on  pourra  replier  autour  de  AB  l'une  des  portions  de  l'épure 
située  d'un  même  côté  de  cette  droite,  de  manière  à  la  rabattre  sur 
Tautre  portion.  Faisant  cette  opération  pour  la  portion  située  au- 
âessus  de  AB,  nous  ramènerons  la  courbe  PE  en  PE",  la  courbe  PT' 
en  FF.  Mais  ces  arcs  restent  en  deçà  des  arcs  E'H,  FH  ;  la  portion 
utile  de  l'épure  se  réduit  donc  aux  arcs  E'H  et  FH,  et  par  suite  les  or- 
données de  ces  arcs,  prises  en  valeur  absolue,  donnent  pour  chaque 
section  le  maximum  de  la  valeur  que  l'effort  tranchant  puisse  at- 
teindre. 

Pour  trouver  la  forme  de  la  fibre  neutre  après  la  déformation, 
pour  mie  valeur  donnée  de  la  longueur  b  sur  laquelle  s'étend  la 
surcharge,  on  appliquera  de  A  en  G  l'équation 

et  de  G  en  B,  l'équation 

La  double  intégration  introduira  4  constantes  arbitraires  ;  mais  on 
&  4  équations  de  condition  ;  savoir  : 

y  =  0    pour    x=0, 
ys=0    pour    x  =  a; 
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enfin  pour  a;=:  6,  les  équations  de  chaque  tronçon  doivent  donner  le 

dv 
même  y  et  le  même  ^ ,  pour  que  les  deux  tronçons  se  raccordent 

tangentiellement.  De  là,  quatre  équations  du  premier  degré  qui 
suffisent  pour  déterminer  les  arbitraires. 


DÉTERMINATION  DES  EFFORTS  TRANCHANTS  ET  DES  MOMENTS  FLÉCHISSANTS 
DANS  UNE  POUTRE  DROITE  ENCASTRÉE. 


78.  Quand  une  poutre  est  simplement  posée  sur  un  appuù  sa  liai- 
son avec  Fappui  est  telle  que  la  poutre,  en  se  déformant,  peut  prendre 
une  inclinaison  quelconque  sur  sa  direction  primitive. 

On  dit  qu'une  poutre  est  encastrée  sur  un  appui,  lorsque  sa  liaison 
avec  Tappui  tend  à  réduire  en  ce  point  la  déviation  de  la  fibre 
neutre.  L'encastrement  est  parfait,  quand  la  déviation  de  la  fibre 
neutre  sur  Tappui  est  rigoureusement  nulle.  Il  y  a  encastremeni  in- 
complet, si  la  déviation  de  la  fibre  neutre,  sans  être  nulle,  est  gênée 
par  la  liaison  et  limitée  à  une  valeur  inférieure  à  celle  qu'elle  pren- 
drait si  la  poutre  était  posée  sur  l'appui. 

Nous  ne  nous  occuperons  diâ.ns  ce  paragraphe  que  des  encastre- 
ments parfaits. 
On  a  une  image  de  l'encastrement,  en  considérant  une  tige  soli- 
Fig.  66.  dément  pincée  dans  les  ma' 

p  A  clioires  d'un  étau  ;  ou  bien 

I  î  une  poutre  engagée  par  son 

*rj^  \^   Mfn  |K  extrémité  dans   un  massif 

^1     j  de    maçonnerie    suffisam- 

I  ment  résistant.  Un  appui  A 

sur  lequel  la  poutre  MN  serait  simplement  posée,  ne  fournirait 
qu'une  réaction  unique,  P.  Un  encastrement  B,  complet  ou  incom- 
plet, développe  au  contraire  à  la  fois  deux  forces  Q,  R,  dans 
deu^  irections  ojiposées,  et  équivaut  par  conséquent  à  une  force 
R —        t  à  un  couple  (Q,  —  Qj;  il  résulte  de  là  qu'une   poutre 
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chargée  de  poids  peut  être  en  équilibre  en  n'ayant  qu'un  appui  uni- 
que, pourvu  qu'il  y  ait  encastrement  sur  cet  appui,  tandis  qu'elle 
aurait  besoin  de  deux  appuis  au  moins,  si  elle  n'était  que  posée. 

C'est  en  cherchant  les  conditions  de  l'équilibre  intérieur  des  soli- 
des encastrés  que  Galilée  a  créé,  il  y  a  deux  siècles,  la  science  de 
la  résistance  des  matériaux  ;  l'hypothèse  qu'il  proposa  était,  il  est 
vrai,  inadmissible;  car  il  plaçait  la  fibre  neutre  au  point  le  plus  bas 
de  la  section,  et  il  supposait  que  les  tensions  développées  dans  tous 
les  points  de  la  section,  se  composaient  en  une  seule  force  appliquée 
au  centre  de  gravité.  L'hypothèse  qu'on  emploie  aujourd'hui  satis- 
fait aux  équations  de  la  statique  et  parait  d'ailleurs  beaucoup  plus 
voisine  de  la  vraie  loi  des  déformations. 

Nous  allons  résoudre  quelques  problèmes  sur  l'équilibre  intérieur 
des  pièces  encastrées. 
79.  1"  CAS.  —  La  pièce  BA  est  encastrée  au  point  B  dans  le  mur  CD; 
Fig.  67.  texirémité  A  est  libre  et  porte  un  poids  P  donné. 

La  longueur  libre  BA  de  la  pièce  est  donnée 
et  égale  à  A-  N  0- 

j^  Prenons  un  point  M  de  la  fibre  neutre,  et 
considérons  le  tronçon  MA.  Soit  0  l'origine  des 
abscisses  comptées  le  long  de  OA ,  et  soit 
H  OM  =  a?.  On  aura  MA=a — x.  Le  moment  flé- 
chissant au  point  M  sera  égal  à  —  P  (a  —  a?) , 
avec  le  signe  —  pai'ce  que  la  force  P  tend  à  donner  à  la  pièce  une 
courbure  négative. 

L'effort  tranchant  au  point  M  sera  égal  à  P  ;  il  est  constant  pour 
tous  les  points  de  la  portée. 
Les  forces  dont  l'encastrement  tient  lieu  sont  donc  : 
1*  Une  force  verticale  égale  à  P, 
2*  Un  couple,  dont  le  moment  est  égal  à  Pa. 
Les  moments  fléchissants  seront  représentés  par  les  ordonnées 
dune  droite  AE,  menée  par  le  point  A,  et  coupant  la  verticale  en  un 
point  E,  pour  lequel  l'ordonnée  OE  est  égale  à  Pa,  pris  à  une  échelle 
arbitraire,  et  les  efforts  tranchants  par  les  ordonnées  constantes  d'une 
Iiorizontale  FK,  menée  à  la  distance  OF  =  P  de  l'axe  des  abscisses. 

9 
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Cherchons  la  forme  de  la  fibre  neutre  après  la  déformation. 
Pour  cela,  prenons  l'équation 

El  ~|  =  — P(a— a;)  =  — Pa  + Pa;. 
Intégrons  ;  la  première  équation  nous  donne 

et  nous  n'ajoutons  pas  de  constante,  parce  que  l'encastrement  étant 
supposé  parfait,  il  n'y  a  aucune  déviation  de  la  ûbre  neutre  au  point 

0;  donc  x=o  doit  donner  ^2  =  o. 

dx 

Intégrons  de  nouveau  : 

sans  constante,  parce  que  pour  a?  =  o,  y  est  égal  à  o. 

Si  nous  faisons  x  =  ay  nous  aurons  l'ordonnée  du  bout  de  la 
pièce,  ou,  en  valeur  absolue,  la  flèche  qu'elle  prend  sous  la  charge  P. 
On  trouve 

EIy  =  Pa.(l-i)=-|pa». 
La  flèche  de  l'extrémité  A  est  donc  égale  à 

EI|  • 


Lé  cas  d'une  pièce  encastrée  par  un  bout,  et  libre  à  l'autre,  peut 
Fig  68.  se  ramener  au  cas  d'une  pièce 

posée  sur  deux  appuis.  Ainsi 
dans  le  problème  que  nous  trai- 
tons, nous  pouvons  considérer 
notre  poutre  encastrée  comme 
la  moitié,  O'A'i  d'ime  poutre 
A'A",  de  longueur  égale  à   a  a, 

posée  sur  deux  appuis  en  A'  et  en  A'',  et  chargée  en  son  milieu  O, 

d'un  poids  égal  à  sP. 


0' 

1 

fl 

—  1 

y 

' 
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Ed  effet  la  charge  2P  se  partagera  également  entre  les  deux  appuis 
et  y  donnera  une  réaction  égale  à  P.  Le  moment  fléchissant  au  point 
(y  sera  égal  à  P  x  A'O  =  Pa  ;  enfin  la  poutre  A'A"  conserve  après  la 
déformation,  en  vertu  de  la  symétrie,  une  tangente  horizontale  au 
point  (y.  Donc  chacune  des  demi-poutres  D'A',  O'A"  est  dans  les 
mêmes  conditions  qu'une  pièce  qui  serait  encastrée  au  point  0',  qui 
serait  libre  à  son  autre  extrémité,  et  qui  serait  sollicitée  en  ce  point 
par  une  force  égale  à  P,  agissant  de  bas  en  haut. 
Le  moment  d encastrement  est,  dans  le  cas  considéré,  égal  à  Pa. 
Ce  moment  est  produit  en  général  par  Tarc-bou- 
tement,  aux  points  B  et  H,  du  prolongement  de 
la  poutre,  au  dedans  de  la  cavité  NRSB,  ménagée 
dans  le  mur  CD  pour  recevoir  l'about  de  la  pièce. 
On  aura  donc  pour  l'équilibre  Pa  =  Q6,  en  ap- 
pelant Q  les  forces  du  couple  développées  par 
les  points  B  et  H,  et  6  la  distance  de  ces  forces, 
on  approximativement  la  longueur  BI  engagée  dans  le  mur.  Cette 
relation  nous  apprend  que  Q  est  d'autant  plus  grand  que  b  est  plus 
petit:  que,  par  conséquent,  ladifliculté  de  réaliser  l'encastrement 
parfait  est  d'autant  plus  grande  que  cet  encastrement  doit  s'opérer 
sur  une  moindre  longueur  de  poutre.  Outre  la  force  Q,  le  point  B 
subit,  comme  on  l'a  vu,  la  réaction  verticale  de  l'appui,  égale  à  P. 
Les  forces  Q  et  P  +  Q  étant  développées  par  la  maçonnerie  du 
mur,  il  faudra  vérifier  dans  chaque  cas  particulier,  que  ces  forces 
tfexcèdent  pas  la  résistance  du  massif  et  n'en  compromettent  pas  la 
stabilité. 

80.  2»  CAS.  —  Poutre  encastrée  à  une  extrémité^  Hbre  à  t autre, 
^t  uniformément  chargée  de  poids. 

Soit  a  la  longueur  libre,  OA,  de  la  poutre, 
et  p  le  poids  qu'elle  porte  par  unité  de  lon- 
gueur. Soit  X  =  OM  l'abscisse  d'une  section 
quelconque.  L'équation  de  la  courbe  des  mo- 


Fig.  70. 


ments  sera 


^^  =  -^p[a- 


-x)« 
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et  le  moment  d'encastrement  sera  égal  en  valeur  absolue  k  -  pa* . 
L'effort  tranchant  sera  donné  par  la  formule  : 

A=jî{a  — I). 

La  courbe  des  valeurs  de  M  est  une  parabole  AE,  et  la  ligne  dont 
les  ordonnées  représentent  les  valeurs  de  A,  est  une  droite  AF. 
L'équation  de  la  fibre  moyenne,  après  la  déformation,  est 

El  ^i  =  —\  P(a— x)*  =  -  ~  pa*  +  par-  ipx». 
Voù  résulte  en  intégrant 

1  i  i 

Ely  =  —  j  pà^x'^  +  g  pû«»—  ^  px^. 

On  n'ajoute  aucune  constante,  parce  que  x  =  o  donne  y  =  o  et 

dx 

Faisant  â?  =  a  dans  la  dei^niëre  équation,  et  changeant  les  signes» 
on  a  la  valeur  absolue  de  la  flèche  /  à  l'extrémité  : 


•'^""  El  "    El  ^  5 


Dn  poids  P,  concentré  à  l'extrémité  de  la  pièce  encastrée,  lui 
ferait  prendre  une  flèche 


^  ~  El  ^3' 


tandis  que  le  même  poids  P,  uniformément  réparti  sur  la  longueur 

p 
de  la  pièce,  à  raison  d'une  charge  -  par  unité  de  longueur,  lui  fait 

prendre  une  flècne  , 
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l""^'      i       Pa«      4 


Eï     ^8""  El  '^S' 

(-) 

Le  rapport  des  flèches  L  estégal  à ou  à  ^  ;  c'est-à-dire    que  la 

/  i  ^ 

8 

conœntratioD  de  la  charge  au  bout  de  la  pièce  augmente  la  flèche  à 

peu  près  dans  le  rapport  de  i  à  3. 

81.  3*  Cas.  —  Pièce  encastrée  à  ses  deux  extrémités^  et  chargée 
de  poids  également  répartis. 
Nous  savons  que  Tencastrement  équivaut  à  la  fois  à  un  couple  et 
Fig.  71.  à  une  force  ;  la  force  représente  Icl 

valeur  de  l'effort  tranchant  sur  • 


L    2 


P»  pa 


T  k         l'appui,  et  le  couple,  la  valeur  du 


moment  fléchissant  au  point  où 
*T^  pièce  s'engage  dans  son  encas- 
trement. 

Soit  AB  la  pièce  droite  dans  son  état  naturel  ;  posons  AB  =  &  ^ 
soitjo  le  poids  également  réparti  par  unité  de  longueur  \  prenons  ar- 
bitrairement un  point  G  sur  la  portée  AB,  et  soit  x  =  AC,  l'abscisse 
de  ce  point. 

Le  poids  total  de  la  poutre  chargée  est  j^a-,  ce  poids  se  partage 
également  entre  les  deux  appuis  et  y  donne  une  réaction  verticale 

égale  k—pa,  comme  si  la  poutre  était  seulement  posée.  Le  moment 

fléchissant  dans  la  section  G  se  compose  donc  : 

!•  du  moment  positif  de  la  réaction  verticale^  de  l'appui  A; 

2*  du  moment  négatif  des  poids  répartis  de  A  en  G  ; 

3*  du  moment  inconnu  du  couple  développé  dans  l'encastrement  ; 
BOUS  en  représenterons  la  valeur  absolue  par  la  lettre  pi;  il  est  facile 
de  voir  que  ce  moment  est  négatif. 
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Nous  pouvons  donc  poser  l'équation  différentielle. 

dans  laquelle  |jl  est  une  inconnue  à  déterminer. 
Intégrons  une  première  fois,  en  remarquant  que  «  =  0  donne 

^  =  o,  puisque  Tencastrement  est  supposé  parfait  : 


El 


Si  dans  cette  équation  nous  faisons  «  =  a«  nous  aurons  le  ^ 

du  point  B;  or  il  est  aussi  égal  à  zéro  à  cause  du  second  encastre- 
ment; de  là  résulte  l'équation 

jpa»— ^pa»— |ja=0, 
qui  donne 

Telle  est  la  valeur  absolue  du  moment  d'encastrement,  ou  du  mo* 
nent  fléchissant,  au  point  A,  et  par  suite  aussi  au  point  B. 

Introduisons  cette  valeur  de  [x  dans  l'équation  différentielle,  il 
viendra: 

Enfin,  intégrant  encore  une  fois 

Cette  équation  très-simple  montre  que  y  est  nul  pour  a?  =  o  et 
pour  a:  =  a,  c'est-à-dire  sur  les  appuis,  et  qu'il  atteint  sa  valeur  ab- 
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solue maximum  au  point  où  x  =  - ,  c'est-à-dire  au  milieu  de  la  portée  ; 
00  trouve  pour  la  flèche  en  ce  point  : 

/  -  -^  >:£!-£?!v  —  -£^xO  00262 

Lorsque  la  poutre  est  simplement  posée  sur  ses  appuis,  la  flèche 


>«^ 


a  été  trouvée  égale  à^X  ^^7- Le  double  encastrement  a  donc 
£1        do  4 

pour  efiet  de  réduire  la  flèche  au  cinquième  de  la  valeur  qu'elle  prend 

quand  la  pièce  est  seulement  posée. 

La  courbe  des  moments  fléchissants  est  représentée  par  l'équation  : 

Cest  une  parabole  dont  l'axe  est  vertical,  et  dont  le  paramètre  est 
égal  à  -  ;  pour  construire  cette  courbe,  faisons  dans  l'équation  x=:o 

puis  X  =  a  ;  nous  trouverons  M = pa*;  valeur  du  moment  fié- 

chissant  développé  par  l'encastrement  sur  les  appuis.  Prenons  donc 
(fig.  73)  au-dessous  de  AB,  deux  ordonnées  AD,  BE,  égales  en  valeur 

absolue  à  —  pa*,  mesuré  à  une  échelle  arbitraire  des  moments.  Les 
la  ^ 

points  D  et  E  appartiendront  à  la  courbe.  ^ 

Si  Ton  fait  ensuite  «  =  -,on  aie  maximum  de  M:  on  trouve 

2 

M=  -rpa*,  c'est-à-dire  en  valeur  absolue,  la  moitié  du  moment 

trouvé  sur  les  appuis.  On  prendra  donc,  au  milieu  F  de  la  portée,  et 
dans  le  sens  positif,  une  ordonnée  FG  égale  à  la  moitié  de  AD  ;  le 
point  6  sera  un  troisième  point  de  la  courbe.  L'axe  de  la  courbe 
sera  d'ailleurs  la  droite  GF  elle  même.  On  achèvera  cette  courbe  en 
la  faisant  passer  par  les  trois  points  D,  6,  E,  ce  qui  sufiSt  pour  la 
déterminer,  puisque  la  direction  de  l'axe  est  connue. 
La  parabole  DG£  coupe  l'axe  AB  en  deux  points  I  et  K,  pour  les- 
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quels  le  moment  aéchissant  M  est  égal  à  zéro;  on  a  les  abscisses  de 
^os  points  en  résolvant  l'équation  : 

|pax  — jpx»— ^pa*=0,    ou    x"  — ax  +  ^a»  =  0. 

Kg.  71. 


4/             l/^--^ 

G' 

-— 1 

1 
1 

_g|_ 

1 

1 

^^L 

/ 

FJ- 

ce  qui  donne 


'=f(-^> 


Le  signe  +  correspond  à  l'abscisse  AK  =  0,7887... a;  le  signe  — , 
à  l'abscisse  AI  =  0,2113...  a. 

En  ces  points,  le  moment  fléchissant  est  nul  ;  par  suite  le  -j-^  est 

aussi  nul;  ce  sont  donc  les  points  à* inflexion  de  la  fibre  neutre,  sui- 
vant la  définition  géométrique  de  l'inflexion;  ce  sont  aussi  les  points 
de  non-flexion  de  la  fibre  neutre,  c'est-à-dire  les  points  où  le  mo- 
ment fléchissant  est  nul,  et  où  Ja  fibre  neutre  ne  reçoit  aucune  cour- 
bure par  l'effet  des  forces.  La  pièce  entre  les  points  I  et  K  se  com- 
porte comme  une  pièce  simplement  posée  en  ces  points  sur  des  ap- 
puis. La  distance  AI  est  égale  à  peu  près  au  cinquième  de  la  portée. 
Si  la  pièce  était  posée  sur  les  appuis  A  et  B,  au  lieu  d'y  être  en- 
câsti'ée,  la  parabole  des  moments  aurait  toujours  la  même  forme, 

car  elle  aurait  -  pour  paramètre  ;  mai*  elle  serait  déplacée  parallèle- 
ment à  elle-même,  de  manière  à  passer  par  les  appuis  A  et  B,  et 
elle  occuperait  la  position  ponctuée,  AGE.  Gomme  les  dimensions 
nécessaires  des  pièces  sont  réglées  sur  les  valeurs  absolues  des  mo- 
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ments  fléchissants,  Fencastrement,  à  égalité  de  résistance,  conduit  à 
une  économie  de  matière  ;  car  la  plus  grande  ordonnée,  en  valeur  ab- 
solue, du  contour  DGE,  est  égale  à  AD,  ou  à  — /)a*;  tandis  que  la 


12' 


plus  grande  ordonnée  de  la  courbe  ACB  est  égale  à  G'F  ou  à  ^  pa\ 

o 

Pour  les  efTorts  tranchants,  ils  sont  les  mêmes  dans  les  deux  cas, 
et  on  les  représentera ,  à  une  échelle  arbitraire,  par  les  ordonnées 
d'âne  droite  HL,  passant  par  le  point  F,  milieu  de  la  portée. 

82.  A*  Cas.  —  Pièce  posée  à  r  extrémité  ^^  encastrée  à  F  extrémité  k^ 

et  chargée  uniformément  d'un  poids  p  par  unité  de  longueur. 

Appelons  encore  ^  la  valeur  absolue  du  moment  d'encasti-ement. 

Fig.  73.  La  charge  totale  pa^  ne  se  divisera 

plus  également  entre  les  deux  appuis; 

^T        car  il  n'y  a  pas  symétrie;  appelons 

X,  la  réaction  de  l'appui  A.  Nous  au- 

X  rons 


dy 
Intégrons,  et  observons  que  pour  a?  =  o,  --■  est  nul. 


^'t^i'^^-i^-^ 


Intégrons  une  seconde  fois,  en  observant  que  y  =  o  pour  o;  =  o. 
Ely  =  lxx»-lpx^-i,^'. 

Pour  déterminer  jx  et  X,  nous  remarquerons  que  la  pièce  étant 
simplement  posée  en  B,  le  moment  fléchissant  est  nul  en  ce  point; 
que  de  plus  on  doit  avoir  : 

y  =  0    pour    X  =  a. 
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De  là  les  deux  équations  : 

Xa  —  -  pa*  —  [A  =  0. 
Divisons  la  seconde  par  -  a' 


gXa  — gpa»  — [x  =  0; 


on  tire  de  celle-ci  et  de  la  première 

-Xa  =  —  pa\       donc       X  =  g  pa. 

Par  conséquent,  la  réaction  Y  de  l'appui  B  est  égale' à  -pa. 
On  a  enfin  pour  le  moment  d'encastrement,  pris  positivement, 

ji  =  Xo  —  ^  pa«  =  g  pa*. 


Les  points  d'inflexion  de  la  fibre  neutre  sont  donnés  par  l'équation 


ou  bien. 


i 
0  =  Xa:  — rpx*  — fi. 


x«-5ax  +  Ç=0. 


Les  racines  de  ces  équations  sont  â?  =  a,  ce  qm  correspond  au 
point  B,  où  la  flexion  est  en  effet  nulle,  bien  qu'il  n'y  Bit  pas  là,  à 

proprement  parler,  d'inflexion  géométrique,  et  a?  =  ^  a,  pour  le  point 

où  la  courbure  de  la  fibre  neutre  change  de  signe. 

L'encastrement  a  dans  ce  cas  pour  effet  de  modifier  la  répartition 
des  pressions  de  la  poutre  sur  ses  appuis  ;  au  lieu  d'une  répartition 
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égale,  Tappui  sur  lequel  a  Heu  l'encastrement  est  cliargé  des  g  de  la 

pression  totale. 

Pour  avoir  la  plus  grande  flèche  prise  par  la  poutre,  on  cherchera 
le  point  où  la  tangente  est  horizontale  ;  l'abscisse  en  sera  donnée  pai* 
Téquation 

1  1 

On  trouve  d'abord  xs=:o^  ce  qui  correspond  au  point  A;  cette 
solution  écartée,  on  a  à  résoudre  l'équation  du  second  degré 


Ou  bien 
Ou  enfin 
ce  qui  donne 


ix:c-ipx«-HL  =  0, 


5  ^  •  *  t  A 


45=fc\/33 


Flg.  74. 


De  ces  deux  valeurs,  Tune,  celle  qui  correspond  au  signe  +,  donne 

on  point  situé  au  delà  du  point  B,  qui  ne  peut  convenir  au  problème. 

L'autre  donne  un  point  D  situé  entre  le  point  G  et  le  point  B,  et  qui  est 

la  vraie  solution  cherchée  :  AD  =  a  x  0,6785. 

Ce  point  n'est  pas  au  milieu  I  de  l'intervalle  CB;  il  ne  coïncide 

donc  pas  avec  le  maximum  de  la 
valeur  du  moment  fléchissant. 
AI  étant  égal  à  0,625  a,  le  point  D 
est  à  gauche  du  point  I. 

La  courbe  des  moments  a  dans 
ce  cas  la  position  ECFB.  Les  ef- 
forts tranchants  sont  repré- 
sentés par  les  ordonnées  de  la  droite  GH,  passant  au  point  I,  milieu 
de  l'intervalle  CB. 


M     B 
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83.  Poutre  continue  posée  sur  trois  appuis  de  niveau^  et,  portant 
dans  chaque  travée  une  charge  également  répartie^ 

Fig.  75.  Soient  A,  B,  G,  les  trois  appuis, 

qu'on  suppose  de  niveau  ; 
^2        AB  =  a,  BC  =  ô,  les  deux  por- 
tées ; 
p,  la  charge  par  unité  de  lon- 
gueur dans  la  première  et  q  la  charge  par  unité  de  longueur  dans  la 
seconde. 

Appelons  X,  la  réaction  verticale  du  premier  appui,  que  la  statique 
ne  suffit  pas  à  déterminer,  puisqu'il  y  a  trois  appuis  en  ligne  droite,  et 
cherchons  la  valeur  du  moment  fléchissant  sur  l'appui  B  intermé- 
diaire. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  première  travée  AB.  Prenons  la  droite 
AG  pour- axe  des  a?,  et  le  point  A  comme  origine;  en  un  point  M  de 
la  première  travée,  défini  par  son  abscisse  AM  =  â;,  nous  aurons 
l'équation  des  moments  : 

(1)  Elg  =  Xx-|px». 

et  par  suite,  en  intégrant  : 

(3)  El(y-xtgç)  =  lxa:'-±px\ 

tf  est  l'angle  de  la  fibre  neutre  avec  l'axe  AB,  au  point  A,  après  la 
déformation.  On  n'ajoute  pas  de  constante  à  l'équation  (5)  parce  que 
a?  =  o  donne  y  =  o. 

Dans  l'équation  (i)  faisons  x  =  a,  et  appelons  ^jl  le  moment  flé- 
chissant sur  l'appui  B  ;  nous  aurons 

(4)  -  fx  =  Xa  —  -  pa^. 

Faisons  de  même  a?  =  a  dans  l'équation  (3)-,  elle  donnera  y  =  o. 
D'où  résulte,  en  supprimant  le  facteur  a,  l'équation 
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(5)  EIlg9-r  JXa«-^l)a»  =  0. 

Entre  ces  deux  dernières  équations,  nous  pouvons  éliuiiner  X  ;  pour 
cela,  multiplions  la  première  par  ^  a,  et  ajoutons  :  il  viendra*  en 

supprimant  le  terme  j.  Xa',  commun»  aux  deux  membres, 

(6)  -  (xa  +  El  tg  ?  -  ^  pa»  =  —  -^  pa\ 

ou  bien 

g  (xa  +  El  tg  (?  +  24  P«*  =  ^• 

Faisons  ensuite  x  =  a  dans  l'équation  (2)  ;  et  appelons  «{/  l'angle 
que  fait  la  fibre  moyenne,  après  la  déformation,  avec  Taxe  des  x  au 
point  B;  nous  aurons 

fî)  El  (tg^-tg9)  =  lxa«-i  pa». 

Entre  les  équations  (7)  et  (4),  nous  pouvons  encore  éliminer  X, 
et  il  viendra 

(8)  EI(tg^.-tg?)-l|*a=;ipa». 

Enfin,  entre  les  équations  (6)  et  (8),  éliminons  tgf  en  les  ajoutant 
ensemble  ;  nous  aurons  pour  résultat  final  une  relation  linéaire  entre 
tfl  et  pi  : 

(9)  El  tg4»  +  -  jxa- -t*«  +  24^^'=  Î2 P^'» 
ou  bien 

EItgit  =  g[xa  +  ^pa». 

Passons  à  la  seconde  travée  BG  ;  elle  nous  donnera  un  résultat 
analogue  ;  il  faudra  seulement  faire  commencer  la  travée  au  point  G 
Fig,  7«.  et  compter  de  C  en  B  les  x  posi- 

tifs. Nous  trouverons  sur  l'appui  B 
-,    un  moment  égal  à  ;jl.  De  plus  les 
deux  travées  se  raccordent  tan- 
gentieUement  en  ce  point  ;  mais  Tangle  de  la  fibre  neutre  avec  le  nou- 
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vcl  axe  des  ar,  CBi  (fig.  76)  sera  le  supplément  de  l'angle  4  consi- 
déré tout  à  rheure  ;  ce  qui  fait  changer  tgi(  de  signe,  de  sorte  qu'on 
obtient  pour  Téquation  relative  à  la  travée  GB 


(10) 


-EItg*  =  ll.6  +  ^ç6». 


Ajoutons  les  équations  (g)  et  (10)  ;  l'angle  if  sera  éliminé,  et  on 
aura  pour  déterminer  [x  l'équation  : 


(il) 
d'où  l'on  tire 

(12) 


|l^(«  +  ft)  +  ^(P«'  +  9&')  =  0. 


_       1  pg^  -f  qh'^ 
^-"l     a  +  6    • 


Cette  équation  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème  que  nous 
examinerons  plus  tard,  le  théorème  des  trois  moments. 

L'équation  (12)  fait  connaître  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour 
tracer  les  paraboles  des  moments  et  les  droites  représentatives  des 
efforts  tranchants. 

Les  moments  fléchissants  seront  représentés,  dans  la  travée  AB, 
par  les  ordonnées  d'une  parabole  A£D,  passant   par  le  point  A, 

et  venant  couper  en  D, 
au-dessous ,  de  Taxe 
des  abscisses,  la  ver- 
•jc  ticale  menée  *  par  l'ap- 
pui B;  la  distance  BD 
est  donnée  par  l'équa- 
tion 


Fig.  77. 


N 


BD  =  --uL=iP^'  +  ?fi\ 


8     a  +  6 


L'équation  de  la  courbe  AED  est 


M  =  Xx  —  -  jixK 


SUR  TROIS  APPUIS.  U3 

Mais  X  n'est  pas  encore  déterminé  ;  nous  l'obtiendrons  en  remar- 
quant que  pour  a;  =  a,  on  a  M  =  (ji.  Donc 


X= ? 


4        ,   fA      1  ipa^  +  ql^ 


Suôstituant  cette  valeur,  on  aura  l'équation  de  la  courbe  AEB.  On  a 
déplus  la  valeur  X  de  l'effort  tranchant  au  point  A. 

La  droite  GI ,  qui  représente  l'effort  tranchant  dans  la  travée  AB, 
a  pour  équation 

A  =  X  —  px. 
L'effort  tranchant  au  point  B,  dans  la  travée  AB,  est  donc  égal  à 

B  =  X  — i>a  =  — -po+C. 

^tte  valeur  est  négative,  et  est  représentée  sur  l'épure  par  la  lon- 
gueur BI. 

Dans  la  travée  BC,  les  moments  fléchissants  sont  représentés  par 
Me  parabole  qui  passe  par  les  points  D  et  G  ;  elle  a  un  axe  verti- 

^^,  et  son  paramètre  est  -• 

on  de  cette  parabole  est  donc  de  la  forme 

M  =  B'i  — içx'  +  fjL, 

01  comptant  cette  fois  les  abscisses  x  à  partir  du  point  B  dans  le 
^ns  BC;  B'  est  une  constante  à  déterminer.  Si  on  fait  x=:=o^  on*  a 
M  =  ji,  ce  qui  indique  que  la  courbe  passe  en  D  ;  si  on  fait  x=bt 
Qû  doit  avoir  M  =  o.  Donc 

^  par  suite 
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On  pourra  donc  tracer  la  courbe  DFC.  Les  deux  paraboles  coupent 
Taxe  des  abscisses  aux  points  B  et  N,  qui  sont  les  points  dlnflexion 
de  Taxe  neutre.  Les  maxima  E  et  F  correspondent  aux  points  H  et  L 
où  r effort  tranchant  est  nul. 

Cette  quantité  B' est  la  valeur  de  l'effort  tranchant  sur  l'appui  B 
dans  la  travée  BG.  On  trouve  donc  deux  efforts  tranchants  sur  l'ap- 
pui; l'un  négatif,  et  représenté  sur  l'épure  par  l'ordonnée  Bl;  l'autre 

positif  et  égal  k-  qb  —  ^ ,  représenté  sur  la  figure  par  l'ordonnée  BK. 

Le  premier  est  l'effort  tranchant  en  B,  dans*  la  travée  AB;  le  se- 
cond, l'effort  tranchant  en  B  dans  la  travée  BC  ;  et  leur  différence 
b' — B  est  la  réaction  totale  Y  de  l'appui  commun  ;  c'est  cette  force  Y, 
finie,  isolée,  qui  introduit  une  différence  finie  entre  les  deux  efforts 
tranchants  consécutifs.  Le  polygone  des  efforts  tranchants  est  re- 
présenté ici  par  la  ligne  discontinue  GIKM. 
Au  point  G,  l'effort  tranchant  est  donné  par  l'équation 


C  =  B'-qb  =  -iqb-t, 


quantité  représentée  par  l'ordonnée  négative  CM.  En  réunissant  les 
valeurs  trouvées  pour  les  efforts  tranchants,  le  moment  fléchissant 
en  B,  et  les  réactions  des  appuis  X,  Y,  Z,  on  forme  le  tableau  suivant  : 


_      1  pg*  +  qb* 
''""      8     a  +  6    * 


EfiforU  tranchants. 
A=      ipa+l 

i  IX 

Au  point  C       C  =  —  g^6  —  g, 


Au  pomt  A 
Au  point  B 


Réaction  des  appuis» 


..Y=B'-B  =  i(pa+g6)~|.(l+*) 


Z=-C  =  i96  +  e 
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Si  l'on  coupait  la  poutre  sur  l'appui  B»  les  efforts  tranchants  de- 
viendraient : 

En  A .  .^pa, 

Idans  la  travée  AB  —  ^  pc^ 
dans  la  travée  BC      -  qb^ 

En  C -ig6, 

et  les  réactions  totales  des  appuis  seraient 

En  A     jpa, 

En  B     ipa+lg6. 

En  C     ^  gô, 

La  continuité  de  la  poutre  au-dessus  de  Fappui  moyen  a  donc 
pour  effet  de  soulager  les  appuis  extrêmes,  en  reportant  un  excès 
de  pression  sur  l'appui  moyen. 

Faisons  a  =  b,eip:=q^  nous  tiouverons  les  formules  suivantes, 
qm  sont  très-employées  : 

X  =  Z=|pa, 

On  remarquera  que,  dans  ce  cas  particulier,  chaque  travée  peut 
eue  considérée,  à  cause  de  la  symétrie,  comme  formant  une  poutre 
^*?  '*•  encastrée  sur  l'appui  B,  po- 

sée  sur  l'appui  extrême ,  et 
»   chargée  d'un  poids  p  égale- 
ment réparti  :  cas  examiné 
précédemment  (§  8â). 
[   Il  serait  facile,  dans  le  cas  général,  de  trouver  la  forme  de  la  fibre 
seotre-  Les  constantes  à  employer,  tgîp,  lg<|/,  sont  déterminées  par 
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Tanalyse  même  du  problème,  telle  que  nous  venons  de  l'exposer  (i 
84.  —  Exemple  de  charges  continues  non  également  réparti 
Problème  de  î  aiguille  soutenant  une  charge  deau. 

Soit  AB  l'aiguille  verticale  d'un  barrage  < 
soutient  Teau  à  un  niveau  CD,  sur  une  de 
faces,  tandis  que  sur  l'autre  face  le  niveau  n 
l'eau  atteint  seulement  la  hauteur  EF.  L'aigu  ? 
est  appuyée  en  deux  points  A  et  B. 

On  donne  la  hauteur  AB  =  a,    la  disti 
AD  =  ô,  enfin  la  distance  AE  =  c. 

L'iûguille  a  une  section  rectangulaire  : 
dimensions  sont  m,  parallèlement  au  plan 
la  figure  et  n  perpendiculairement  à  ce  plan.  ^ 

On  demande  les  charges  supportées  par  la  matière  de  l'aiga 
et  la  forme  prise  par  la  fibre  neutre.  "*" 

Appelons  n  le  poids  de  l'unité  de  volume  d'eau.  Prenons  pouf 
des  X  la  droite  AB,  le  point  A  pour  origine,  et  comptons  les  y  J 
tifs  vers  la  gauche  de  l'axe  des  abscisses. 

Soit  Y  la  réaction  du  point  A  sur  l'aiguille,  et  X  la  réactioi^ 
point  B  ;  ces  deux  forces  sont  horizontales.  La  statique  suffit 
les  déterminer. 
La  poussée  de  l'eau  sur  la  face  d'amont  de  raig;ullle  est 

Burée  par  le  produit  -  n  x  DB*  X  n  ;  elle  est  appliquée  en  un  ; 

situé  à  une  hauteur  égale  à  ^  DE  au-dessus  du  point  B. 

La  poussée  de  l'eau  sur  la  face  d'aval  est  dirigée  en  sens 
traire  ;  elle  est  égale  à  -  n  xÊB*  x  n,  et  son  point  d'applicalii 

situé  à  une  distance  ^  EB  du  point  B, 

On  a  d'ûlleurs 

DB  =  a  — 5, 
EB  =  a  — c. 


(t)LeBprincfpauxca8  examinés  fasqa'icidaos  ce  chapitre  sont  résaméa  dans  le  tali 
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Prenant  les  moments  par  rapport  au  point  B,  il  vient 

Ya  =  I  nn(a— 6)» — i  nn(a— cj», 

équation  qui  fait  connaître  Y. 
Où  déduit  ensuite  X  de  l'équation 

X  +  Y  =  I  nn(a -  ^)*-  I  nh{a-c)«. 

Les  moments  fléchissants  seront  déterminés  de  A  en  D  par  Te- 
({nation  M  =  Yo:,  qui  représente  une  droite  AM  (limites  d'application, 
X  =  o  et  a?  =  i)  ; 

De  D  en  E,  par  l'équation  M  =  Yo:  +  xDn  (a?*— 4)',  qui  représente 

nne certaine  courbe  MN  (limites,  x  =  b^  x  =  c); 
Enfin  de  E  en  B,  par  l'équation 

M  =  Yx  4-  ^  n  X  ?i(x— 6)»—  gnn(x— c)», 

qui  représente  un  arc  de  courbe  NB  (limites,  x=c^xss:a). 
Les  efforts  tranchants  seront  donnés  par  les  équations  suivantes  : 

De  A  en  D,  ou  de  x=0  à  x=6,  A  =  Y, 

De  D  en  E,  ou  de  x=6  à  x=c,  A  =  Y  +  5  nn(x— 6)«, 

l>e  £  en  B,  ou  de  x=  c  à  a?=0,  A  =  Y  +  |  nn(x— 6)«—  i  nn(x— c)». 

La  première  représente  une  droite  PQ  parallèle  à  AB  ;  les  deux 
autres  représentent  deux  arcs  de  parabole  QR,  RS;  l'ordonnée  PA 
est  égale  à  Y  ;  l'ordonnée  BS  est  en  valeur  absolue  égale  à  X. 

Ces  déterminations  permettent  de  trouver  en  chaque  point  la 
charge  de  la  matière;  appelons  R  la  pression  par  unité  de  surface, 
dans  une  section  définie  par  son  abscisse  a:,  en  un  point  situé  à  la 
distance  d  de  la  fibre  moyenne  ;  nous  appliquerons  l'équation 
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Hais  m  étant  la  dimension  de  l'aiguille  dans  le  sens  de  la  poussée  de 
Teau,  on  a 


I  =  lm»n 


et  la  plus  grande  valeur  de  v  est  égale  en  valeur  absolue  à  -  m;  donc 

le  minimum  absolu  de  -  est  ^  m' n;  et  par  suite  le  maximum  absolu 
de  R  est  : 

-._  6M       • 


formule  dans  laquelle  on  fera  entrer  le  maximum  dé  M,  ou  le  moment 
correspondant  à  la  section  E  de  Tiûguille. 

La  résistance  moyenne  à  Teffort  tranchant,  R\  sera  de  même  égale 

A 

à  — ;  on  la  déterminera  pour  la  plus  grande  valeur  absolue  de  A, 
mn 

laquelle  correspond  au  point  B.  '  , 

Pour  résoudre  la  seconde  partie  du  problème,  on  intégrera  deux 

fois  les  trois  équations  des  moments,  ce  qui  introduira  deux  con- 

suntes  pour  chacune,    en  tout  six  constantes;  et  Ton  aura  six 

équations  pour  les  déterminer,  savoir  :  deux  équations  pour  exprimer 

que  la  courbe  passe  aux  points  A  et  B,  et  quatre,  pour  exprimer 

que  les  tronçons  AD,  DE,  EB,  se  raccordent  tangentiellemient  aux 

points  D  et  E.  Voici  comment  on  peut  diriger  les  opérations. 

On  a  à  intégrer  les  trois  équations  différentielles  : 


EI^sTx^    entre  les  limites    x=0    et    x^b\ 
EI^=Yx+jnn(x— 6),    entre    a=6    et    x=c; 


enfin 


El^  =  Yx  +  |nn{«-6)»— in/i(«-c)»,    entre    x  =  e    et    a==a; 


EB. 
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ce  qui  fournit  les 'six  équations  suivantes  : 

1  tronçon  AD» 

EI(y  +  C,x  +  CJ  =  Y^        j 

El  (I +  €',)=  Y^^+lnn(x-6)*  ) 

EI(y+CV  +  C^)=Y^  +  ji5nn(x-6)»-j|jnn(x-c)» 

La  courbe  passant  au  point  A,  on  a  d'abord 

C,=o. 

Quand  on  fait  j:  =  b,  les  deux  tronçons  AD  et  DE  ont  le  même  y 
et  le  même  ^;  donc 

C,  =  C',    et    C',=C,  =  0. 

Qaand  on  fsdt  a:  =  {^9  on  doit  avoir  de  même  pour  les  deux  tron- 
çons DE,  EB,  le  même  y  et  le  même  ^  ;  ce  qui  donne  encore 

C'i  =  C'\    et   c%=C',=  o. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  trouver  la  valeur  de  G^  ;  laisant  x  =  a  dans 
la  dernière  équation,  on  doit  avoir 

donc 

C,xEIa  =  Yj+^[(a-6)»-(a-cn. 
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85,  —  Recherche  des  moments  dinertie  des  sections  usuelles 
de  poutre. 

Rectangle  plein.  —  Le  rectangle  ABGD  étant  donné,  le  centre  de 
gravité  de  la  figure  est  le  point  G  de  rencontre  des 
dçux  diagonales  ;  par  ce  point  menons  une  droite 
XX,  parallèle  aux  côtés  AB,  CD,  et  proposons-nous 
de  trouver  le  moment  d'inertie  I  de  la  section  par 
rapport  à  cette  droite.  Soit  AB  =  a,  AD  =  4. 
Considérons  un  rectangle  infiniment  petit  mnpq 
et  appelons  x  la  distance  Gr  du  côté  mn  de  ce  rectangle  au  centre 
de  gravité  G  ;  la  hauteur  mq  du  rectangle  élémentaire  sera  repré- 
aentée  par  dx^  et  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  XX  sera  égal  à 
adx  X  x^.  Le  moment  d'inertie  total  I  est  la  somme  des  éléments 
ax^dx  étendue  à  toute  la  section  ABCD,  ç  est-à-dire  prise  entre 

les  limites  x  =  —  ^  et  a?  =  +  -  ce  qui  donne  en  définitive  — ; 

on  a  donc 


A 

Fig. 
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Le  maximum  de  la  distance  v  dans  la  section  rectangulaire  ABGD 
it  égal  à  -,  de  sorte  que  la  valeur  minimum  de  -  est  égale  à  ^  ab** 

La  formule  I  ==  —  a6'  peut  se  mettre  sous  la  forme 


l=:o6x^6«. 


Or  ad  est  Taire  Û  du  rectangle  ABCD;  —  A*  est  le  carré  d'une 


la 


longueur  -—^b^  qui  est  le  rayon  de  gyration  de  la  surface  consi- 

a\/3 

dérée. 
.Nous  avions  déjà  trouvé  ces  résultats  par  une  autre  méthode,  §  39. 
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Losange.  —  Cherchons  de  même  le  moment  d'inertie  de  la  sur- 
^•**-  face   ABCD  par  rapport  à  la  diagonale  BD, 

^^  qui  contient  le  centre  de  gravité  G.  Soit 

DB  =  a.    AC  =  6. 
En  suivant  une  méthode  analogue,  on  trouvera 

*     4«      ' 
La  section  û  est  ici  égale  à  -  aé  ;  le  carré  du  rayon  de  gyration  est 

donc 

TT^  ^  84  ^  • 


2 


ab 


et  le  rayon  de  gyration 


«v/6 


6. 


Le  maximum  de  v  est  -,  et  le  minimum  de  -  est  par  conséquent 

égala -i  «A». 

Rectangle  évidé  ou  double  T.  —  Le  moment  I  de  la  section  com- 
««■  «•■  prise  entre  les  deux  rectangles  ABCD,  A'B'G'iy, 

dont  les  côtés  sont  parallèles  et  dont  les  centres 
de  gravité  coïncident  au  point  6,  s'obtient  en 
X  retranchant  du  moment  d'inertie  relatif  au  pre- 
mier rectangle,  le  moment  d'inertie  relatif  au 
second. 


i 
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Soit  donc 


nous  aurons 


AB  =  o,    BC  =  6,    A'B'  =  a',    B'G'  =  6'; 


I  =  :^(a6*-a'6'»). 


Le  maximum  de  v  est  égal  à  -  i. 


Fig.  M. 
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La  même  formule  donne  le  moment  d'inertie  de  la  section  double  T 
qui  se  rencontre  si  souvent  dans  les  constructions 
en  tôle  ;  on  voit  en  effet  que  si  l'on  coupe  la  figure 
MNPQRSTLKIHO  par  la  droite  YY  qui  la  partage  en 
deux  portions  égales,  on  peut  transporter  la  portion 
situéeàdroite  de  cette  ligne  YY  de  maniërequ'ellese 
joigne  en  MO  et  KL,  par  les  côtés  NP  et  ST,  avec  la 
portion  de  gauche.  On  forme  ainsi  un  rectangle  évidé,  sans  alté- 
rer ni  les  éléments  de  la  section  ni  leurs  distances  de  Taxe  XX  des 
moments  d'inertie  ;  le  moment  cherché  I  n'est  donc  pas  changé. 

La  formule  I  =  —  (aé*  —  a'i'*)  donne  le  moment  de  la  section 
is  ^  ' 

double  T,  si  Ton  pose  a  =  MN,  d  =  ML,  a'  =  PQ  +  OH  et  A'  =  HL 

Moment  d'inertie  du  rectangk  ABCD,  par  rapport  à  une  droite  ZZ 

parallèle  au  côté  AB ,  mak  ne  passant  pas 

par  le  centre  de  gravité  6  du  rectangle.  — 

Soit  AB  =  a,  BG  =  *,  enfin  GO  =  h. 

Nous  aurons  à  prendre  la  somme  des  élé- 

ments  ax^dx  entre  les  limites  h et  A  +  •• 

ce  qui  donnera  : 

■=î'[("*l)'-('-l)"]=î°(»'-+T)=-»-»'+n"*-- 


Pig.  «t. 


T-imzr^iid: 


Le  moment  d'inertie  I  par  rapport  à  ZZ,  se  compose  donc  de  deux 
parties  :  l'une  ab  x  A*,  est  le  produit  de  l'aire  de  la  figure  ABCD  par 
le  carré  h*  de  la  distance  à  la  droite  ZZ  du  centre  de  gravité  G  de 

ceite  figure;  l'autre,  — aô*,  n'est  autre  chose  que  le  moment  d'i- 

18 

nertie  de  la  figure  par  rapport  à  une  droite  XX  menée  parallèleaient 
à  ZZ  par  le  centre  de  gravité  G.  On  sait  que  cette  loi  est  générale 
pour  une  figure  quelconque  (§  49)- 

Il  arrive  fréquemment  que,  dans  les  sections  des  poutres  en  tôle» 
l'épaisseur  b  d'une  feuille  soie  très-petite  par  rapport  à  la  distance  h 
du  centre  de  gravité  de  la  feuille  à  l'axe  neutre.  Alors  on  peut  sup- 
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primer  le  terme  —  ai*  dans  la  valeur  de  I,  et  poser  par  approximation  : 

I  =  a6  X  A«. 

Cela  revient  à  prendre  pour  rayon  de  gyration  de  la  section  par 

rapport  à  ZZ  la  quantité  h  au  lieu  de 


VA^. 


Vie.  n. 


^ 


..j 


r 


JB 


86.  — .  Détermination  du  moment  ctinertie  I  dune  section  de 
fmttre  en  tôle. 
1*  Méthode  exacte  appHcabk  aux  petites  poutres. 
Les  poutres  en  tôle  sont  en  général  composées  comme  il  suit  : 
Les  deux  tables  ou  semelles  AB,  CD  sont  réunies  à  une  âme  EF  au* 

moyendesquatrecor- 
m(?re5P,Q,RiS,etla 
section  est  symétri- 
2 '  que  à  la  fois  par  rap- 
port aux  deux  droites 
rectangulaires  XX , 
YY,  passant  par  son 
centre  de  gravité  G. 
P  On  n'a  alors  à  s'oc- 

cuper que  d'une  moitié  de  la  section,  celle  qui  est  située  au-dessous 
de  XX,  par  exemple,  sauf  à  doubler  ensuite  le  résultat. 
On  trouvera  la  formule  : 


y      ^  V     -jf 


OU  bien 


I  =  I \a(*-  (a''a')(^--(a*'^a'y*^'^{a»-^a'^(f^\ 


Celle  formule  s'emploie  pour  le  calcul  des  moments  d'inertie  des 
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poutres  de  faible  hauteur.  L'usage  des  tables  de  cubes  en  simplifie^ 

rapplication. 

2**  Méthode  approximative  pour  les  sections  des  grandes  poutres. 

Nous  supposerons,  pour  plus  de 
généralité,  la  section  non  symé- 
trique par  rapport  à  la  droite  XX 
menée  par  son  centre  de  gravité, 
de  sorte  que  la  position  du  centre 
de  gravité  ne  soit  pas  connue 
d'avance. 

On  prendra  pour  axe  provisoire 
des  moments  une  droite  ZZ,  per- 
pendiculaire au  plan  de  symétrie  YY. 
On  mesurera  sur  l'épure  de  la  sec- 
lion  toutes  les  dimensions  a,  6, 
a\  b' des  rectangles  élémen- 
taires dans  lesquels  la  section  se 

décompose,  et  les  distances  A,  A' des  centres  de  gravité  de  ces 

rectangles  à  la  droite  ZZ. 
Au  moyen  de  ces  données,  on  formera  le  tableau  suivant  : 


Fig. 

•3 

îY 

• 

. 

»•©    *II                       i                       hi 

H'i             i^îl          a'  !               \-% 

»"3                            i»i 

«1 

1 
l 

1 

1 
1 

1 
^    1 

X  ""      ""      " 

« 

1 
1 
1 

,   Y 

1 
1 
1 

i  i  i 

X 

""i    t 

i     ! 

«Tfc    t;i         .o'i    ;  i   ;  il 

KtU 

o"i    i  •    ;   ;     1 

*     1 

1  ^;  !  !  ! 

f 

Z 

|Y 

L 

DÉSIGNAnON 

des 
lectangles. 

AIRES 

des 
rectangles. 

MOMENTS  DES  AIRES 

par  rapport 
kZZ. 

VALEOR  APPROXIMATIVE 

da 

moment  d'inertie 

des  aires  partielles. 

N-0 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

Totaux 

axb 

a'xb' 

a"xb" 

a"'xb'" 

a^Xb^ 
ay^xb^ 

abxh 

afb'xh' 

a"b"xh"    ' 

a"'b"'  X  A'" 

««▼^«▼xA»^ 

a^b^xhy 

flviôvi  X  *▼« 

Qbhx.h 

a'b^h'xh' 

a''b"h"xh" 

a!*'b'"h"' xh'" 

a^bi^h^^  X  /i»^ 

«▼^▼^▼xA^ 

a'^b^kn  X  h^ 

Q 

S 

T 

On  divisera  la  somme  S  des  moments  des  aires  par  la  somme  û 
qui  représente  l'aire  totale  de  la  section  ;  le  quotient  H  sera  la  dis- 
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tacce  à  la  droite  ZZ  du  centre  de  gravité  G  de  la  section.  La  somme  T 
est,  approximativement,  le  moment  d'inertie  de  la  section  par  rapport 
à  ZZ  ;  pom*  en  déduire  le  moment  d'inertie  I  par  rapport  à  la  droite  XX 
menée  parallèlement  à  ZZ  par  le  point  6,  il  faudra  retrancher  de  T  le 
produit  de  l'aire  totale  Q  par  le  carré  de  la  distance  H,  ce  qui  revient 
àretrancher  de  T  le  produit  SH.  On  a  donc  à  faire  la  série  d'opérations  : 

H  =  |,    l  =  T-ÛH«  =  T— SH. 

Cette  méthode  donne  pour  I  une  valeur  un  peu  au-dessous  de  la 
valeur  exacte. 

l*  Méthode  simplifiée  pour  les  grandes  sections  symétriques  par 
rapport  à  la  droite  XX. 

Pj^  j,j  On  néglige  le  moment  d'inertie  de  l'âme;  on 

ajoute  la  section  des  cornières  à  la  section  de  la 
table  voisine  ;  soit  Û  la  section  résultante,  et  I  la 
distance  du  centre  de  gravité  de  la  table  su- 
i^  périeure  A  au  centre  de  gravité  de  la  table  infé- 
rieure B,  On  a  avec  une  approximation  générale- 
ment suffisante  : 


c 


I    X 


Dans  ce  cas,  on  peut  prendre  aussi  pour  valeurmaximum  de  v  la 

quantité  -,  de  sorte  que  -a  pour  valeur  minimum  Û/.  Le  moment 

d'élasticité  a  pour  expression  RQ/,  ce  qui  est  évident,  puisque  Rû 
représente  la  somme  des  forces  moléculaires  développées  en  sens 
difTérents  dans  chacime  des  sections  A  et  B,  et  /  le  bras  de  levier  du 
couple  formé  par  ces  deux  groupes  de  forces. 

OBSEftTATIONS  SUE  LES  ÉQUATIONS  DE  l'ÉQUIUBBEINTÉBUSUR  DES  POUTRES 
DROITES  SOLLICITÉES  PAR  DES  FORGES  NORMALES. 

Homogénéité  des  formules^ 

87.  n  D'est  pas  inutile  de  faire  ressortir  l'homogénéité  des  équa- 
tions obtenues  dans  le  courant  de  ce  cliapitre. 
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Prenons  pour  exemple  l'équation  des  moments  fléchiasants: 

p 

Pour  faire  voir  qu'elle  est  hocnogène,il  suflSt  d'observer  que  le  mo- 
ment M  est  le  produit  d'une  force  par  une  longueur  ;  que  le  coefficient 
d'élasticité  est  une  force  rapportée  à  l'unité  de  surface,  c'est-à-dire 
le  quotient  de  la  division  d'une  force  par  le  carré  d'une  ligne;  enfin 
que  p  est  une  longueur  et  que  I  est  un  produit  de  quatre  dimensions 
linéaires.  On  peut  donc  poser 

M  =  F/  F  et  F'  représentant  des  forces» 

F' 

E  =  «  /,  /',  /",  i**,  des  longueurs. 

I  =  r* 
L'équation  se  réduit  donc  à  la  formule  suivantes 

F' 

L^„ Fi 

ou  bien 

F'__£jrj2 

F  ""      /"*     * 

équation  où  n'entrent  plus  que  des  rapports  numériques  entre  quan- 
tités de  même  nature/ 

Prenons  encore  les  équations  qui  nous  donnent  les  flèches  prises 
par  une  poutre  sous  l'action  de  certaines  forces. 

Pa* 
Nous  avons  trouvé  la  formule  /=  -^  X  B,  où  P  est  un  poids  ou 

une  force,  Q,  un  coefficient  numérique,  a,  une  longueur  ;  E  et  I  ont 
les  mêmes  significations  que  dans  l'exemple  précédent.  Faisons  les 
substitutions  comme  tout  à  l'heure,  et  nous  aurons  : 

P  a^xl* 

=7  et  0  sont  deux  nombres;  et  la  fraction  — ji —  ayant  au  nomêra- 
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teur  cinq  dimeosionSy  et  seulement  quati*e  aa  dénominateur,  se  ré- 
duit à  une  simple  longueur,  de  même  nature  que  la  flèche  /. 

Si  la  charge  était  uniformément  répartie,  la  formule  qui  donne 
la  flèche  deviendrait 

et  le  résultat  serait  le  même  ;  car  alors  p  serait  une  farce  rapportée 
à  une  longueur^  en  sorte  que  le  produit  joa  serait  une  force,  et  en- 
trerait dans  le  calcul  au  même  titre  que  le  poids  P 

On  n'éprouvera  donc  jamais  d'embarras  quand  on  voudra  faire  les 
applications  numériques  des  formules. 

Dans  ces  sortes  de  questions  on  n'a  à  considérer,  en  dernière  ana- 
lyse, que  des  forces  et  des  dimensions  linéaires.  Les  formules  de  la 
dynamique  contiennent  en  outre  le  temps  et  les  masses  ;  elles  sont  un 
peu  plus  compliquées,  mais  elles  peuvent  s'interpréter  d'une  ma- 
nière analogue. 


SUIUTUDE   DES  POCTBES  AU  POINT   DE   VOB  DE  LA  RÉSISTANGB. 


88.  Soit  a  la  portée  d'une  poutre, 

P,  P,  P',  ...  les  forces  normales  qui  y  sont  appliquées,  en  des 
points  dont  les  abscisses,  mesurées  sur  la  poutre  sont  p,  p',  p'',... 

û,  la  section  transversale  de  la  poutre, 

I,  le  moment  d'inertie  de  cette  section  par  rapport  à  la  droite  menée 
par  son  centre  de  gravité  perpendiculairement  au  plan  de  symétrie. 

Considérons  une  seconde  poutre  dont  la  section  ait  la  même  forme 
que  la  première,  et  supposons  qu'on  puisse  passer  de  l'une  à  l'autre 
en  multipliant 

tontes  les  longueurs  a, />,/>',/>, ...  par  un  même  coefficient  a  ; 
les  dimensions  en  largeur  de  la  section  par  un  coefficient  ^; 
les  dimensions  en  hauteur  de  la  section,  par  un  coefficient  y  \ 
les  forces  par  un  coefficient  c. 
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Supposons  enfin  que  le  coefficient  d'élastidté  soit  E  pour  la  pre- 
nûëre  poutre  et  E'  pour  la  seconde. 

La  seconde  poutre  aura  donc  une  portée  aa  ;  elle  sera  soumise  à 
des  forces  normales  Pe,  Fe,  P"€,..,  appliquées  en  des  points  dont  les 
abscisses  seront  pa,  p'a,  p"a, . .,  la  section  sera  égale  à  ûxpy  ;  le  mo- 
ment d'inertie  de  cette  section,  somme  de  produits  dans  lesquels 
entrent  trois  dimensions  en  hauteur^  et  une  dimension  en  largeur, 
sera  égal  à  I  x  ^y*. 

Les  moments  fléchissants  M  de  la  première  poutre  deviendront 

El 
Mxae  pour  la  seconde.  Or  on  a  p=^;  les  rayons  de  courbure 

seront  donc  multipliés,  quand  on  passe  de  la  première  poutre  à  la 
seconde,  par 

E'      Py« 

La  résistance  par  unité  de  surface,  R  =  -p,sera  multipliée  par  le 
produit 

«s  X  Y  «6 


La  résistance  moyenne  à  l'effort  tranchant  est  donnée  ponr  cha- 

£P 
Û 


2P 
que  section  par  une  expression  de  la  forme  -^  ;  elle  sera  donc  mul' 


tipliée  par 

t 
Pï 

L'angle  très-petit,  ^ ,  qui  mesure  la  déviation  de  la  fibre  neutre, 

est  donné  par  l'équation  : 

Cet  angle  est  donc  homogène  à 
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ET' 


et  par  suite  il  est  multiplié  dans  la  seconde  poutre  par  le  tiombre 

«e  X  a  E       a*e 


Eofin,  les  flèches,  y,  sont  données  par  Téquation 

EI{y-xtg9)  =  JjMdx«; 
elles  sont  donc  multipliées  par 

«  X  a«     _  Ett*« 

EV* 

Quand  on  a  étudié  la  déformation  et  la  répartition  des  pressions 
daos  la  première  poutre,  on  peut  en  déduire  par  de  simples  multi- 
plications les  résultats  relatifs  à  la  seconde. 

Nous  donnerons  deux  exemples  de  cette  méthode. 

1*  Cherchons  à  quelles  conditions  les  coefficients  a,  ^,  y,  e,  doirent 
satisfaire  pour  que  les  deux  poutres,  supposées  formées  de  la  même 
matière,  subissent  les  mêmes  pressions  aux  points  homologues. 

n  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  R  et  R'  soient  respectivement  les 

mêmes,  et  par*  conséquent  que  les  multiplicateurs  g-|  et  g- soient 
égaux  à  Tunité.  On  aura  donc 

•=Py»       et       «=T* 

Si  ces  conditions  sont  remplies,  les  flèches  prises  par  les  deux  pou- 
tres seront  entre  elles  dans  le  rapport  exprimé  par  le  nombre  a. 

Qq  a,  en  effet,  pour  le  rapport  des  flèches  le  nombre  r^ ,  puisque  E 

est  supposé  égal  à  E';  or 
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donc 


a«  =  Y»,    et    ^=rY; 


p?  =  T  =  - 


2*  Une  poutre  de  section  rectangulaire,  ABCD,  chargée  de  poids, 
Fig.  95.        repose  sur  le  côté  CD  ;   on  lui  donne  quartier  sans 
^      rien  changer  aux  charges  qu'elle  supporte,  c'est-à- 
dire  on  la  couche  sur  le  côté  AD  ;  on  demande  les 
modifications  qui  en  résultent  dans  la  distribution 
des   pressions  et   dans  les  flèches  prises   par  la 
poutre. 
Les  longueurs  sont  lesmëmesdans  les  deux  poutres, 
'   ainsi  que  les  forces  et  que  les  coeflTiciepts  d'élasticité. 


Donc 


a=i,        e  =  l     et    E  =  E'. 


La  dimension  horizontale  CD  de  la  première  poutre  devient  égale 
à  AD  dans  la  seconde  ;  le  rapport  p  est  donc  égal  au  rapport  j^=^ 

\jmJ 

CD 
des  côtés  du  rectangle.  Le  rapport  y  est  au  contraire  Tyr  ;  donc 

Y  =  g.  Il  en  résulte  que  les  chaires  R,  qui  correspondent  à  la 

flexion,  sont  multipliées  parle  rapport  ^  ,  ou  parle  facteur  P; 

Que  les  charges  R',  qui  correspondent  à  l'effort  tranchant  sont 
multipliées  par  g- ,  c'est-à-dire  par  Tunité; 

Que  les  flèches  sont  multipliées  par  ^^,  ou  par  -„  ou  enfin  par  p*. 

PT  T 


PIÈCKS   LÉr.ÈUEMENT    COUnBÉES. 


89.  Tous  les  problèmes  que  nous  avons  traités  supposent  que  1^ 
pièce  considérée  est  droite  dans  son  élat  naturel.  Mais  cette  hypo^ 
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thèse  n'est  pas  indispensable.  On  sait  que  le  principe  général  de  la 
superposition  des  effets  des  forces  consiste  en  ce  qu'un  nouveau 
groupe  de  forces  appliqué  à  une  pièce  déjà  fléchie,  y  produit  un 
eOet  partiel  qui  s'ajoute  algébriquement  aux  effets  déjà  produits.  Si  la 
pièce  a  naturellement  une  légère  courbure,  les  forces  qu'on  y  appli- 
quera feront  subir  de  même  aux  ordonnées  de  la  pièce  des  variations 
égales  à  celles  qu'elles  produiraient  sur  la  poutre  supposée  recti- 
ligne  ;  et  les  mêmes  équations  subsisteront  pour  ces  denx  pièces, 
pourvu  que  l'on  compte  les  abscisses  sur  la  fibre  neutre  dans  son 
état  naturel,  ou  sur  un  axe  rectiligne  parallèle  à  sa  direction  générale, 
et  les  ordonnées  parallèlement  aux  forces,  à  partir  de  la  fibre  neutre 
Don  fléchie. 


BEMARQUE  GÉNÉEAU. 

90.  Dans  les  problèmes  relatifs  à  la  flexion  des  poutres  droites,  on 
suppose  eu  général  que  la  déformation  reste  assez  petite  pour  n'alté- 
rer sensiblement  ni  les  forces  ni  les  coordonnées  de  leurs  points 
d'application. 

C'est  pour  cela  qu'on  prend  les  moments  des  forces  comme  si  la 
pièce  était  dans  son  état  naturel,  tandis  qu'en  toute  rigueur,  il 
faudrait  les  prendre  dans  l'état  de  flexion,  puisque  l'équilibre  élas- 
tique suppose  cet  état  réalisé.  Comme  on  ne  peut  prétendre  à  une 
solution  tout  à  fait  rigoureuse,  on  choisit  cette  méthode  d'approxi- 
mation qui  a  l'avantage  de  rendre  les  calculs  beaucoup  plus  faciles. 

Nous  verrons  un  peu  plus  loin  (g  io4)  un  exemple  dans  lequel  on 
ne  peut  se  contenter  de  cette  approximation. 


THÉORÈMES  SUR  LA  FLEXION   DES  POUTRES   DROITES. 

91.  —  Quand  une  poutre  droite  est  sollicitée  par  des  forces  nor- 
males, t effort  tranchant  en  un  point  donné  est  égal  à  la  dérivée  du 
moment  fléchissant  en  ce  pmnt^  par  rapport  à  t  abscisse. 

M 


1 

ri 

1               In 

'i    " 

1      ÎF    h' 

"F"               1 

X"'" 

U%  L'EFFORT  TRANCHANT 

Nous  allons  démontrer  d'une  manière  générale  cette  proposition 
que  jusqu'à  présent  nous  avons  seulement  vérifiée  dans  divers  cas 
particuliers. 

^s-  ^'  Considérons  une  poutre  NN';  coupons- 

I       ^  la  par  deux  plans  transversaux  PQ,  PQ', 

définis  par  leurs  abscisses»  x^  sé^  et 
supposons  la  distance  PF,  ou  oi—x^ 
infiniment  petite* 

Soit  M  le  moment  des  forces  élastiques 
développées  sur  la  section  PQ,  dans 
le  tronçon  PP'  ;  il  est  égal,  en  gi*andeur  et  en  signe,  au  moment 
fléchissant  des  forces  extérieures  appliquées  au  tronçon  NPQ. 

Soit  de  même  M',  le  moment  des  forces  élastiques  développées 
dans  la  section  FQ',  et  dans  ce  même  tronçon  PF  ;  il  est  égal  en 
valeur  absolue,  mais  de  signe  contraire,  au  moment  fléchissant  des 
forces  extérieures  appliquées  au  tronçon  FCyN. 

Soit  A  la  résistance  à  l'effort  tranchant  dans  la  section  FA', 
prise  sur  l'élément  de  poutre  PP';  elle  est  égale  en  grandeur  et  en 
signe  à  l'effort  tranchant  dû  aux  forces  appliquées  au  tit)nçon 
PQN. 

Soit  A',  la  résistance  à  l'effort  tranchant  dans  la  section  FQ',  et 
sur  l'élément  PF  ;  elle  est  égale  en  valeur  absolue,  mais  de  signe 
contraire,  à  Teffort  tranchant  dû  aux  forces  appliquées  à  la  partie 
FQ'N. 

Appelons  enfin  F,  la  résultante  des  forces  extérieures  qui  agissent 
sur  la  poutre  dans  l'intervalle  PF  ;  cette  force  pourra  être  coDsldérée 
comme  appliquée  en  un  point  I  de  cet  intervalle,  si  l'intervalle  PF 
est  suffisamment  petit.  Soit  od'  l'abscisse  du  point  I. 

L'élément  de  poutre  PQQ'F  est  en  équilibre  sous  l'action  de  la 
force  extérieure  F,  des  forces  moléculaires  A,  A',  et  des  deux 
couples  de  forces  élastiques  M  et  M'.  Les  conditions  d'équilibre 
se  réduisent  à  deux,  celles  des  forces  et  celles  des  moments. 
L'équation  des  forces  montre  que 

A=F'  +  A',        ou  que       A'-A  =  — F, 


EST  Là  Dérivée  du  moment  fléchissant.  lea 

et  l'éqnatiOD  des  moments,  pris  par  rapport  à  un  point  de  la  section 
FQ",  nous  donne  : 

M  -  M*  +  A(«'— X)  —  ^ix^-^tT)  =  0. 

Ces  équations  ont  lieu  quelle  que  soit  la  longueur  PF  de  Télé- 
ment  considéré.  Supposons-la  infiniment  petite.  Il  peut  arriver 
deax  cas,  suivant  qu'en  faisant  décroître  indéfiniment  la  distance 
J  —  â?,  la  force  F  reste  finie,  ou  devient  infiniment  petite. 

!•  Si,  lorsque  PP  est  infiniment  petit,  la  force  F  est  aussi  infinie 

F 

ment  petite,  de  telle  sorte  que  le  rapport  ^,  soit  un  nombre  fini, 

OD  peut  assimiler  la  force  F  à  un  poids  également  réparti  de  P  en  P', 
à  raison  de  p  unités  de  poids  par  unité  de  longueur.  On  aura  donc 
dans  ce  cas,  F  =  p  x  PP'. 

Remplaçons  donc  x  —  x  par  dx^  M'  —  M  par  rfM,  A'  —  A  par  rfA, 
et  F  par  pdx.  Observons  de  plus  que  a!  —  â^'  est  moindre  que 
£  —  x  on  que  die,  de  sorte  que  le  produit  F  (a/  —  ai')  se  réduit  i 
on  infiniment  petit  du  second  ordre,  plus  petit  que  pdx^.  Suppri- 
mant ce  terme  dans  notre  seconde  équation,  nous  aurons  en  défi* 
nitive  : 

dA  =  —  peKx. 
dM  =  kdx. 

dXi 
De  cette  dernière  équation,  on  tire  ^  ^  A,  ce  qui  démontre  le 

théorème. 
On  a  de  plus 

dA 

et  enfin 

^^  ^ 

Si  p  est  une  constante,  l'intégration  de  ces  équations  donnera  pour 
Aune  équation  linéaire,  A  =  — joa?  +  G  ;  et  pour  M,  l'équation  d'une 
parabole, 
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fésultats  déjà  obtenus  dans  les  exemples  que  nous  avons  examinés. 

Si  p,  au  lieu  d'être  constant,  est  une  fonction  de  x,  l'intégration 
donnera  les  expressions  analytiques  de  A  et  de  M. 

s*"  Supposons  qu'au  point  P,  la  poutre  ait  à  subir  l'actioB 
d'une  force  finie  et  isolée.  Alors  F  n'est  plus  infiniment  petite,  et  la 
différence  A'  —  A  est  finie  et  égale  à  —  F.  La  fonction  A  n'est  donc 
plus  continue  pour  la  valeur  de  x  correspondante  à  la  section  OP. 
Pour  cette  section ,  il  y  a,  en  réalité,  deux  efforts  tranchants,  l'un  situé 
un  peu  avant,  l'autre  un  peu  après  la  force  F.  Mais  on  a  toujours: 

A'— A  =  — F 

et 

dM  =  (A-F)dx. 

La  première  équation  nous  apprend  que  A  —  F  est  égal  à  A'  ;  substi- 
tuant dans  la  seconde,  il  vient  : 

^  =  A'. 
dx 

Cette  expression  montre  encore  que  l'effort  tranchant  est  la  déri- 
vée du  moment  fléchissant  par  rapport  à  l'abscisse;  seulement,  pour 
les  valeurs  positives  de  cLc^  il  faut  introduire  dans  la  formule  celui 
des  deux  efforts  tranchants  qui  correspond  aux  points  situés  un  peu 
à  droite  de  la  force  F.  La  relation 

^  =  A 

est  donc  générale,  à  la  condition  de  tenir  compte  de  la  discontinuité 
de  la  fonction  A,  due  à  l'action  des  forces  isolées. 

Lorsqu'une  poutre  portant  des  charges  réparties  également  ou 
inégalement,  est  sollicitée  en  outre  par  des  forces  isolées,  si  Von  ap- 
pelle p  le  poids,  constant  ou  variable,  qui  s'y  applique  par  unité  de 
longueur  en  un  point  défini  par  son  abscisse  or,  on  devra,  pour  le 
tracé  des  efforts  tranchants,  se  servir  de  l'équation 
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daos  tous  les  intervalles  compris  entre  deux  forces  isolées  consécu- 
tives ;  puis,  au  passage  fie  l'un  de  ces  intervalles  au  suivant,  on  em- 
ploiera la  formule 

A'— A=— F. 

qoi  donnera  la  variation  brusque  subie  par  la  fonction  A,  au  moment 
où  la  variable  x  atteint  et  dépasse  l'abscisse  du  point  d'application 
de  la  force  isolée  F.  Le  contour  représentatif  des  valeurs  de  A  sera 
donc  entièrement  défini  par  ces  équations,  à  une  constante  près, 
qu'il  faudra  déterminer  dans  chaque  cas  particulier. 

Pour  en  déduire  les  valeurs  des  moments  fléchissants,  on  se  ser- 
vira de  l'équation 

dM  =  Adx, 

laquelle  est  vr^e  en  mettant  pour  A  ses  valeurs  successives,  continues 
on  dii<continues.  La  courbe  des  valeurs  de  M  a  donc  pour  ordonnées 
des  longueurs  proportionnelles  aux  aires  $Adx  du  contour  représen- 
tatif des  efforts  tranchants  ;  aux  points  où  A  change  brusquement  de 
valeur,  la  courbe  des  M  a  un  point  anguleux,  mais  ses  ordonnées  va- 
rient toujours  d'une  manière  continue. 

Nous  avons  constaté  un  tracé  de  cette  nature  en  étudiant  le  pro- 
blème de  la  poutre  droite  posée  sur  trois  appuis  de  niveau  (§  83). 

L'équation  -^  =:^  A  définit  le  signe  de  A,  puisque  nous  avons  fait 

ane  convention  sur  le  signe  de  M.  On  voit  que  l'effort  tranchant  doit 
être  considéré  comme  positif  quand  il  tend  à  faire  glisser  de  bas  en 
haut  le  tronçon  situé  àgauche  du  plan  sécant  sur  le  tronçon  de  droite. 
Si  Ton  faisait  une  convention  contraire,  il  faudrait  changer  de  signe 

de  A  dans  la  formule  -7-  =  A. 
dx 

92.  Ce  théorème  permet  de  résoudre  la  question  suivante  :  Étant 
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donnée  une  pièce  droite^  de  section  constante  et  de  longueur  /,  po- 
sée sur  deux  appuis  de  niveau^  trouver  les  charges  à  lui  appliquer 
pour  faire  prendre  à  la  fibre  moyenne  une ,  forme  déterminée. 

On  suppose  donnée  l'équation  y  =  f  {x)  de  la  courbe  qi/e  doit 
reproduire  la  fibre  moyenne  par  suite  de  la  déformation  ;  l'ordonnée 
y  est  supposée  très-petite  pour  toute  valeur  de  l'abscissse  comprise 
entre  x  =  oeix  =  l;îl  faut  en  outre  que  les  tangentes  à  la  courbe 
donnée,  menées  entre  ces  deux  limites,  fassent  un  angle  très-petit 
avec  l'axe  des  x,  de  telle  sorte  que  la  longueur  de  la  oourbe  soit  sen- 
siblement égale  à  /;  qu'enfin  pour  x  =  o^  et  x  =  l^ls.  courbe  don- 
née ait  une  courbure  nulle,  et  passe  par  les  points  d'appuis: 

Appelons  p  la  charge  par  unité  de  longueur  à  répartir  en  un  point 
x  ;  nous  aurons  en  multipliant  y  par  El,  produit  connu  puisque  la 
matière  et  la  section  de  la  poutre  sont  supposées  données  : 

Ely  =  E[f[x)  c=:  F(a;),         fonction  connue; 
Donc 

Elg=P'(a:)==M 

^  =  F-(x)  =  -p. 

Cette  dernière  équation  donne  la  loi  de  la  repartition  cherchée. 
Pour  que  le  problème  soit  possible  dans  les  conditions  de  réaoncët  il 
faut  que/7  soit  partout  positif. 


TBAVAIL  DE  LA  FLEXIOH. 

93.  Nous  avons  vu  (§  i4)  que  lorsqu'une  tige  de  longueur  L  et  de 
section  co  subit  un  allongement  ou  un  raccourcissement  égal  à  X,  le  tra- 

iEwX» 
vai)  des  actions  moléculaires  a  pour  valeur  — = — » 
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Considérons  (fig.  5»,  p.  io5)  la  fibre  mni^  dont  la  longueur,  primi- 
tivement égale  à  1 G  =  dx,  est  devenue  égale  mrri'  par  suite  de  la 
flexion  du  prisme^  le  travail  correspondant  subi  par  la  fibre  est  donc 

Remplaçons  w  W  par  sa  valeur  IG  x  -^ ,  et  faisons  la  somme  des 

expressions  semblables,  pour  tous  les  éléments  de  la  section  AB;  il  vien- 
dra, pour  le  travail  total  de  la  déformation  de  l'élément  prismatique  ' 
AB.VB'. 

Tel  est  le  travail  moléculaire  dû  à  la  déformation  pour  une  lon- 
gueur infiniment  petite  àx  de  prisme. 

L'intégrale  de  cette  expression,  prise  entre  deux  limites,  donnera 
le  travail  moléculaire  accompli  entre  les  deux  sections  correspon- 
dantes. Ce  travail  diffère  de  la  somme  des  travaux  des  forces  exté- 
rieures appliquées  dans  le  même  intervalle;  la  différence  est  la  denn- 
force  vive  acquise  par  la  masse  de  la  poutre  quand  elle  passe  de 
position  naturelle  à  sa  position  d'équilibre  après  la  déformation. 

Cherchons  à  calculer  ce  travail  total. 

Soit  H  le  moment  fléchissant  des  forces  appliquées  sur  la  poutre 
entre  le  point  â:  =  o,  et  le  point  x  =  x.  Nous  aurons  l'équation 


ou  bien 
et  par  suite 
Donc 


El_ii 

P~Er 

El       M^ 
p«  ~  El' 
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Intégrons  par  parties  la  différentielle  Wdx.  11  vient 

C  M«dz=  M  Cm<2x  —  C<fM  C  Mdx. 

Or  \  Mdx  est  égal  au  produit  de  El,  par  la  variation  du  coefficient 

différentiel  -X  de  la  fibre  neutre  déformée,  entre  les  deux  extrémités 

dx  , 

du  tronçon  que  Ton  considère  ;  nous  pouvons  donc  poser 

s:»^=«fê-(i).]- 

Par  suite 

=EiJi4,-Ei{|)_«; 

Donc  enfin 

S;M.^  =  E,Mpj-(|)J-ElJ>^^E.M(g),_ 


=  F.I1I^_1 


=  EIII^-ElJ;Ady. 


SI  Ton  prend  la  poutre  entière,  posée  ou  encastrée  sur  ses  appuis 
extrêmes,  on  aura  à  la  limite  a:  =  /,  soit  M  =  o,  soit  3^  =  o»  ^t  alors 


\  M«da:=:  -El\  Acfy; 
Le  travail  de  la  déformation  est  donc  égal  à 

-jJ^Ady. 


BÉPARTITTON    DE    L* EFFORT  TRANCHANT    ET    GLISSEMENT    LONGITUDINAL 

DES  FIBRES. 

91.  La  théorie  de  la  résistance  au  glissement  longitudinal  des  fibres 
n*a  été  introduite  dans  l'enseignement  élémentaire  qu'à  la  suite  d'une 
série  d'expériences  faites  en  Russie,  par  M.  le  colonel  Jourafski,  sur  la 
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flexion  de  pièces  formées  de  planches  superposées  (ij.  Voici  com- 
ment on  peut  se  rendre  compte  de  ce  nouvel  effet. 

Coupons  la  poutre  par  deux  plans  normaux  infiniment  voisins, 

PQ,  VQ\  définis  par  leurs  abscisses  x,  etx  +  dx;  soit  GG'  le  plan 

^'^-  "•  de  la  fibre  neutre.  Menons,  parallèlement 

à  ce  p^an,  deux  plans  infiniment  voisins 


^ 


mr       ^7^    ""'^'i  ^^'i  définis  par  leurs  ordonnées 


n* 
m' 

JG*       [--.^-^    (j^_-^^  gj.  Gnz=v  +  dv.    Ces   deux 
plans  intercepteront  dans  l'élément  de 
*  ^'  poutre  PQQ'F,  une  tranche  ou  fibre 

particulière,  projetée  en  mm'n'n. 

La  pression  R  développée  par  la  flexion  sur  l'unité  de  surface  au 
point  m  est  donnée  par  l'équation 

—  =  M,       d'où  Ton  tire       R  =  ^^5. 
t>  1 

Appelons  u  la  largeur  de  la  section  de  la  poutre  au  point  m.  La 
section  transversale  de  la  fibre  mm'n'n  est  égale  à  udv  ;  et,  par 
suite,  la  fibre  reçoit  sur  sa  face  mn  une  pression   totale  égale 

Sur  sa  face  m'»',  la  fibre  reçoit  en  sens  contraire  une  pression  totale 
égaleàRWt?,en  appelantR'la  valeur  que  prendRdans  lasectionmV; 
en  somme,  la  fibre  mr.i'  est  sollicitée  par  une  pression  totale  égale  à  la 
différence  (R'  -r  R)  udv.  Mais  R'  —  R  est  la  différentielle  partielle 
de  R  relativement  à  a:,  et  nous  pouvons  remplacer,  suivant  la  nota- 
tion consacrée,  R'  —  R  par  -i-  dx  ;  la  poussée  subie  par  la  fibre  est 
donc  mesurée  par  l'expression  analytique 

dR^  ^ 

dx 

Cette  force  horizontale  est  équilibrée  par  les  actions  moléculaires 
développées  par  la  cohésion  de  la  matière  dans  les  plans  mm\  mi. 

(I)  Armales  des  ponts  et  chaussées,  18SG. 
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Désignons  par  S  la  mesure  de  cette  force  de  cohésion,  rapportée 
à  l'unité  de  surface,  dans  le  plan  mw!.  S  sera,  dans  l'intervalle  des 
plans  PQ,  P'Q',  une  fonction  de  v^  et  nous  retrouverons  cette  force 
dans  le  plan  nn\  augmentée  de  sa  différentielle  partielle  relative  à  v^ 
et  dirigée  en  sens  contraire. 

La  surface  d'application  de  la'  première  force  est  égale  à  udx\  la 

surface  d'application  de  la  seconde  est  iu  -4- j-  dv\dx^  et  prenant 

la  différence  de  ces  actions  contraires,  il  vient  en  effaçant  les  infiniment  • 
petits  du  second  ordre  : 

(s  +  fdt,)(«+^dr)to-Su<f^= 

=  -r-  udvdx  +  s  ^-  dvdx  = 
dv  dv 

dv 

L'équation  des  forces  projetées  sur  un  axe  parallèle  à  la  poutre  est 

donc  simplement 

dR  ,  •       d.(Su)  ,  , 
dx  dv 

Ou  bien 

dK  ^  djSu) 

dx         dv  ' 

Supposons  que  la  section  de  la  pièce  soit  la  même  en  tous  les 
points  de  la  portée.  De  l'équation  R  =  — ,  dans  laquelle  1  sera  con- 
stant, on  déduira  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  x  : 

dR_udM_Aî; 
dx"!  dx""  I  ' 
Donc 

d(Su)  _  kuv 
d»   ""    I  • 

L'effort  tranchant  total,  A,  est  une  fonction  de  x  seul  ;  on  aura  donc, 
en  intégrant  sans  faire  varier  x^ 

^         C^Xuvdv  ,  „ 
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H  étant  une  constante  arbitraire  par  rapport  à  «,  c'est-à-dire  une 
fonction  de  x  seul. 

A  et  I  peuvent  sortir  du  signe  l  puisqu'ils  sont  indépendants  de  v; 
posons 

uvdv  =  9(r); 


i' 


la  fonction  (p  est  déterminée  par  la  forme  même  de  la  section  ;  c'est 
une  fonction  continue  quelle  que  soit  cette  forme,  et  elle  s'annule 
pour  t;  =  o,  c'est-à-dire  pour  la  fibre  moyenne  ;  elle  exprime  la 
somme  du  moment  des  éléments  de  sections,  par  rapport  à  la  ligne 
neutre.  On  a  en  définitive  : 

Si  l'on  fait  r?  =  o,  et  qu'on  appelle  u^  la  valeur  correspondante  de  u^ 
ou  la  largeur  de  la  pièce  dans  le  plan  de  la  fibre  moyenne,  il  vient 
H  =  t<»S«.  Le  produit  uS  est  la  mesure  de  la  résistance  totale  au 
glissement  des  fibres,  rapportée  à  l'unité  de  longueur  de  la  poutre, 
pour  une  fibre  définie  par  la  quantité  v;  H  est  cette  même  mesure 
pour  le  plan  de  la  fibre  neutre. 

Pour  trouver  la  valeur  de  H,  faisons  v  =  v\  valeur  extrême  de  v  ; 
nous  devrons  trouver  S  =  o ,  puisqu'il  n'y  a  plus  de  cohésion  sur 
la  fibre  extrême  de  la  pièce.  Donc 

A  A 

H  =  y  ?  (tj'),     et  par  conséquent    «S  =  y  [?(r)  — ç(t>')l. 

95.  La  considération  du  glissement  longitudinal  conduit  à  la  ré- 
partition de  l'effort  tranchant  total  A,  entre  les  différents  points  de 
la  section  PQ. 
Appelons  T  la  résistance  à  l'efTort  tranchant  rapportée  à  l'unité  de 
Pig.  »«.  surface,  telle  qu  elle  existe  dans  la  fibre  mn. 

TA  ^  La  résistance  totale  développée  en  mn  sera 

ludv.  Dans  la  section  m'w',  nous  aurons  de 
A^         même  une  résistance  Tudv,  et  T  ne  diffé- 
rera de  T  que  d  une  quantité  infiniment 
"tf~"         petite,  égale  à  la  différentielle  partielle  de 
T  par  rai)port  à  x. 


._p  1 

„  ' S', — _V 

c^ 


r         '    \v 
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De  même  les  résistances  au  glissement  sont  S  et  S'  par  unité  de 
surface,  et  les  résistances  totales  sont  Sudx,  et  S'u'dx,  S' et  t/  diffé- 
rant respectivement  de  S  et  de  u,  de  quantités  infiniment  petites, 
égales  à  leurs  différentielles  partielles  par  rapport  à  v. 
^  La  fibre  est  encore  sollicitée  par  des  forces,  Rurfr,  RW»  qui 
s'exercent  dans  le  sens  de  la  longueur,  et  suivant  la  ligne  moyenne 
de  la  fibre,  et  par  une  force  /,  qu'on  peut  supposer  appliquée  en  un 
point  0  de  cette  ligne  moyenne,  et  qui  représente  la  part  des  forces 
extérieures  appliquée  directement  à  cette  fibre. 

Prenons  par  rapport  au  point  0,  le  moment  de  toutes  ces  forces 
qui  se  font  équilibre.  Les  moments  des  forces  R,  R'  et/  seront  nuls, 
puisque  ces  forces  passent  par  le  centre  des  moments.  Restent  donc 
les  moments  des  forces  S,  S',  T,  T,  qui  sur  la  figure  tendent  toutes 
à  faire  tourner  dans  le  même  sens  leurs  points  d'application.  Ces 
forces,  différant  infiniment  peu  deux  à  deux,  se  réduisent  à  la  limite 
&  deux  couples,  et  la  somme  des  moments  de  ces  couples  doit  être 
égale  à  zéro  :  on  a  donc 

Sudx  X  de  -H  Tudv  x  dx=  0, 
etparsuite  S  +  T  =  o.      ou      T  =  -S, 

d'où  résulte  le  théorème  suivant  :  En  un  point  quekonque,  la  résis- 
tance au  glissement  longitudinal  des  fibres  est  égale,  en  valeur  ab- 
solue, à  la  résistance  locale  à  F  effort  tranchant,  rapportée  à  t  unité 
de  surface  {i). 

96.  Application  au  rectangle  &>i.b. 

Fig.  M. 

— - — *■  On  aura 


"-1 


Ji«  tS^^ri.^  rt.  «  ■'•  °5  "*  parUcaller  done propoiillon beancoop  pliu générale 
^n^^.  ™î  I  «asticl.e  En  an  point  donné  d'un  corp.  gollde.  menons  trol.  plans 
MrtangulairM;  évaluons  les  forces  élastiques  rapportées  i  l'uuiW  de  surface  qui  s'mm! 
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uvdv  3s  V  avdv  =  scn^ 
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I=^a6.. 


L'équation 


deviendra 


Sa  = 


Â«" 


Su  =  j  (?(!>)-?(»')) 

(_ar«-ja-^),      ou     8  =  ^(^-^-5), 


Pour  t;  =  o,  onaS  = f -r  )  ;  la  résistance  au  glissement  lon- 
gitudinal est  donc  égale,  en  valeur  absolue,  à  une  fois  et  demie  l'effort 
tranchant  moyen  -^. 

Pour  t?  =  db  -,  on  a  S =0,  pour  les  faces  horizontales  de  la  pièce. 

•7.  Application  à  la  poutre  double  T.  —  Soit  b  la  hauteur  de 

la  poutre;  b'  la  hauteur  de  l'âme;  a  la  largeur  des  tables;  A,  celle 

de  l'âme;  et  soit  c  l'épaisseur  des  tables  en  sorte 

que  6  =  6'+  ac. 

Mous  aurons  de  plus  u=k^  pour  les  valeurs  de  t; 

b'  ô'  .  , 

comprises  entre et  H —  ,etw  =  a  pour  les 

valeurs  de  v  comprises  entre ,  et ,  d'une 

part,  et  entre  H —  et  +  -,  de  l'autre. 


Fîg.  flOO. 

• 


î 

G  \V 

I 

li« 


ccot  anr  chacan  d'eux;  dëcomposoDS- les  ensuite  parallèlement  aux  trois  axes  formes  par 
kl  intersections  mutueilea  de  ces  plans  ;  nous  aurons  ainsi  pour  chaque  plan  trois  com- 
pountes.  Tune  normale  au  plan,  et  les  deux  autres  situées  dans  le  plan.  Nous  appelle- 
rons eelles-ci  composantes  tangentielles.  Cela  po8é>  deux  composantes  tangentielles  nor- 
Bnles  à  l'intersection  des  deux  plans  où  elles  sont  contenues  chacune,  «eront  égales 
CDtrs  elksy  et  par  suite  les  six  composantes  tangentielles  seront  égales  deux  à  deux.  Ce 
théorème  peut  être  généralUé  de  la  manière  sulTame  :  «  Si,  en  un  même  point  d'un 
nUIlea  solide,  E  et  Ë'  sont  les  forces  élastiques  qui  s'exercent  sur  deux  éléments 
pisBs*»  et  tù\  ayant  respectivement  pour  normales  les  droites  L  et  L',  la  projection 
^  i£  sur  L'  est  égale  à  la  projection  de  E'  sur  L.  b  V.  Lamé,  Leçons  sur  réiasiiciié, 
2-*  leçon. 
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Donc 

\  uvdv  =  \  kvdv  ^  A  •^, 

si  t;  <  -  est  en  valeur  absolue;  et 

2 


si  v  est,  en  valeur  absolue,  supérieur  à  cette  limite. 
On  a  donc 

9{v)  =  k-^    de    t?  =  0    a    »  =  "5- 
et 

^(r)  =  \  «txit?  4- \   ttrdt>  =  a— —  (a— A:)  —    de    v  =  -5-    à    o=s^* 

î 

Mais 

Donc 

et  enfin,  substituant  dans  l'équation^ 

« 

on  aura 

si  V  est  compris  entre 

et 

c       A/  t^     ,        ..ô"»      ab*  ,  ,        ,,b'*\      kaf .      V\ 

si  t;  est  en  dehors  de  ces  limites. 
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98.  Reportons-nous  à  la  question  traitée  au  §  73  ;  nous  avions  laissé 
décote  la  détermination  des  efforts  de  glissement  T^,  T„,  parallèles 
aux  axes  GD,  GV  (fig.  67).  Connaissant  la  loi  de  répartition  de 
l'effort  tranchant,  nous  pouvons  en  fixer  les  valeurs. 

Observons  d* abord  que  dans  l'analyse  du  §  73,  la  variable  u  n'a 
pas  la  même  signification  que  dans  le  calcul  du  §  94.  Dans  ce  der- 
nier paragraphe  u  représente  la  largeur  totale  de  la  section  à  b  dis- 
tance V  de  la  fibre  neutre  ;  dans  le  §  73,  w  est  une  ordonnée  comptée 
à  partir  de  Taxe  de  symétrie  GV,  perpendiculairement  à  cet  axe. 
Revenons  à  cette  notation;  nous  aurons  à  satisfaire  aux  trois 
équations 

\\Tududv=^  0 

\\Tt,dudv^ky 

U  (T„u  — Tur)durfr  =  0. 

Les  doubles  sommes  sont  étendues  à  tous  les  éléments  de  la  sec- 
tion. On  voit  sur-le-champ  qu'on  satisfait  à  ces  équations  en  posant 
T,  =  o  et  en  prenant  pour  T„  une  fonction  de  v  seul.  Les  équations 
se  réduisent  alors  à  deux,  savoir 


et 

UT,u(li/dr  =  0, 

et  pour  la  simplicité  de  l'écriture  nous  supprimerons  Tindice  de  T,, 
la  confusion  avec  T»  n'étant  plus  possible,  puisque  ce  dernier  effort 
est  supposé  nul  et  disparaît  des  équations. 

La  dernière  équation  est  satisfaite  d'elle-même,  à  cause  de  la 
symétrie  de  la  section  par  rapport  à  son  plan  moyen  VGX  {fig.  67). 

L'mtégrale  \  Tududv  prise  par  rapport  à  t*  est  nulle  pour  une  bande 

entière  de  la  section  à  la  hauteur  définie  par  la  quantité  v,  puisque  T, 
fonction  de  v  seul,  est  constant  pour  tous  les  points  de  cette  bande, 
et  que  le  centre  de  gravité  est  sur  l'axe  GV. 
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Reste  â  vérifier  Téquation 

U  Tdudv  =  A, 

lorsqu'on  y  fait  T  = — S,  en  continuant  d'appeler  S  la  résistance  par 
unité  de  surface  au  glissement  longitudinal.  La  largeur  totale  de  la 
section  à  la  distance  v  de  la  fibre  neutre  n'est  plus  exprimée  par 
?(,  mais  bien  par  2u,  u  étant  l'ordonnée  positive  du  contour  de  la 
section.  Intégrons  d'abord  la  différentielle  du  entre  les  limites  — u 
et  +  u,  nous  aurons 

\    %Tudv=zX; 

nous  prenons  l'intégrale  entre  les  limites  v'  et  v'\  qui  correspon- 
dent aux  points  de  la  section  les  plus  éloignés  de  la  fibre  neutre. 
Mais  (8  94) 

Soit  donc 

y2wd»  =  F(r),     . 

fonction  qui  s'annule  pour  v  =  v'  et  pour  v  =  v^. 
Mous  aurons 

STudr  =  —  2Sttdc  =  —  ^  F(t), 
et  par  suite 

\    2Ttt(ft=-^\    F(t?)<fe. 

Intégrons  par  parties,  il  viendra 

\  F(v)dv  =  vF{v)  —  \  vF'{v)dv  =  vF{v)  —  V  %uv*d». 
Aux  limites,  F  (v)  est  nulle  ;  donc 

\  '  Fiv]dv  =  —  \     Ut^dv  =  —  I. 
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Dooc  enfin 


r 


aTu(ft7=^xï  =  A, 


et  la  vérification  est  opérée. 


CHAPITRE  IL 

FLEXION  PLANE  DES  POUTRES  DROITES  SOLLICITÉES 

PAR  DES  FORCES  OBLIQUES  A  LEUR  DIRECTION,  MAIS  DIRIGEES 

DANS  LE  PLAN  DE  SYMÉTRIE. 


99.  Les  lois  de  l'équilibre  intérieur  des  pièces  droites  sollicitées 
par  des  forces  quelconques  contenues  dans  le  plan  de  symétrie,  se 
déduisent  en  appliquant  le  principe  général  de  la  superposition  des 
effets  des  forces,  des  lois  trouvées  dans  les  cas  particuliers  où  les 
forces  agissent  dans  la  direction  même  de  la  pièce,  ou  perpendicu- 
lairement à  cette  direction. 

Soit  MN  une  poutre  droite,  et  soient  F,  F les  forces  qui  sol- 

*i8  *û«-  licitent  cette  pièce  et  qui  sont  toutes 

^ p       7,^  ^    .      situées,  par  hypothèse,  dans  sqq  plan 

"  r~"  G  "^  "  "Y  1  "  de  symétrie.  Menons  un  plan  PQ,  per- 
\f  pendiculaire  à  sa  direction ,  et  consi- 
dérons spécialement  le  tronçon  PQN,  sollicité  par  les  forces  F,  F,... 
II  y  aura  équilibre  entre  ces  forces  extérieures,  et  les  forces  mole* 
culaires  développées  dans  la  section  PQ. 

Appelons  a,  a' les  angles  des  forces  F,  F, avec  la  direc- 
tion de  la  poutre  ;  nous  pouvons  décomposer  chacune  de  ces  forces 
en  deux  composantes,  lune  F  cos  a,  parallèle  à  la  pièce;  l'autre, 
F  sin  a,  perpendiculaire* 
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La  somme  Fcos  a  -{-  F  cos  a'  + sera  l'effort  d'extension  ou 

de  compression  exercé  par  les  forces  sur  la  section  PQ  ; 

La  somme  F  sin  a  +  F  sin  a'  + sera  l'effort  tranchant  de  la 

poutre  dans  cette  section; 

Et  la  somme  des  moments  F  sin  a  x  /  +  F  sin  a  x  /*  + des 

composantes  normales,  par  rapport  à  un  point  de  la  section  PQ,  est 
le  moiuent  fléchissant  de  la  poutre. 

Chacun  de  ces  trois  efforts  produit  sur  la  pièce  la  môme  déforma- 
tion que  s'il  agissait  seul,  et  le  problème  de  la  flexion  est  ramené  à  la 
composition  de  ces  effets. 

On  peut  admettre  que  les  composantes  parallèles  F cosa,  Fcosa  ,.- 
sont  toutes  appliquées  en  un  point  de  la  fibre  moyenne  ;  dans  ces  con- 
ditions, r effort  d'extension  ou  de  compression  se  trouve  uniformément 
réparti  dans  chaque  section. 

Convenons  de  prendre  positivement  les  compressions,  et  négative- 
ment les  extensions,  ce  que  nous  avions  déjà  fait  dans  l'es  exemples 
précédents;  cela  revient  à  prendre  pour  a  l'angle  formé  par  la  direc- 
tion d'une  force  F,  avec  la  partie  de  la  fibre  neutre  qui  se  dirige  vers 
la  section  PQ,  en  tournant  toujours  dans  un  même  sens. 

La  force  F  cos  a  +  F  cos  a'  +  ....  =  P,  se  répartissant  également 
dans  toute  section  û,  y  donne  une  compression  par  unité  de  surface 

égale  .  ï. 

L'effort  tranchant  F  sin  a  +  F  sin  a'  +  •.. .  =  A,  ne  se  répartit  pas 
également,  ainsi  qu'on  l'a  vu,  dans  la  section  û,  mais  il  y  déve- 
loppe un  effort  moyen,  —,  tangentiel  au  plan  PQ.  L'effort  tranchant 

pe  produit  d'ailleurs  qu'une  déformation  négligeable. 

Le  moment  fléchissant  F/ sin  a  +  F/"'  sin  a'  +  =  M,  con- 
sidéré seul,  donnera  dans  la  section  PQ  une  distribution  d'efforts  nor- 

Mv 
maux  à  ce  plan  PQ,  définie  par  la  formule  R  =  -y. 

Réunissant  ensemble  le  premier  effort  et  le  troisième  qui  sont  tous 
deux  normaux  au  plan  PQ,  on  aura  la  distribution  définitive  des 
compressions  dans  cette  section  par  la  formule 
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R-5+y. 

Les  moments  M  sont  toujours  pris  par  rapport  à  la  perpendiculaire 
aa  plan  de  symétrie,  menée  par  le  centre  de  gravité  G  de  la  sec- 
tion PQ.  On  remarquera  que  le  moment  M  des  forces  normales  Fsina, 
est  égal  au  moment  des  forces  F  elles-mêmes  ;  car  les  composantes 
Fcosa,  passant  par  le  point  6,  ont  un  moment  nul. 
100.  Il  reste  à  chercher  la  forme  prise  par  la  fibre  moyenne. 
Si  les  composantes  normales  agissaient  seules»  la  fibre  moyenne 
Fig.  ioî.  GG'  prendrait  une  courbure  dont  le  rayon  p  satis- 

^  ferait  à  l'équation  : 

51  =  M. 

Soit  0  le  centre  de  courbure  de  Tare  GG'  dans 

cette  hypothèse. 

L'effet  des  forces  P,  qu'on  Joit  ajouter  à  celui 

des  forces  normales,  produira  une  déformation 

égale  sur  toutes  les  fibres  perpendiculaires  au  plan  PQ. 

Appelons  dx  la  longueur  de  l'arc  GG'  dans  son  état  naturel*  L'effet 

de  la  force  P  sera  de  raccourcir  cet  arc  d'une  quantité  donnée  par 

Vdx 
la  formule  /  =  -^^^  de  sorte  que  l'arc  dx,  deviendra,  après  cette 

déformation,  égal  kdx  (i  —  ^^ . 

Le  résultat  de  Tapplication  de  la  force  P  est  donc  de  trans- 
porter le  plan  P'Q'  parallèlement  à  lui-même  en  V"Q!\  d'une  quantité 

Le  rayon  de  courbure  p  =  OG,  pris  par  la  fibre  moyenne  sous 
Taction  des  forces  normales,  est  donc  réduit,  par  l'effet  des  forces 
longitudinales,  à  CG  =  p',  et  l'on  a  la  proportion  : 

OG""GG'~  dx  "■*       EU' 
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donc 

mais 

El 

et  enfin 

El/.       P\     El     p^1_/e_p\I 

p 
Or  le  nombres  est  toujours  beaucoup  plus  grand  que  le  rapport  -; 

et  comme  îl  n*est  pas  exactement  connu,  il  serait  tout  à  fait  illusoire 

p 
de  conserver  le  terme  ~  dans  la  parenthèse;  pour  le  fer  par  exemple 

E  atteint  la  valeur  de  20  milliards,  tandis  que  la  pression  moyenne, 
p 

- ,  est  limitée  à  6  pu  7  millions  au  maximum  ;  or  on  est  loin  d'a- 
voir déterminé  la  valeur  numérique  de  E  avec  une  approximation 

p 
relative  d'un  millième.  Effaçant  donc  le  terme  - ,  il  vient  la  formule 

réduite 

,      El 

ou,  en  effaçant  Taccent, 


p 

la  suppression  de  ~  devant  le  nombre  E  revient  donc  à  confondre  le 

point  0  avec  le  point  C,  et  la  déformation  se  retrouve  la  même  que 
si  les  composantes  parallèles  à  la  pièce  n'existaient  pas. 

En  résumé,  on  calculera  pour  les  diverses  sections  les  efforts  nor- 
maux, par  unité  de  surface  au  moyen  de  la  formule 

r-^  +  MH 
"-C  +  T' 

et  on  trouvera  la  forme  prise  par  la  fibre  moyenne  à  Taide  de  la 
formule  • 
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formule  identique  à  celle  que  l'on  a  établie  pour  le  cas  des  forces 
normales. 

L'effort  tranchant  A  sera  toujours  égal  h  la  somme  algébrique  des 
composantes  normales;  et  la  résistance  moyenne  par  unité  de  sur- 

face  sera,  dans  la  section  PQ,  égale  à  -.  Les  forces  P  n'influent  ni 

sur  la  distribution  de  l'effort  tranchant,  ni  sur  le  glissement  lon- 
gitudiDal  des  fibres. 

Les  composantes  longitudinales  n'entrant  ni  dans  le  moment  M,  ni 
dans  l'effort  tranchant  A ,  on  voit  que  l'on  peut  dire  encore  que  l'effort 
tranchant  est  la  dérivée  du  moment  fléchissant  par  rapport  à 
l'abscisse. 

La  fibre  qui  conserve  sa  longueur  n'est  plus  la  fibre  moyenne  ;  c'est 
la  fibre  pour  laquelle  R  =  o,  ou  celle  qui  est  donnée  par  l'équation 

_       PI^_PK« 
*^    "■      MÛ""     TT* 

i  étant  le  rayon  de  gyration  de  la  section. 


APPLICATIONS 


101.  Soit  AB  une  pièce  droite  inclinée,  comme  par  exemple  l'arba- 

Fig.  103.  létrier  d'une  toiture.  Nous  supposons 

qu'aux  points  A  et  B,  la  poutre  soit 

coupée  de  telle  sorte  qu'elle  pose 

par  une  surface  horizontale  sur  les 

murs  G  et  D  qui  lui  servent  d'appui. 

On  pourra  donc  admettre  qu'il  n'y  a 

aucune  tendance  au  glissement,  et 

que  les  réactions  des  appuis  sont 

verticales.  Appelons  a  la  projection  horizontale  AE  de  la  poutre, 

«l'angle  BAE  qu'elle  fait  avec  l'horizon,  et  /  la  longueur  AB. 

Soit  p  le  poids  réparti  uniformément  sur  la  pièce ,  par  chaque 
unité  de  longueur  prise  sur  la  projection  horizontale  AE.  Le  poids 
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total  de  la  pièce  sera  pa  ;  il  se  partagera  également  entre  les  denx 

appuis,  qui  supporteront  chacun  ^. 

Prenons  la  fibre  moyenne  AB  pour  axe  des  x,  et  le  point  A  pour 
origine.  Considérons  un  point  M  quelconque,  à  une  distance  k}IL=x. 
Les  poids  répartis  de  A  en  M  donnent  une  charge  totale  égale  à 
;?xAN=jDXa?costt;  d'où  résultent  les  équations: 

P  =  ^  sin  «  — px  ces  a  X  sin  a       (compression), 

A  =  ^  ces  a— px  ces  a  X  cos  a       (effort  tranchant)» 

M  =  ^  X  0?  COS  a  —  px  cos  a  X  — 5 —     (moment  fléchissant). 

Cherchons  la  forme  de  la  fibre  moyenne,  en  intégrant  l'équation 
„,  d'tf     pa  ces  a        1         ,    , 

ce  qui  conduit  aux  équations 

E,(|-.tg,)=£^V-Jpcos.«., 

El  (y-.xtg9)  =  £^^ï»-^pC08*«X*. 

Faisons  â?  =  /  dans  la  dernière  équation,  et  nous  devrons  avoir 

y=o. 
Donc 


et 


Entg9  +  £2g^/»-^p/*co8««  =  0, 

tff pg  cos  «  ^     P^'  cos*  « 

^^^  42 El     "^     24EI    • 

On  peut  remplacer  /cos  a  par  a,  et  / par  -^  ;  il  viendra 


pcr        ,         pg*       _       4  _pfl^ 


*^^  12  El  COS  a  "^  24  El  cos  a  ""      24EIcosa* 

Tout  est  alors  déterminé  dans  l'équation  de  la  fibre  neutre^ 
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La  flèche  /  de  la  poutre,  prise  positivement,  et  rapportée  à 
Taxe  AX,  sera  donnée  par  la  formule  : 

'        El  ces*  a  ^384* 

Od  calculera  enfin  les  efforts  auxquels  la  matière  est  soumise 
par  la  fonnule  : 

R  =  ?4.^^ 
R  =  2  +  -y-. 

102.  Pour  la  discussion  de  cette  formule,  on  pourra  construire 

p 

;ilg.  io3)  des  lignes  dont  les  ordonnées  représentent  les  valeurs  de  - 

et  ~.  La  section  étant  supposée  partout  la  même,  Û  et  I  sont  des 

constantes-,  on  prendra  pour  v  les  valeurs  qui  correspondent  aux 
points  de  la  section  les  plus  fatigués,  c'est-à-dire  les  plus  cloignés 
de  la  fibre  neutre  ;  ce  qui  donnera  pour  v  deux  valeurs  constantes, 
l'une  positive,  l'autre  négative.  11  y  aura  donc  deux  courbes  à  con- 

stniire  pour  représenter  les  valeurs  qu'on  doit  attribuer  à  -=- ,  Tune 

pour  la  face  supérieure,  l'autre  pour  la  face  inférieure  de  l'arbalé- 
trier; chacune  de  ces  courbes  sera  une  parabole,  comme  on  le  voit 
par  l'expression  analytique  de  M.  On  ajoutera  ensuite  algébriquement 

les  ordonnées  de  la  droite  —  aux  ordonnées  des  deux  courbes  ^  ; 

ce  qui  conduira  au  tracé  de  deux  nouveaux  arcs  paraboliques,  dont 
on  cherchera  les  plus  grandes  ordonnées  prises  en  valeur  absolue  ; 
les  abscisses  correspondantes  indiqueront  les  sections  où  la  matière 
supporte  les  plus  grandes  charges. 
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Épure  des  valeurs  Hnùtes  de  R,  pour  une  section  rectangulaire  RST. 
Kg.  i04.  FGH,    ligne    droite  ^ 

passant  au  milieu  (j  de 
la  portée  AB.  Les  ordon- 
nées de  cette  ligne  re- 
présentent les    valeurs 


de? 


Mt; 


AIE,  parabole  des  va- 
b 


leurs  de  -y  ,  pour  t;  égal  à  sa  limite  positive,-) — 

AFB,  la  même  parabole,  repliée  au-dessous  de  la  droite  AB,  et 
représentant  par  ses  ordonnées  négatives  les  valeurs  de  -y-  ,  pour  t; 

égal  à  sa  limite  négative, . 

FLINH ,  parabole  des  valeurs  de  -  +  y-  pour  w  =  +  -  (face  su- 
périeure de  l'arbalétrier). 

HL'I'iN'F,  parabole  des  valeurs  <ï^  5  +  -r-  po^r  v  = (fac« 

inférieure  de  l'arbalétrier). 

Ces  deux  paraboles  sont  symétriques  Tune  de  l'autre  par  rapport 

a^".  point  G. 

P       Mt? 
Les  abscisses  des  points  où  la  fonction  tt  +  -y-  atteint  son  maxi- 
mum, peuvent  se  déterminer  sur  l'épure  ;  mais  on  peut  aussi  les 
chercher  directement  en  observant  qu'elles  sont  données  par  la  re- 
lation : 


ou  bien 


—  p  ces  g  sm  a 


+  ?(^COSa  — paîCOs'aj  =  0. 


Supprimant  le  facteur  p  cos  a,  et  remplaçant  t;  par.  zb  -  ,  il  vient  en 


définitive 


TT  —  xcosa  =  ±rrT-sma. 


D*(JN  ARBALÉTRIER. 

K|.  iû5.         ji2^3  pour  le  rectangle  de  dimensions  c  X  6, 


ift5 


donc  enfin 


l=-^cb\       û  =  c6,. 


a  _.   6  sîn  a 


Vig.  106. 


Le  signe  supérieur  correspond  à  la  face  supérieure  de  Tarbalétrier, 
le  signe  inférieur  à  la  face  opposée. 
Pour  construire  les  points  cherchés,  prenons  sur  AB  une  longueur 

Aa  =  -  ;  du  point  a,  abaissons  la  verti- 
cale af;,  jusqu'à  la  rencontre  de  Thori- 
zontale  AE;  projetons.de  même  le  point 
G,  milieu  de  AB  en  K  sur  la  droite  AE, 
et  prenons,  de  part  et  d'autre  du  point  K, 
A~î        Ï^-Tv  Ê    deux  longueurs  K'K  =  rK  =  ap;   puis 

menons  K'H,  K"H',  parallèles  à  GK.  Les  points  H  et  ff  seront  les 

points  cherchés.  En  effet,  on  à 


AK'=AHcosa    et    KK'=AK— AK^^a- 


-AUcosa=aP= 


=Aasina=-6sina. 
o 


Donc  AH  est  l'abscisse  qui  correspond  à  la  détermination  positive  du 
second  membre  de  la  formule. 

108.  Ponts  encastrés  de  Clapeyron. 

M.  Glapeyron  a  imaginé  de  donner  à  une  poutre  droite  une  sorte 

Fig.  107. 


T/A 


L^J 


— WM 


B    I' 


éc 


L    F 


i' 


^i— ^ 


d'encastrement  sur  ses  appuis,  au  moyen  d'une  pression  horizontale 
qui  s'exerce  sur  un  retour  d'équerre  adapté  à  la  poutre.  Soit  ABGDEF  la 
poutre;  elle  est  droite  entre  les  sections  MN,  M'N',  et  uniformément 
chargée  de  poids;  elle  est  ensuite  prolongée  par  les  parties  MAFEN, 
MUCDN',  dont  le  talon  vient  poser  sur  les  assises  horizontales  CD,  EF 
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des  culées  ;  des  coins  K  et  K',  enfoncés  entre  les  extrémités  AF,  BC 
de  la  poutre,  et  les  faces  verticales  voisines  LL',  II'  des  culées,  dé-  | 
veloppent  des  poussées  égales  T,  T,  qui  s'exercent  horizontalement  j 
sur  les  retours  d'équerre.  On  peut  régler  à  volonté  cette  poussée  en  | 
donnant  aux  coins  une  épaisseur  convenable.  \ 

Coupons  la  poutre  suivant  les  plans  MN,  M'N'  ;  appelons  A  l'effort      ! 
tranchant  dans  l'une  de  ces  sections,  et  jx  le  moment  fléchissant;  en 
tout  point  H  de  la  fibre  moyenne,  défini  par  son  abscisse  OH=x,  on 
aura  par  conséquent 

p  étant  le  poids  réparti  uniformément  par  unité  de  longueur;  la 
pièce  sera  dans  les  mêmes  conditions  qu'une  pièce  encastrée  dans 
les  sections  MN,  M'N',  si  l'on  a  (§81) 

en  désignant  par  /  la  distance  des  deux  sections  MN,  M'N'.  Or,  ex- 
primons l'équilibre  du  retour  d'équerre  AMNEF;  cette  pièce  est 
soumise  aux  forces  suivantes  : 

Son  poids  Q,  appliqué  au  centre  de  gravité  G  (la  surcharge  ré- 
pandue de  A  en  M  étant  comprise  dans  le  poids  Q)  ; 

La  réaction  verticale  S  de  l'appui  ; 

La  poussée  horizontale  T  du  coin  K; 

L'effort  tranchant  —  A  dans  la  section  MN  ; 

Le  couple  des  forces  élastiques  jx,  dans  la  môme  section  ; 

Enfin,  une  force  égale  à  T,  appliquée  au  point  0,  et  égale  et  con- 
traire à  la  compression  développée  dans  la  poutre. 

On  aura  donc  pour  équations  d'équilibre,  d'abord 

Û  =  S  — A, 
et  comme 
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Od  en  dédiût 


S  =  2P/  +  Q, 


ce  qoi  fait  connaître  la  réaction  S;  ensuite 

l*  =  T<  +  Ûg  — S#. 

équation  des  moments  des  forces  prises  par  rapport  au  point  0.  On 
suppose  les  bras  de  levier  t  et  s  connus,  au  moins  par  approxima- 
tion. On  a  déterminé  S;  l'équation  des  moments  fait  donc  connaître!  : 

* 1 1 ' 

On  saura  donc  quelle  force  doit  développer  le  coin  K  pour  que  la 
poutre  soit  dans  les  mêmes  conditions  qu'une  poutre  encastrée  entre 
lessecdoDs  MN  et  M'N'.  Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  qu'a1oi*s  la 

Mt) 
compression  T  règne  dans  toute  la  pièce,  et  qu'à  la  charge  -y-  par 

unité  de  surfaceen  un  point  d'une  section  quelconque,  il  faut  ajouter  la 

T 

charge  g,  correspondante  à  cet  effort  de  compression* 
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10&.  Pièce  droite  comprimée  dans  k  sens  de  sa  longueur  par  une 
Kg.  10^        A^^*  constante  F. 

Une  poutre  droite  OA,  comprimée  dans  le  sens  de 
sa  longueur  par  une  force  constante  F,  peut  se 
trouver  dans  un  état  d'équilibre  instable,  et  si  un 
_  accident  quelconque  vient  la  déranger  de  cet  état 
en  y  produisant  une  légère  courbure,  la  flexion  com- 
mence, et  en  général,  une  fois  commencée,  elle  ne 
s'arrête  à  aucune  limite.  Nous  nous  proposons  d'étu- 
dier en  détail  ce  cas  particulier. 
Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  OA  elle-même; 


{\ 
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pour  axe  des  y^  une  perpendiculaire  à  OA  menée  dans  le  plan  où 
la  flexion  s'est  produite,  et  supposons  que  les  deux  extrémités  0  et 
A  de  la  tige  soient  assujetties  à  rester  sur  l'axe  OX;  l'une  est  fixée 
au  point  0,  l'autre  peut  être  mobile  le  long  de  la  droite  AO. 
Considérons  une  section  transversale  M.  Cette  section  supporte 

F 

une  compression- par  unité  de  surface.  Quant  au  moment  fléchis- 
sant, il  est  nul  dans  l'état  naturel  de  la  pièce,  et  il  ne  commence 
à  avoir  une  valeur  différente  de  zéro  que  quand  la  pièce  est  déjà 
fléchie.  On  ne  peut  donc  pas  ici  faire  entrer  dans  Féquation  les  mo- 
ments des  forces  prises  dans  l'état  naturel,  comme  nous  l'avons  fait 
dans  tous  les  problèmes  précédemment  traités. 

Admettons  donc  que  la  poutre  ait  pris  une  certaine  courbure  AM'O, 
assez  faible  pour  que  la  corde  AO  =  a  soit  sensiblement  égale  à 
l'arc  AM'O.  Le  moment  fléchissant  au  point  M'  sera  le  produit  de  la 
force  F  par  le  bras  de  levier  MM'  de  la  force,  lequel  bras  de  levier 
est  égal  à  l'ordonnée  de  la  courbe  AM'O,  prise  positivement,  c'est- 
à-dire  à  —  y.  L' équation  de  la  fibre  neutre  sera  donc 

ou  bien 

Cette  équation  est  une  équation  difl'érentielle  linéaire  du  second 
ordre.  A  un  coefiicient  constant  près,  la  seconde  dérivée  de  y  par 
rapport  à  a:  doit  être  égale  à  y  changé  de  signe;  on  voit  immédia- 
tement que  y  peut  être  exprimé  par  une  fonction  linéaire  du  sinus 
et  du  cosinus  d'un  arc  proportionnel  à  x,  et  comme  l'intégrale  gé- 
nérale que  nous  cherchons  doit  renfermer  deux  constantes  arbi- 
traires, nous  poserons 

^  =  A  CCS  mx  +  B  sin  mar, 

en  appelant  A  et  B  ces  deux  constantes,  et  m  un  facteur  complè- 
tement déterminé. 
Prenant  en  efiet  la  seconde  dérivée  de  y  par  rapport  à  a; ,  il  vient 
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^  =  —  Aw»  C08  mx  —  Bm»  sin  mx  =  —  7/i"y, 
ox' 

et  comparant  à  l'équatioD 
on  voit  que  Ton  doit  prendre 

Adoptons  le  signe  supérieur,  et  substituons  dans  l'intégrale  géné- 
rale j  elle  deviendra  : 


y  =  A  cos  Y  g|  ac  +  B  sin  y  gya;. 


Dans  cette  équation,  il  y  a  deux  arbitraires  A  ei  B  qu'on  doit  cher- 
cher à  déterminer  d'après  les  conditions  particulières  du  problème. 
Si  l'on  fait  a:  =  o,  on  doit  avoir  y  =  o.  Or  l'intégrale  générale  donne 
alors  y  =  A.  Donc  A=  o,  et  l'équation  de  la  courbe  se  réduit  à  la 
suivante  : 

y  =  B8inyJx. 

Fusant  ensuite  «  =  a,  on  devra  avoir  aussi  y  =  o.  Donc,  ou  bien 
B=:o,  auquel  cas  la  pièce  reste  complètement  rectiligne,  ou  bien 


Eï"  =  ^' 

ce  qui  exige  que  l'arc  «  X  \/ wf  ^^^^  ^^  multiple  quelconque  de  la 

demi-circonférence  ic;  K  étant  donc  un  entier  quelconque,  on  doit 
avoir 


D'où  l'on  tire 


F=EIx^. 
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L'analyse  nous  conduit  donc  à  trouver  une  infinité  de  valeurs  pour 
F»  toutes  comprises  dans  la  formule 


F  =  K«x 


EW 


et  dont  la  moindre  correspond  à  la  moindre  valeur  admissible 
pour  l'entier  K,  c'est-à-dire  à  K  =  i.  On  trouve  pour  cette  valeur 
deK, 


F  = 


EIt:» 


Telle  est  la  moindre  valeur  qui  puisse  faire  fléchir  latéralement  la 
poutre.  Si  F  est  au-dessous  de  cette  limite,  l'équilibre  suppose  B  nul, 
et  la  flexion  latérale  est  impossible  ;  dans  ce  cas,  la  compression 
ne  compromet  pas  la  stabilité  de  l'équilibre. 
106.  Si  la  pièce  était  assujettie  à  passer  par  un  point  fixe  G 
au   milieu   de   sa  longueur,  l'ordonnée  y  devnût 


Fig.  109. 


s'annuler  pour  ar  =  -  et  pour  x  =  a.U  faudrait  donc 
que  l'on  eût 


et  par  suite 


ou  enfin 


F  =  EIx 


4K*::* 


Alt* 
La  moindre  valeur  de  F  serait  donc  alors  El  x  -^- ,  c'est-à-dire 

qu'elle  serait  quadruple  de  celle  qui  suffirait  pour  produire  la  flexion 
si  le  point  G  n'était  pas  fixé  ;  résultat  facile  à  prévoir,  car  en  réalité, 
chacune  des  moitiés  AM'G,  CM"0  de  la  pièce  peut  être  considérée 

comme  une  pièce  isolée,  ce  qui  revient  à  remplacer  a  par  —  dans  la 
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EIiî* 

formule  F  =  — r-  »  relative  au  cas  où  il  n'y  a  aucun  point  fixe  entre 
a: 

les  extrémités  de  la  poutre. 

Fig.  110.  On  reconnaîtrait  de  la  même  manière  que  si  la 

pièce  avait  deux  points  fixes,  l'un  au  tiers,  D,  et 
l'autre  aux  deux  tiers,  E,  de.  sa  longueur,  la  moindre 
force  F  qui  pût  la  faire  fléchir  serait  égale  à  neuf  fois  la 
limite  qui  déterminerait  la  flexion  si  la  poutre  n'a- 
vait aucun  point  fixe  entre  A  et  0. 

L'équilibre  d'une  pièce  comprimée  est  donc  stable 
(I  lorsque  la  compression  est  moindre   qu'une  force 

V EIt:' 

^  ^         égale  à — ^  x  (w  +  0%  ^*  kX^xvX.  le  nombre  de  points 

équidistants  qui,  d'après  les  liaisons  auxquelles  la  pièce  est  assu- 
jettie, doivent  rester  fixes  entre  ses  deux  extrémités. 

106.  Dans  cette  formule,  figure  le  moment  d'inertie  I  de  la  section 
par  rapport  à  unedroite  menée  dans  son  plan  par  son  centre  de  gra- 
vité, perpendiculairement  au  plan  suivant  lequel  la  flexion  tend  à  se 
Fig.  m.  produire.  Pour  appliquer  la  formule  à  la  re- 

. £__,        cherche  de  la  limite  inférieure  de  F,  il  faudra 

-^ * ]^~   donc  prendre  celui  de  tous  les  moments  d'iner- 

^        tie  qui  a  la  moindre  valeur.  Par  exemple,  si  la 

section  est  rectangulaire,  et  si  ses  dimensions  sont  c  et  6,  on  devra 

prendre  pour  I  le  moment  d'inertie  I  =  —  cô',  par  rapport  à  la 

droite  H',  la  dimension  b  étant  supposée  plus  petite  que  la  dimen- 
sion c. 

Soit  I  =  û  X  p*,  p  étant  le  moindre  rayon  de  gyration  de  la  sur- 
face ;  on  aura  pour  la  plus  basse  limite  de  F  : 

F  =  Eûp«x^. 

D'où  l'on  tire 

Fa  _  p  V 
Eu""   a  • 

Fa 
Or  —  est  le  raccourcissement  total  de  la  tige  OA  sous  Faction  de  la 

force  F  (S  i  â).  U  faudra  donc  que  le  raccourcissement  de  la  tige  soit 
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moindre  que  la  quantité—^,  pour  que  la  flexion  ne  soit  pas  à  craindre. 

Si  la  force  F  est  égale  à  sa  limite,  l'équation  y =B  sin  i/^j  donne 

pour  forme  d'équilibre  une  sinusoïde  indéterminée  ;  car  le  coeffi- 
cient B  reste  arbitraire.  Dans  ce  cas,  Féquilibre  est  indifférent  et, 
chose  remarquable,  les  points  fixes  A  et  0,  et  les  points  intermé- 
diaires, s'il  y  en  a,  ne  subissent,  malgré  la  flexion,  aucune  ten- 
dance latérale. 

Si  F  est  supérieure  à  sa  limite,  l'équilibre  a  lieu  lorsque  B  .=  o, 
mais  il  est  instable,  et  si  la  flexion  commence,  non-seulement  l'ana- 
lyse ne  détermine  pas  le  coefficient  B,  mais  elle  montre  que  l'équi- 
libre est  impossible,   quelque  courbure  que  la  pièce  prenne.  A 
mesure  que  la  pièce  fléchit,  les  ordonnées  y  augmentent  en  valeur 
absolue ,  et  par  conséquent  les  moments  fléchissants  ¥y  croissent 
aussi  en  valeur  absolue,  de  sorte  que  la  tendance  à  la  déformation 
s'accroit  en  vertu  de  la  déformation  même.  Lorsque  nous  nous  occu- 
pions de  la  flexion  des  poutres  droites  sous  l'action  de  forces  nor- 
males, la  déformation  ne  faisait  pas  varier  sensiblement  les  moments 
des  forces  ;  la  poutre  quittait  donc  son  état  naturel  pour  marcher  vers 
un  nouvel  état  d'équilibre,  qu'elle  atteignait  parce  qu'il  était  à  peu 
près  fixe,  et  qu'il  ne  se  modifiait  pas  à  mesure  que  la  déformation 
s'accusait  davantage.  Ici,  au  contraire,  la  déformation  a  pour  consé- 
quence d'augmenter  les  moments  fléchissants,  et  les  moments  d'élas- 
ticité ne  s'accroissent  pas  assez  vite  pour  les  rejoindre. 

En  résumé,  les  pièces  chargées  par  leurs  abouts  sont  dans  des 
Fiff.  itî.    conditions  de  résistance  très-défectueuses,  dès  qu'elles  sont 
exposées  à  une  flexion  latérale  par  suite  d'une  compression 
trop  grande.  Elles  sont  en  danger  de  rupture.  Nous  ajou- 
terons que  cette  conclusion  suppose  que  la  force  F  soit  une 
force  donnée^  co;w^aw/e;  car  si  la  force  F  était  variable  avec 
la  corde  OA,  de  manière  à  diminuer  quand  OA  diminue, 
l'analyse  pourrait  assigner  rigoureusement   la  forme  OMA 
®         prise  par  la  lame  flexible,  les  produits  Fy  ne  s' accroissant 
l>!i:s  alors  indéfiniment  avec  y. 
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L'étude  expérimentale  des  conditions  d'équilibre  des  pièces  char- 
gées pai*  leurs  abouts  a  conduit  à  des  formules  empiriques  très-fré- 
quemment employées  par  les  constructeurs.  Nous  citerons  les  princi- 
pales. 

RÈGLE   DE   RONDELET   POUB   LES   BOIS. 

107.  Rondelet  a  donné  la  règle  suivante,  qu'il  n'a  pas  cherché  à 
réduire  en  formulé. 

Le  rapport  de  la  longueur  à  la  moindre  dimension  transversale 
étant  l'un  des  nombres 

1,      12,      24,      36,    48,    60,    72, 

la  limite  extrême  de  la  charge  que  peut  supporter  sans  fléchir  latéra- 
lement ou  sans  s'écraser  une  pièce  de  chêne  ou  de  sapin  est,  en  kilo* 
grammes  par  centimètre  carré, 

420,    350,    210,    140,    70,    35,     17  i» 

la  limite  pratique  à  adopter  dans  les  constructioDs  doit  être  réduite  au 
septième  de  la  limite  extrême,  ce  qui  donne  par  centimètre  carré, 

60,      50,      30,      20,    10,      5,      2|  kilogrammes. 

On  emploiera  un  procédé  quelconque  d'interpolation  pour  trouver 
la  résistance  limite,  si  le  rapport  de  la  longueur  à  la  moindre  dimen- 
sion transversale  est  compris  entre  deux  nombres  du  tableau. 
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108.  La  théorie  donne  en  général ,  coname  limite  de  la  force  F, 

EIt*  1 

F  =  — ^^  pour  un  carré  de  côté  égal  à  c ,  I  =  —  c*,  de  sorte  que 

la  limite  correspondante  de  F  est 


12"^  a»  7  "12  \a) 
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Fit* 
Les  facteurs  constants  —  forment  un  produit  A  qu'on  peut  mettre  à 

part,  et  qui  dépend  de  la  matière  dont  la  pièce  est  composée.  Ce 
coefficient  peut  être  déterminé  par  expérience. 

Hodgkinson,  en  étudiant  la  flexion  et  la  rupture  par  écrasement  de 
pièces  de  chêne  comprimées  par  leurs  abouts,  a  déterminé  pour 
chaque  cas  particulier  les  valeurs  du  coefficient  A  ;  il  a  reconnu  que 
ce  coefficient  n'est  pas  constant  d'une  manière  absolue,  mais  qu'il 
varie  entre  des  limites  peu  écartées. 

L'équadon  qui  donne  le  maximum  de  la  force  F  est  donc 


ou  bien 


•'=a5. 


?=*^u 


F  c 

-jest  la  compression  de  la  matière  par  unité  de  surface  ;  -  est  l'in- 
verse du  rapport  de  dimensions  qui  entre  dans  le  tableau  de  Rondelet. 
Si  l'on  prend  le  mètre  pour  unité  des  dimensions  linéaires,  et  le 
kilogramme  pour  unité  des  forces,  on  devrait  avoir  d'après  la  règle 
de  Rondelet  : 

-^  =  4  200  000    pour    -  =  1 ,  ce  qui  correspondrait    A  =        4  200  000 
1  =  1400000  ^  =  56»  A=  1814400000 

^==     175000  -  =  72,  A=     907200000 

La  règle  de  Rondelet  ne  s'accorde  donc  pas  avec  les  résultats  de  la 
théorie. 

Les  expériences  de  Hodgkinson  ont  donné  pour  le  nombre  A  rela- 
tif au  bois  de  chêne  des  valeurs  variables  de  2, 3oo, 000,000  à 
2,600,000,000.  Dans  la  pratique,  il  convient  de  réduire  au  dixième 
les  limites  fournies  par  ces  formules. 

On  remarquera  d'ailleurs  que  pour  les  très-courtes  pièces,  ^  de- 
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F 

yeDâDt  très-grand,  la  limite  -|  s' accroît  indéfiDiment  d'après  la  for- 

c 

mule,  tandis  que  la  charge  par  unité  de  surface  ne  peut  dépasser  la 

charge  de  rupture  ;  la  formule  n'est  donc  pas  applicable  aux  grandes 

c 
valeurs  du  rapport-.  La  règle  de  Rondelet  tient  compte  du  double 

mode  de  destruction  possible  pour  la  pièce,  en  substituant  pour  les 

petites  valeurs  de  ~  la  charge  de  rupture  par  écrasement  à  la 

charge  qui  produit  une  flexion  latérale. 

SECTIONS  ÉVIDÉES. 

109.  Supposons  que  la  section  de  la  pièce  comprimée  soit  une  cou- 
roone  circulaire  ;  soit  r  le  rayon  extérieur,  r'  le  rayon  intérieur, 
nous  aurons  : 

I  =  -^— j =  -^ i  X  (r«+r'«). 

et  par  suite,  la  limite  de  F  sera 

^= ïsr • 

DifisoDS  par  tz  (r*  —  r'*),  surface  de  l'anneau  : 

Comparons  ce  résultat  à  celui  qu'on  obtiendrait  pour  une  pièce 
cylindrique  pleine  de  longueur  a  et  de  section  égale  à  celle  de  la  pièce 
creuse  ;  r^'  étant  le  rayon  de  cette  section  pleine,  nous  aurons  pour 
la  limite  correspondante  de  la  force  : 
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et  par  suite  : 


r^^r^ 


F  -r«  +  r'»~r»  +  r'»' 


On  voit  donc  qu'à  égalité  de  section,  la  limite  F  peut  être  notablement 
augmentée  en  remplaçant  la  pièce  pleine  par  une  pièce  creuse  renfer- 
mant la  même  quantité  de  matière. 

On  sait  que  les  os  des  animaux  sont  ainsi  formés  :  ce  sont  des 
tubes  creux  où  la  matière  résistante  forme  une  couronne  autour  de 
la  moelle. 


EXPÉRIENCES  DE   HODGKINSON   SUR   LES   COLONNES   MÉTALLIQUES. 


110.  D'après  la  théorie,  la  limite  de  la  force  F  est  donnée  par  la 
formule 


F  =  E7:«' 


4a«    ' 


•u  bien  en  appelant  A  et  d!  les  diamètres  2r  et  2r^, 

expression  de  la  forme 

a* 

Le  coefficient  B  peut  être  déterminé  par  expérience.  Mais  Hodgkin- 
son,  en  opérant  sur  des  colonnes  de  fonte,  a  reconnu  que  ce  coeffi- 
cient n'est  pas  constant  ;  pour  trouver  un  coefficient  B  sensiblement 
constant,  il  faut  modifier  les  exposants  de  la  formule,  et  déterminer 
par  une  série  d'expériences,  non-seulement  le  coefficient  B,  mais 
encore  les  exposants  m,  n,  de  la  formule 
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Si  Ton  exprime  la  longueur  a  en  décimètres, 

les  diamètres  d  en  centimètres, 
la  force  F  en  kilogrammes, 

on  trouve  pour  les  quantités  B,  m  et  n,  les  valeurs  numériques  sui- 
vantes, qui  sont  relatives  à  la  fonte  : 

B  = 10200 

m  =  3,6  (au  lieu  de  4) 

n  =  1,7  (au  lieu  de  2). 

La  formule  donne  alors  la  limite  extrême  de  F,  et  pour  assurer  la 
résistance,  on  réduit  cette  limite  au  septième  de  sa  valeur. 

Les  deux  tables  suivantes  renferment  les  valeurs  des  (P^  et  a*»'  entre 
les  limites  d  =  i  et  rf==  i a,  et  a  =  i  et  a  =  24. 

Table  l.  —  Puissances  des  diamètres. 


d 

rfs^ 

d 

(/«.« 

d 
4.8. 

d 

d 
6.4 

rf3.6 

d 
8.0 

(/M 

1.00 

1.0000 

3.25 

69.628 

283.44 

798.45 

1782.9 

i.ib 

22329 

3.30 

73.561 

4.9 

305.28 

6.5 

844.28 

8.25 

1991.7 

}.50 

4.3045 

3.40 

81.908 

5.0 

328.32 

6.6 

891.99 

85 

2217.7 

].:h 

7.4978 

3.50 

90.917 

5.1 

352.58 

6.7 

941.61 

8.75 

3461.7 

2.00 

12.125 

3.G0 

100.C2 

5.2 

378.10 

6.75 

967.15 

9.0 

2724.4 

Î.IO 

14.454 

3.70 

111.05 

5.^5 

391.36 

6.8 

993.19 

9.25 

3006.8 

2.Î0 

17.089 

3.75 

116.55 

5.3 

404.94  . 

6.0 

1046.8 

9.50 

3309.8 

2.20 

18.529 

3.80 

122.24 

5.4 

433.13 

7.0 

IlOM 

9.75 

3634.3 

1  2.30 

20.055 

3.90 

13t.23 

5.5 

462.71 

7.1 

1160.2 

40  00 

3981.1 

3.40 

23.3755 

4.00 

147.03 

5.6 

493.72 

7.2 

1220.1 

10.25 

4351.2 

i.bO 

27.076 

4.10 

160.70 

5.7 

526.20 

7.25 

1250.9 

10.50 

4745.5 

2.C0 

31.182 

4.2) 

175.26 

5.75 

543.01 

7.3 

1282.2 

10.75 

5165.0 

2.70 

35.720 

4.25 

182.89 

58 

560.20 

7.4 

1346.0 

11.00 

5610.7 

2.75 

38.159 

4.30 

190.76 

5.9 

595.75 

7.5 

1413.3 

11.25 

6083.4 

2.80 

40.7  IG 

4.40 

207.22 

60 

632.91 

7.6 

14823 

1U50 

6584.3 

2.90 

46.199 

450 

.  224.68 

6.1 

671.72 

7.7 

1553.7 

11.75 

7114.4 

3.00 

52.196 

460 

243.18 

6.2 

71222 

7.75 

1.S90.3 

12.00 

7674.5 

3.10 

58.736 

4.70 

262.76 

6.25 

733.11 

7.8 

1627.6 

» 

» 

3.30 

65.848 

4.75 

272.96 

6.3 

754.44 

7.9 

1704.0 

» 

m 
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FORMULES 
Table  1[.  —  Puissances  des  longueurs. 


s 

a 

^1.7 

a 

at.7 

a 

at.7 

l.OOOO 
3.2490 
6.4730 
10.556 
15.426 
21.031 
27.332 
34.297 

9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

41.000 
50.119 
58.934 
68.329 
78.289 
88.801 
99.851 

111.430 

1 

17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 

123.53 
136.13 
140.24 
162.84 
176.92 
191.48 
206.51 
222.00 

(Extrait  du  mémoira  da  M.  Ed.  Pirel,  Annalu  desponU  et  chaussiis,  1855. 

) 

111.  Leâ  expériences  de  Hodgkinson  ont  montré  Tinfluence  de 
la  fixité  des  extrémités  des  colonnes  sur  leur  résistance  ;  ainsi  une 
colonne  dont  les  bases  extrêmes  sont  plates,  est  beaucoup  plus 
résistante  qu'une  colonne  de  mêmes  dimensions  dont  les  extrémités 
seraient  arrondies  et  seraient  libres  de  faire  un  angle  quelconque 
avec  leur  axe  primitif.  Les  expériences  ont  aussi  montré  l'influence 
du  renflement  des  colonnes  vers  le  milieu  de  leur  longueur. 

Cette  observation  justifie  le  tracé  adopté  pour  le  galbe  des  co- 
lonnes dans  l'architecture  ancienne. 

H 2.  M.  Love,  ingénieur  civil,  a  substitué  aux  formules  de 
Hodgkinson  des  formules  plus  faciles  à  manier  ;  elles  sont  relatives 
aux  colonnes  pleines  en  fonte  ou  en  fer. 

Soient  a  la  longueur  de  la  colonne,  et  d  son  diamètre,  exprimés 
tous  deux  en  centimètres; 

F,  la  charge  qui  étermine  la  rupture,  en  kilogrammes  ;  ou  a  sen- 
3'blement  : 


pour  la  fonte 
pour  le  fer 


i250d^ 


F  = 


4,85  d*  + 0,00043  a*' 
600  d« 


1,97  (P  + 0,00064  a" 
La  discussion  de  ces  formules  fait  voir  qu'au  delà  d'une  hauteur 


I 


1 
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a  égale  à  trente  fois  le  diamètre  d,  une  colonne  pleine  en  fer  peut 
supporter  une  charge  supérieure  à  celle  que  supporterait  une  colonne 
en  fonte  de  môme  hauteur  et  de  même  diamètre. 


PIÈCE  TERTICALE   OA   PORTANT    UN    POIDS  P  APPLIQUE   A   UNE  CERTAINE 
DISTANCE   AB   DE   CETTE   PIÈCE. 

11 3.  On  suppose  que  la  pièce  OA  est  enfoncée  dans  le  sol,  au  point  0, 
Fig.  ii3.  (Je  manière  qu'il  y  ait  encastrement  parfait  en 

ce  point  ;  la  déformation  de  la  pièce  n*entratne 
donc  aucune  déviation  de  la  fibre  moyenne  dans 
les  éléments  voisins  de  l'origine. 

Soit  OA  =  û  la  longueur  de  la  pièce  ;  AB  =  é, 
la  distance  à  laquelle  agit  la  force  P,  par  l'in- 
termédiaire d'un  bras  rigide  AB,  qu'on  suppose 
fixé  à  angle  droit  sur  OA. 
"o  7        On  peut  traiter  le  problème  soit  en  prenant 

les  moments  dans  l'état  naturel  de  la  pièce,  soit  en  prenant  les  mo- 
ments dans  l'état  déformé  ;  cette  dernière  méthode  est  plus  exacte, 
et  nous  l'emploierons  ici. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  direction  même  de  la  pièce  dans  son 
état  naturel,  et  pour  axe  des  y,  une  perpendiculaire  à  OX ,  menée 
du  côté  vers  lequel  la  flexion  s'opère. 

Nous  appellerons  /la  déviation  latérale  A  A'  prise  par  l'extrémité  A 
de  la  pièce,  par  suite  de  la  flexion  ;  cette  quantité  /est  la  valeur  de  l'or- 
donnée y  du  bout  de  la  pièce  quand  elle  est  déformée.  Le  poids  P  est 
déplacé  par  la  flexion  d'une  quantité  BB'  sensiblement  égale  à  /ou  à  AA'. 
Le  moment  de  la  force  P  par  rapport  à  un  point  M  de  la  fibre 
moyenne  déformée  sera  donné  par  le  produit 

Px(B'A— MM') 
OU 

Px{AB  +  AA'— MM'), 
OU  enfin 

P(6+/-y). 


iOO  PIÈCE  COMPRIMÉE 

11  faut  prendre  ce  moment  avec  le  signe  +,  car  il  tend  à  donner 
à  la  pièce  une  courbure  positive. 
L'équation  différentielle  de  la  courbe  OA'  sera 

Cette  équation  est  une  équation  linéaire  du  second  ordre.  On  peut 
l'intégrer  au  moyen  de  la  méthode  de  la  variation  des  arbitraires,  en 
supprimant  d'abord  le  terme  constant  P  (6  +  /).  Mais  il  est  plus 
simple  de  changer  de  variable.. 

Posons 


on  en  déduit 

dx*  "~  àx  "^  dy* 

Donc 

Elpdp  =  ?ib'\'f-y:dy. 
Cette  équation  est  intégrable  et  donne: 

iEIp«  =  P(6+/)y-.ipy«; 

y=o  fait  j9  =  0,  ce  qui  a  lieu  au  point  0,  puisque  la  courbe  OA' 
reste  tangente  à  l'axe  OX.  11  n'y  a  donc  pas  de  constante  à  ajouter. 
On  tire  de  cette  équation  : 

P=\/gi/*(6+/)y-y«=|. 
et  par  suite 

Edx= ^ ^y- 


El  V2{6+/)y-y»       \/C6+/)»-(6  +  /-y)«- 

Et  intégrant  de  nouveau, 

xy^=arccos(*±^î'-): 
y  =  o  donne  x=  o,  et  par  suiic  il  n'y  a  aucune  constanîc  h  ajouter. 


PAR  UN  POIDS  AGISSANT  EN  DEHORS  DE  SON  AXE. 
L'éqaation  de  la  fibre  moyenne  est  ainsi 
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^^="'('N/S)- 


Dans  cette  équation  la  flèche  /  est  encore  inconnue  ;  pour  la  déter- 
miner, faisons  a:  =  a  ;  nous  devons  avoir  y  =  /.  Donc 


et  par  suite 


^+/ 


=  cosa 


/=6 


iCOS 


-v' 


p 

El 


La  flèche  /  est  donc  proportionnelle  au  bras  de  levier  h  du  poids  P. 

La  répartition  des  pressions  dans  les  sections  sera  donnée  par 
la  formule 

qui,  dans  ce  cas  particulier,  prend  la  forme 


,„P(.^(Hi^). 


RÉPARTITION   DES   PRESSIONS  ET  DES  TENSIONS   DANS   UNE   CHARPENTE 
MÉTALLIQUE   A   LA   POLONCEAU. 


114.  Soit  ABC  le  profd  du  comble.  On  suppose  que  les  arbalétriers 
^*8»**-  AB,  BG,  sont  égaux  en  lon- 

gueur et  également  inclinés 
surrhorizon;  ilssontsoutenus 
\/\,^^  en  leurs  milieux  H  et  G,  par 

Ilj^irrrrr^:^'    deux  contre -fiches  EG,  FH, 
f    I  rîittachées  aux  extrémités  des 
'm  ^    arbalétriers   par  les  tirants 

BE,  EA,  BF,  FC.  Un  cinquième  trant,  EF,  complète  la  liaison  en- 
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tre  les  points  A  et  G,  et  a  pour  objet  d'équilibrer  la  poussée  latérale 
de  la  ferme,  en  empêchant  cette  poussée  de  s'exercer  sur  les  murs 
M  et  N,  qui  portent  les  pieds  des  arbalétriers.  Les  réactions  des  murs 
sur  la  ferme  sont  donc  verticales. 

Les  charges  de  la  charpente  sont  réparties  uniformément  sur 
l'étendue  du  profil,  à  raison  de  p  unités  de  poids  par  unité  de  lon- 
gueur mesurée  sur  l'horizontale  AG. 

Du  point  B  abaissons  la  verticale  BI,  qui  divise  AG  en  deux  parties 
égales  au  point  1  ;  soit  Al  =  a,  la  demi-portée  de  la  ferme, 

IB  =  6,  la  flèche. 

Appelons  a  l'angle  BAI,  et  /  la  longueur  de  l'arbalétrier,  qui  est 

égale  à ou  à  k/a*+è«. 

^         cosa  ^       ' 

CoupoDS  la  ferme  par  le  plan  BI,  perpendiculaire  au  plan  de  la 
figure ,  et  considérons  l'équilibre  d'une  moitié  seulement  du  com- 
ble, ce  qui  suffit,  à  cause  de  la  symétrie  du  comble  et  des  charges. 

En  supprimant  la  partie  située  à  droite  du  plan  BI,  nous  devons 
introduire  la  réaction  de  cette  partie  contre  la  partie  conservée;  cette 
réaction  est  horizontale  à  cause  de  la  symétrie.  Nous  la  représente- 
rons par  X.  Nous  devrons  aussi  introduire  la  tension  du  tirant  EF 
que  nous  coupons  au  point  K;  et  comme  toutes  les  forces  extérieures 
appliquées  à  la  demi -ferme,  sauf  la  réaction  X  et  la  tension  du  tirant 
£F,  sontvenicales,  l'équilibre  des  composantes  horizontales  exige 
que  cette  tension  soit  égale  à  X. 

La  réaction  du  mur  M  est  verticale  et  égale  kpa. 

Fig.  115. 
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Nous  avoDS  donc  à  chercher  les  conditions  de  Féquilibre  du  sys- 
tème ABE,  sous  l'action  des  forces  X,  — X,  pa,  et  enfin  des  poids 
uniformément  répartis  de  A  en  B. 

Ces  poids  se  composent  en  un  seul  égal  à  pa^  et  appliqué  au  mi- 
lieu G  de  l'arbalétrier  ;  l'équilibre  des  forces  extérieures  est  exprimé 
par  l'égalité  des  couples  : 

JKXX  AL=:XxBK. 
AL  est  égal  à  -  a  ;  BK  est  une  donnée  de  la  construction  du  comble  ; 

2 

nous  la  représenterons  par  la  différence  b  —  b\  en  appelant  b'  la 
quantité  IK  dont  le  tirant  EF  est  relevé  au-dessus  de  l'horizontale 
AC. 
Donc 


et  par  suite 


ipa«  =  X(6-6'), 


Les  forces  extérieures  sont  toutes  connues  ;  cherchons  les  condi- 
tions de  l'équilibre  élastique.  Pour  traiter  cette  question,  il  est  né- 
cessaire de  faire  une  hypothèse  sur  le  règlement  des  tensions  des 
pièces  AE,  EB.  Nous  supposerons  qu'elles  sont  déterminées  par  la 
condition  que  le  point  6  soit  maintenu  par  la  jambe  de  force  EG  sur 
la  ligne  droite  qui  joint  les  points  A  et  B.  L'arbalétrier  pourra  alors 
être  considéré,  eu  égard  aux  forces  qui  le  pressent  normalement, 
comme  une  pièce  droite  posée  sur  trois  appuis  de  niveau  ;  l'équi- 
libre élastique  d'une  telle  pièce  est  un  problème  que  nous  savons 

résoudre  (g  83). 
U  poids  par  unité  de  longueur  réparti  sur  l'arbalétrier  n'est  pas 

égal  à/>;  c'est  un  poids/?'  tel  que  produit//  soit  égal  au  produit joa  ; 

donc 


204  CHARPENTE 

Ce  poids  se  aécompose  en  deux  forces  ;  Tune  normale  à  l'ar- 
balétrier, et  égale  àjocos'a;  l'autre  longitudinale  et  égale 
à  ;?cosasina. 

Considérons  d'abord  l'arbalétrier  pris  isolément.  Appelons  T^  T, 
les  tensions  des  tirants  AE,  EB,  et  soit  G  la  compression  de  la  con- 
tre-fiche GE,  qui  s'exerce  normalement  à  l'arbalétrier  au  point  G, 
L'arbalétrier  est  soumis  aux  forces  suivantes  : 

la  force  X  et  la  force  T,,  appliquées  au  point  B  ; 

la  force  normale  G,  appliquée  au  point  G; 

les  forces  jDfl  et  Tj,  appliquées  au  point  A; 

la  composante  normale  p  cos"  a ,  du  poids  également  réparti  par 
unité  de  longueur,  qui  produit  en  tout  une  charge  normale  égale 
àjo/cos'tt, 

et  la  composante  parallèle  à  l'arbalétrier,  p  cos  a  sin  a. 

Faisons  abstraction  des  composantes  parallèles  à  la  pièce  ;  nous 
sommes  ramenés  au  cas  d'une  pièce  chargée  uniformément  d'un 
poids  jD  cos' a,  et  posée  sur  trois  appuis  ;  les  réactions  normales  des 
appuis  Y,,  Y,,  Y,  sont  donc  : 

3 
au  point  A ,        Y^  =  —  p/  ces*  a, 

au  point  G ,        Y,  =  ~  pZ  cos*  a, 

3 
au  point  B,        Y,  =  ~  p/  cos*  «. 

Mais  au  point  A  la  force  normale  Y^  qui  agit  sur  l'arbalétrier  est 
égale  à  la  composante  normale  de  la  résultante  des  forces  paet  et  T,; 
de  même  en  B,  la  force  normale  Y,  appliquée  à  l'arbalétrier  est  égale 
à  la  composante  normale  de  la  résultante  des  forces  X  et  T,.  Enfin 
en  G,  la  force  normale  Y,  est  égale  à  la  compression  G  développée 
dans  la  contre-fiche.  Appelons  ^  l'angle  EAG,  qui  est  donné  par 
l'épure  de  l'élévation  du  comble.  Nous  retrouvons  cet  angle  en  EB6, 
et  par  suite  nous  avons  les  trois  équations  : 
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3  3 

Y,  =  —  p/  cos*  a  =  pa  cos  a  — -  T,  sin  p  =  T^  pa cos a, 

*~Ï6  ^    cos*  a  =  C  =  —  pa  COS  a, 

3  3 

Yj=  --  p/  cos'  a  =  X  sin  a  —  T,  sin  g  =  —  pa  cos  a. 

Ces  équations  donnent,  la  première  T^,  la  seconde  G,  la  troisième 
T,,  puisque  X  a  été  précédemment  déterminé. 

r       43       cos«      ^      10                   ^       Xsina-J^pacosa 
^*=Î6^M51'     C  =  -pacos.,     T.  = ^^ . 

115.  Nous  connaissons  les  efforts  développés  dans  toutes  1p.s  pièces 
Fig.  116.  qui  aboutissent  au  point  E.  Ces  efforts 

>^T,  doivent  se  faire  équilibrer  autour  de  ce 

point.  On  doit  donc  avoir  deux  identités 
'eV  l    en  projetant  toutes  ces  forces  sur  la  di- 

c^  rection  de  EG,  et  sur  une  direction  per- 

pendiculaire ;  ces  opérations  donnent  en  effet  : 

(T»  +  T,)sinp  — Xsina— C  =  0, 

(T,  — Tjjcosp  +  Xcosa  =  0. 

Substituons  à  G,  Tj  et  T^  leurs  valeurs  dans  la  première  équation  ; 
il  vient: 

pa  cos  a  —  Y,  +  X  sin  a  —  Yj  —  X  sin  a  —  Y,  = 
pacosa  —  (Yi  +Y,  +YjJ  =  pacosa  — pacosa=0, 

ce  qui  vérifie  la  première  condition. 
Puis  on  déduit  des  valeurs  de  T,  et  T,  : 

(T,  —  T,)  sin  p  =  Xsin  a  —  pa  cos  a. 
Donc 

/T      .r  \       a     X  sin  a  cos  s  'ces  a  cos  S      ^   ."  ^    .  cos  B 

T,— T,  C08?  = r-T — -  —  pa r— 5-^=  pCsm  a  — pa  cos  a  -j--^-. 

'       "       "^  sin  p  ^        sm  p  ^  '^  '  sm  p 
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L'équation  à  vérifier  se  réduit  donc  à 

ces  0 
(X  sin  a  —  pa  CCS  a)  -. — |  +  X  coâ  «  sx  0, 

ou,  en  remplaçant  X  par  sa  valeur  ,  ,„ 


;pa» 


cos? 


2^    /  .      cosQ  \ 

T — r,  (  sm  a  -; — ^  +  ces  a  )  =  pa  cos  a-^— j. 


Divisons  par  pa  et  multiplions  par  sin  ^,  il  viendra  : 


ou  enfin 


5  g;^,  sin  (a+  p)  =  cos  a  cos  p, 

2C0SaC0SP        î^'K'^HfP;- 


Or  cette  égalité  est  facile  à  vérifier  sur  la  figure. 


Fig.  117. 


En  effet,  b  —  b'  est  la  distance 
"    BK=BI  — IK. 

Par  le  point  G,  milieu  de  l'arba- 
N  létrier,  menons  6N  parallèle  à  AI  ; 
nous  aurons 

BGN  = 


et 


BN  =  GN  tanga  =  gtanga. 
Il  reste  donc  à  montrer  que  NK  est  égal  à 

|tangp. 

NK  est  la  projection  sur  BI  de  la  droite  6E,  laquelle  est  égale  à 

AGtangp. 
Donc 

NK  =  AGtangp  x  dbsa  =  AG  cos  a  x  taogP  =  |tangp, 
et  l'égalité  est  ainsi  entièrement  vérifiée. 


i 
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La  compression  de  T  arbalétrier  est  due  aux  composantes  longitudi- 
nale des  forces.  Au  point  A,  elle  est  égale  à  la  force  pa  sin  a  -f-  T,  Gos  p  ; 
au  point  B  elle  est  égale  à  la  force  X  cos  a  +  T,  cos  p.  La  différence 
entre  ces  deux  forces  est  égale  à  la  somme  pi  cos  a  sin  a,  ou  pa  sin  a, 
des  composantes  de  la  charge  parallèles  à  l'arbalétrier.  On  doit  donc 


avoir  : 


ou  bien 


pa  sin  a  +  T,  cos  p  =  pa  sin  a  +  X  cos  a  +  T,  cos  p, 


(Ti  — T,)  cosp=Xcosa, 


équation  déjà  vérifiée. 

116.  Cherchons  à  construire  les  courbes  qui  représentent  les 
valeurs  de  la  compression,  des  moments  fléchissants  et  des  efforts 
tranchants  aux  différents  points  de  l'arbalétrier. 

Du  point  A  au  point  G,  la  valeur  du  moment  fléchissant  est  donnée 
par  l'équation 


pi  cos*  ai  —  -  p  cos'aa:*, 


16 


les  abscisses  x  étant  mesurées  sur  la  droite  AG  à  partir  du  point  A  dans 

le  sens  AB. 


Fig.  118. 


Si  l'on  fait 


^  =  5' 


il  vient 


M=-^i«C08..=-5^pa«. 

Prenons  sur  GE,  au-des- 
sous de  AB,  une  longueur 


CM  =  l^pa'; 

la  parabole  des  moments  passera  par  le  point  M.  Elle  passe  d'ailleurs 
par  le  point  A;  on  pourra  donc  tracer  cette  courbe  APM,  puisqu'on 
en  connaît  deux  points ,  qu'elle  a  un  paramètre  connu  et  qu'enfin 
son  axe  est  normal  à  AG. 
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Elle  se  répétera  en  MQB  dans  la  seconde  moitié  de  Tarbalétrier. 

L'effort  tranchant  sera  égal  à  Y,  au  point  A,  et  à  —  Y,  au  point  B; 
il  a  deux  valeurs  au  point  G,  et  la  différence  de  ces  deux  valeurs  est 
égale  à  Y,  ;  en  résumé,  il  est  représenté  par  les  ordonnées  de  la  double 
droite,  YjHR,  STU,  qui  coupe  Taxe  AB  aux  points  H  et  T,  projec- 
tions des  points  P  et  Q,  où  la  courbe  des  moments  a  sa  tangente 
parallèle  à  AB. 

La  compression  au  point  A  est  pa  sin  a  +  T,  cos  p;  en  un  point 
quelconque,  dont  la  distance  au  point  A  est  x,  elle  sera  donnée  par 
la  formule 

-.  .43      cosacosp 

P  =  pa  sm  a  +  -j^  pa .    ^      — px  sm  a  cos  a, 

^  16  '^         sm  p  ^  • 

équation  qui  représente  une  ligne  droite  NV. 

La  charge  la  plus  grande  de  la  matière  sera  ensuite  calculée  par  la 
formule 

qu'on  peut  construire,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  (§  102),  au 
moyen  de  deux  arcs  paraboliques,  l'un  correspondant  à  la  face  supé- 
rieure, Tautre  à  la  face  inférieure  de  l'arbalétrier. 

Il  est  à  remarquer  que  la  plus  grande  valeur  du  moment  fléchis- 
sant a  lieu  au  point  G,  appui  central  de  Tarbalétrier,  et  qu'elle  est 

égale  en  ce  pointa  ^r-  pa%  quantité  qui  dépend  de  la  portée  horizon- 

taie  de  la  ferme  et  du  poids  également  réparti  suivant  l'horizontale, 
mais  qui  ne  dépend  pas  de  Tangle  a.  Au  contraire  la  plus  grande 
compresion  dans  l'arbalétrier  a  lieu  au  point  A ,  et  a  pour  valeur 


/  .       .   13  cos  a  cosp\ 


elle  dépend  donc  de  Tangle  a  ou  de  l'inclinaison  du  comble. 
Les  dimensions  de  l'arbalétrier  peuvent  être  calculées  d'après  le 
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mailmuin  du  moment  fléchissant,  -^  pà^^  ou  d'après  le  maximum  la 
compression  qui  est 

/  .  .    43  CCS  a  COS0\ 

pa  (  sm  a  +  T? : — 5— î- 1 . 

^    V  16      sm  p     / 

Cette  dernière  expression  seule  est  fonction  de  l'angle  a.  Sup- 
posons pour  plus  de  simplicité  que  p  =  a,  ce  qui  n'est  jamais  bien 
loin  de  la  vérité.  Pour  choisir  l'angle  a  qui  convient  à  l'arba- 
létiier  le  plus  léger,  on  observera  que  la  section  de  cette  pièce  doit 

être  proportionnelle  à  f  sina  4--^cotgacosaj  et  que  sa  longueur 
est  égale  à  — = — ;  lé  volume  est  donc  proportionnel  au  produit 


cos 

ou  à 


I  sm  a  +  •—  COtff  a  COSa  ) 


tg  a  +  ^  cotg  a. 


Od  aura  par  suite  à  égaler  à  zéro  la  dérivée  de  cette  fonction  par 
i^pport  à  a,  ce  qui  donnera 

^  ^3      '      =0, 


.     cos'  a       16  sin*  a 

équation  d'où  l'on  pourra  tirer  la  valeur  de  tga  =  ^^. 

4 

En  général,  on  n'a  pas  à  résoudre  ce  dernier  problème,  car  les 
inclinaisons  des  toits  ne  sont  pas  entièrement  arbitraires  :  les  habi- 
tudes locales  et  le  caractère  de  Tarchitecture  ne  permettent  pas  de 
s'écarter  notablement  de  certains  angles  consacrés. 


rBECHERGHE  DU  POIDS  PROPRE  DE  LA  FERME. 


Ht.  Le  poids/?  contient  deux  parties  ;  Tunep  correspond  au  poids 
propre  de  l'ossature  de  la  ferme,  et  1  autre  j)",  au  poids  de  la  sar- 

14 
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charge  qu'elle  est  appelée  à  supporter.  Posons  donc  p  =  p'  +  tf\ 
et  proposons-nous  de  déterminer;?' en  fonction  dej»",  dételle  sorte 
que  le  point  le  plus  chargé  de  l'arbalétrier  supporte  une  charge 
déterminée  R. 

Le  poids  propre  de  la  ferme  est  à  peu  de  chose  près  proportionnel 
au  poids  de  l'ai  bal  élrier;  nous  admettrons  donc,  à  titre  d'approxi- 
mation ,  que  le  poids  p'  peut  être  calculé  en  multipliant  le  volume 
de  l'arbalétrier  par  un  nombre  donné,  supérieur  au  poids  spécifique 
de  la  matière  dont  Taibalétrier  est  composé;  Texcès  de  ce  nombre 
sur  le  poids  spécifique  étant  destiné  à  tenir  compte  du  poids  des 
pièces  accessoires  que  Ton  néglige.  Désignant  par  tD-  le  poids 
spécifique  ainsi  grossi,  et  par  û  la  section  droite  de  l'arbalétiûer,  on 

aura pour  valeur  approximative  du  poids  />'  ;  donc 

û  —  2E!  —  £l£2Lî 

La  charge  par  unité  de  surface  au  point  le  plus  fatigué  de  Tarbalë- 
trier  se  déterminera  en  appliquant  la  formule 

Or  la  plus  grande  valeur  de  P  est  égale  à 

/  .       .  43  ces  a  cos  3\ 
pax  (sm  a+  ._ .    q    '^l 

'^        \  16       siD  p     y 

OU  à  pa  X  [A,  [A  étant  un  facteur  numérique  qui  dépend  des  angles  a 
et  ji,  et  qu'on  peut  calculer  quand  on  a  fait  l'épure  de  la  ferme. 

Le  maximum  de  M  est  y-  pa".  . 

Pour  déterminer  Y ,  imaginons  qu'on  ait  construit,  à  une  échelle 

Fig.  119.  ^ 

5» b  arbitraire,  une  section  bciffghkkh'^fe'dlc'V .  sem- 

C.L  Qrr-^c  Wahlc  à  celle  que  Ton  veut  donner  à  Tarbalétrier. 

Y      êri  rjTe        r  Ayant  déterminé  le  centre  de  gravité  G  de  cette 

,  !  section,  sa  surface  û^,  son  moment  d'inertie  M  par 

^1   I  I  rapport  à  l'hoiizontaleXX menée  par  son  centre  de 

^'  u   ^  gravité,  et  eniin  la  distance  GH  =  v\  de  la  libre  la 
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plas  éloignée  à  la  fibre  moyenne,  nous  savons  par  le  principe  de  la 
similitade,  que  pour  passer  de  cette  section  auxiliaire  à  la  section 
réelle,  qui  lui  est  senoblable,  il  suffit  de  multiplier  respectivement 


Dooc 


•^=^x 


ou] 


û'  V  a' 

*       *        €08  a  V  ^'OS  a  X  p'  VP 

Substituons  dans  l'équation  (i)  les  valeurs  de  Û  et  de  ^  ;  remplaçons^y 

01  même  temps  la  lettre  R  par  la  limite  donnée  de  résistance^  nov 
«irons  en  définitive  l'équation 

j^^poxjxxa       £0»        »;  Q'  s/g  X  tr  v^ 

p'cosa  32        r       ces  a  v^cos  a  X  p' v9* 

OU  bien,  en  mettant  pour/)  sa  valeur,  jo'  +/>"» 

-cosctV    "^p';"^32l'     cosav^ïSÏ^     \^V'      P)/p')' 
équation  où  tout  est  connu,  excepté  p'.  Elle  est  du  troisième  degré 
€0  -=,  et  peut  êtie  résolue  par  tâtonnements.  Dne  fois/)'  déterminé, 
on  en  déduit  û,  et,  par  suite,  le  rapport  de  similitude  de  la  section 
dierchëe  à  la  section  auxiliaire. 


RAPPEL   DE  QUELQUES   PRINCIPES  QUI   FAGIUTENT  LE   TRACt 
DES  PARARGLES. 

118.  Le  tracé  de  l'épure  des  moments  fléchissants  exige  généra- 
lement la  construction  d'un  ou  de  plusieurs  arcs  de  parabole.  On 
connaît  les  équations  de  ces  paraboles,  mais  il  est  plus  simple  et  pl«8 


2i2 


TRACÉ 


Fig,  lîO. 


Flg  Itl. 


rapide  de  les  construire  par  la  géométrie.  Nous  rappellerons  quelques 
propriétés  qui  sont  utiles  pour  efiectuer  ces  constructions. 
Soit  BG  une  courbe  du  second  ordre  et  A  un  point  extérieur.  Du 
point  A,  on  mène  à  la  courbe  deux  tangentes 
AD,  AE,  et  on  trace  la  corde  de  contact  ED. 
Puis  on  mène  la  droite  FG  qui  coupe  en  deux 
parties  égales  les  droites  AD,  AE,  et  qui  par 
suite  est  parallèle  à  D&  Gela  posé  : 

1*  Si  la  courbe  BG  est  une  ellipse,  la  droite 
F6  n'a  avec  elle  aucun  point  commun  (fig.  120). 

»•  Si  la  courbe  BG  est  une  parabole  (fig.  i«i),  la  droite  FG  touche 
la  courbe  BG  en  un  point  H,  et  la  droite  AH  est  un  diamètre  de  la 
courbe;  elle  a  donc  un  parallélisme  défini,  quel 
que  soit  le  point  A. 

3*  Si  la  courbe  BG  est  une  hyperbole  (fig.  1 2  a), 
la  droite  FG  la  coupe  en  deux  points  I  et  K,  et  les 
droites  AI,  AK  sont  parallèles  à  ses  asymptotes. 
Nous  ferons  usage,  pour  construire  les  para- 
boles des  moments,  de  la  propriété  que  nous 
venons  de  rappeler  pour  cette  courbe. 
Supposons  connus  (fig.  12 3)  les  deux  points  E  et  D,  de  la  courbe, 
^**-  *"•  et  les  tangentes  EA,  AD,  qui  se  coupent  au 

point  A.  Joignons  ED,  prenons  le  milieu  L  de 
cette  droite  et  joignons  LA.  Prenons  le  milieu  H 
de  la  droite  AL.  Ge  sera  un  troisième  point  de  la 
courbe,  et  la  tangente  en  ce  point  sera  paral- 
lèle à  ED.  Elle  coupera  les  droites  AD,  AE,  en  F 
et  G  ;  et  par  suite  on  pourra  répéter  sur  les  contours  HGE,  HFD,  la 

construction  qu'on  a  faite  pour 
le  contour  primitif  EAD,  puis  la 
répéter  encore  pour  les  coniours 
qui  s'en  déduisent,  et  ainsi  de 
suite;  chaque  construction  nou- 
^  __.  ^   ^^jj^  fournit  un  point  et  la  tan- 

gente en  ce  point,  et  donne  de  plus  le  moyen  de  trouver  deux 
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points  nouveaux  et  les  tangentes  en  ces  points.  On  aura  donc  en 
quelques  instants  assez  de  points  pour  tracer  la  courbe  avec  une 
grande  exactitude. 

Ce  procédé  de  tracé  de  la  parabole  est  très-anciennement  connu  ; 

il  a  été  appliqué  par  Archimède  à  la  quadrature  de  la  courbe,  par  la 

sommation  d'une  progression  géométrique  décroissante  à  l'infini,  la 

première  série  dont  on  ait  trouvé  la  somme. 

119.  On  a  quelquefois  à  construire  une  parabole  dont  le  paramètre 

soit  donné,  dont  l'axe  soit  perpendicu- 
laire à  une  droite  AB,  et  qui  passe  par 
deux  points  donnés  G  etD,  projetés  sur 
cette  droite  en  A  et  B. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  AB, 
et  pour  axe  des  y  la  droite  CA  prolongée. 
On  pourra  commencer  par  construire 
une  parabole  du  paramètre  donné,  mais 
passant  par  les  points  A  et  B  ;  l'équation  de  cette  pai*abole  sera 

I  2 

en  appelant  a  la  distance  AB,  et  -  le  païamètre  donné  de  la  courbe. 

Si  Ton  fait  0?=  -  a,  on  a  y  =  ^  pa*;  on  portera  donc  une  6r- 

donnée  lE,  égale  à  ^/?fl*»  au  milieu  de  la  droite  AB.  On  prendra  en- 
suite IF  =  lE  X  2,  et  joignant  FA,  FB,  on  aura  les  tangentes  à  la 
courbe  aux  points  A  et  B.  On  retombe  donc  sur  le  problème  précédent 

La  courbe  AEB  étant  tracée,  il  suffira  d'en  composer  algébrique- 
ment \ç&  ordonnées  avec  celles  de  la  droite  CD  pour  résoudre  le  pro- 
blème. 

En  effet,  soit  y  =  ma;  +  n  l'équation  de  la  droite  CD  ;  l'équation 
de  la  courbe  obtenue  en  composant  algébriquement  les  ordonnées  des 
deux  courbes  sera 


y  =  mx  4-  n  +  5  px(a— ar). 


2 


\ 
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Elle  représente  une  parabole  dont  le  paramètre  est  -,  dont  Taxe 

est  parallèle  à  l'axe  des  y,  et  qui  passe  enfin  aux  points  G  et  D  ;  car 

pour  ces  points,  a;  =  o  ou  a:  =  a,  et  le  terme  -  px  (a  —  x)  est  nul  ; 

ilonc  l'ordonnée  de  la  courbe  se  réduit  pour  ces  abscisses  aux  or- 
données de  la  droite. 

On  obtiendra  par  ce  procédé  un  arc  CGD,  qui  appartient  à  la  même 
parabole  que  AEB,  mais  à  cette  parabole  déplacée  de  manière  à 
passer  par  les  points  C  et  D,  sans  que  son  axe  cesse  d'être  perpen- 
diculaire à  la  direction  donnée  AB. 


CHAPITRE  ni. 

SOLIDES  D*ÉGALE  RÉSISTANCE. 


120.  Dans  ous  les  problèmes  des  chapitres  précédents  «  nous 
avons  admis  que  la  pièce  avait  partout  la  même  section  transversale, 
et  que  le  moment  d'inertie  1  ét;iit  une  des  données  de  la  question. 
Lk  théorie  générale  ne  suppose  pas  nécessairement  cette  unifor- 
mité; il  suffit  pour  qu'on  puisse  l'appliquer,  que  la  section,  si  elle  j 
est  variable  d'un  point  à  l'autre,  soit  variable  d'une  manière  con- 1 
tinue  (i). 

(1)  On  poarralt  appliquer  auggt,  à  titre  d'approilmatlon,  les  formuler  de  la  flexiott 
dea  primnea  droits  aux  pièces  dont  la  f:ectl«in  varie  brusquement  en  eerl  uns  points  de  leuf 
lon^ofur,  a  la  condition  dVffarer  ces  variations  brusques  par  la  subaliluiioii  d'un  profil 
eontinu  fti-llf  au  profil  réel,  et  de  n'jip  liqut^r  les  formules  de  répartition  tieê  fflbrts  io* 
caut  qu*à  des  aectioo»  auflUamuieut  distantes  dt-a  pointa  où  la  couUauUé  eai  aiual  iaten 
rampue* 
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Nons  allons  traiter  dans  ce  chapitre  des  problèmos  dans  lesquels  la 
section  est  l'inconnue  à  déterminer;  on  demande,  par  exeni])le,  les 
ditneiisions  à  attribuer  en  chaque  point  à  la  section  d'une  poutre 
sollicitée  par  des  forces  données,  pour  que  la  plus  grande  charge  par 
UDilé  de  surface  soit  partout  égale  à  ufie  limite  R  fixée  d'avance. 
Dn  solide  satisfaisant  à  cette  condition,  porte  le  nom  de  solide  dégale 
résistance.  Cette  expression  n'est  pas  parfaitement  justifiée  pour  les 
poutres  droites  sollicitées  par  des  forces  normales;  car  l'égale  résistance 
semble  indiquer  que  la  charge  de  la  matière  doit  être  la  même  en 
tous  les  points  du  solide;  or,  l'axe  neutre  d'un  prisme  sollicité  par 
des  forces  normales  ne  peut  être  soumis  aux  mêmes  efforts  que  les 
fibres  qui  en  sont  plus  on  moins  éloignées.  Néanmoins,  l'expression 
de  solide  d'égale  résistance  étant  consacrée  par  l'usage,  nous  n'es- 
sayerons pas  d'en  trouver  une  plus  fidèle.  Il  sufiSt  d'ailleurs  d'être 
prévenu  du  sens  restreint  qu'on  y  attribue. 

Un  solide  qui  serait  soumis  en  tous  ses  points  à  la  limite  supé- 
rieure des  effoits  qu'il  peut  supporter  serait  évidemment  dans  les 
meilleures  conditions  d'économie  et  de  résistance  ;  la  résistance  veut 
que  C3tte  iiuiitevne  soit  dépassée  nulle  part  (i)  ;  l'économie  demande 
qu'elle  soit  atteinte  partout  ;  car  s'il  y  a  insuffisance  d'effort  en  un 
certain  point,  on  peut  affirmer  qu'ime  partie  de  la  matière  placée  au- 
tour de  ce  point  pourrait  être  retranchée  sans  péril  pour  la  solidité  du 
système,  et  avec  avantage  au  point  de  vue  de  l'économie. 

C'est  cette  considération  qui  a  conduit  les  constructeurs  à  rem- 
placer pour  les  profils  transversaux  les  formes  quadrangulaires  par 
des  formes  à  double  T,  où  la  matière  est  mieux  répartie,  puisqu'on 
l'enlève  à  la  région  voisine  de  la  fibre  neutre,  où  elle  serait  peu  utile, 
pour  la  reporter  vers  les  extrémités  de  la  section  où  elle  participe  aux 
grandes  charges. 

Nous  traiterons  quelques  problftmes  sur  les  formes  d'égale  résis- 
tance, en  commençant  par  supposer  les  sections  rectangulaires. 


(I)  V.  Ànnalt!8  des  mines,  4-  série,  t.  XX ,  p.  462.  Article  de  M.  Couche,  Analyse 
du  nouvelies  esipériences  faites  en  Angleterre  sur  la  résistance  de  la  fonte  et  du  fer; 
ISSU 
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^i 


121.  —  I.  Une  poutre  AB  est  posée  sur  deux  appuis,  A  et  B,  et  char- 
^^^'  **'•  gée  de  poids  également  répartis,  à 

^  r ^ >  ^     raison  dep  unités  de  poids  par  unité 

de  longueur.  La  distance  AB  =  /  est 
donnée.  La  poutre  doit  avoir  une 
section  rectangulaire  dont  la  di- 
mension horizontale  est  représentée 
par  a,  et  la  dimension  verticale 


par  b.  On  demande  de  déterminer  ces  dimensions  en  tous  points  de 
la  portée,  de  telle  manière  que  les  points  les  plus  chargés  subissent 
une  pression  ou  une  tension  constante,  ^gale  à  R  unités  de  poids  par 
unité  de  surface. 
Nous  emploierons  la  formule 


H  est  ici  égal  à 


pi       1    , 


Pour  avoir  la  pression  aux  points  les  plus  chargés,  il  faut  faire 


t?  =  -;  ona  de  plus 


l=^a6.. 


d'où  résulte  l'équation 

Cette  équation  lie  les  deux  indéterminées  a  et  b  k  Tabscisse  x. 
Toute  section  rectangulaire  variable  dont  les  dimensions  satisferont 
à  cette  équation,  assurera  au  solide  l'égale  résistance,  telle  que  nous 
l'entendons  ici. 

Le  problème  est  indéterminé.  Pour  en  achever  la  solution,  on  peut 
s'imposer  une  condition  nouvelle  : 

1*  Soit  d'abord  a  constant;  l'équation  nous  donnera  entre  A  et  x 
une  équation  à  laquelle  le  profil  longitudinal  de  la  pièce  doit  satis- 
faire. 
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Si,  par  exemple,  on  veut  que  le  dessous  de  la  pièce  soit  une  droite 
^8-  ***•  horizontale»    b  sera   l'ordonnée  de  la 

^ T.        ^--v,^^       courbe  formant  le  profil  de  la  face  supé- 

L !, .^  B    rieure  ;  ce  profil  est  une  ellipse  qui  a 

pour  grand  axe  AB,  ou  /•  et  dont  le 

demi-petit  axe  est  égal  à  la  valeur  de  b  pour  x  =  -  : 

2  VaR 


i         Si  Ton  veut  au  contraire  que  la  droite  AB  soit  Taxe  neutre  lui- 
même,  il  faudra  prendre  dz-b  pour 

8  ordonnées  du   profil;   appelant  v  la 

^^ j     moitié   de  ô,  on  aura  l'équation  du 

profil,  en  remplaçant  ô  jpar  av  dans 
Téquation  générale,  ce  qui  donne  : 


Cette  équation  représente  une  ellipse,  dont  le  grand  axe  est  égal  à  AB , 

et  dont  le  dej 
c'est-à-dire  à 


et  dont  le  demi-petit  axe  est  égal  à  la  valeur  de  v  pour  x  =  - , 


4  VaR* 


Ctite  ellipse  (fig.  127)  a  pour  ordonnées  les  moitiés  des  ordonnées 
deTellipse  précédente  (fig-  126), 

Proposons-nous  de  chercher  la  flèche  prise  par  la  poutre  d'égale 
résistance  sous  l'action  de  la  charge  qu'elle  supporte. 

Pour  la  trouver,  nous  remarquerons  que  l'on  a 

El__EId«y_RI 
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Donc 

et  si  l'on  attribue  à  t;  sa  plus  grande  valeur  - ,  R  sera  la  limite  de 

charge  donnée  ;  on  trouvera  donc  les  valeurs  de  y  en  intégrant  l'é- 
quation 

dV  «  2R  ^  i 

dans  laquelle  h  doit  être  remplacé  par  une  fonction  connue  de  x. 
L'équation  du  profil  nous  donne 


6=yfj-(zx-x.,, 


et  l'équation  différentielle  de  la  fibre  neutre  déformée  sera  par  con- 
séquent 


dx«  "  E  ^  V  3p  ^  ^lïllîî- 


Pour  intégrer  cette  équation,  mettons  le  polynôme  sur  lequel  porte 
le  radical  sous  la  forme 

(î)-a-)'' 

nous  aurons  à  intégrer  la  différentielle 


àx 


,(!-.) 


(^) 


N/ÎIRT-")'    VG)'-a-')' 


:  —  X 


^Hi-1' 


=  d  arc  ces  — - —  =  d  arc  ces  U j\. 
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Donc  enfin 


i=f\/S["««"(--¥)^4 


Pour  déterminer  la  constante,  faisons  x  =  -.  Nous  devrons  avoir 

2 


donc 


C  =  —  arc  ces  0  =  - 


Il  reste  à  intégrer  l'équation 

i:=¥\^-»'(-?)-¥vf'<i' 


OU  bien 


,        2R  4  /oR  / .       2x\  .        2R  4  /aR      k  . 


4       2x 


d'où  l'on  déduit 


di  =  —  -  du 


et 


arc  ces  (  1 ^  j  da;  =  —  ^  arc  ces  wdt*. 

L'intégration  par  parties  donne 

S  arc  cos  udu  =  ti  arc  cos  u  —  \  w  x  -y=^, 

J  2  v/(-i— w«) 


=  w  arc  cos 


:  î«  arc  cos  u  —  v'^1  —  w* 
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Remplaçons  u  par  sa  valeur;  maïs  observons  que  x  =  o  fait 
y  =  0  ;  or  à  a:  =  o  correspond  w  =  i ,  ce  qui  annule  l'intégrale  que 
nous  venons  de  former  ;  il  n'y  a  donc  pas  de  nouvelle  constante 
à  ajouter,  et  l'équation  de  la  fibre  neutre  déformée  est 

Faisons  a;  =  -;  la  valeur  de  y,  égale  à  la  flèche  prise  négative 
ment,  est 

^      2R  4  /ÔR  /       R  4  /5ÏÏ        l      R  4  /ÔR       l  ,^        . 

La  flèche  est  donc 

Si  on  avait  donné  à  la  poutre  une  section  constante  égale  à  la 
section  maximum  que  nous  avons  trouvée  pour  le  centre  de  la  portée, 
la  flèche /serait  (§  74) 

•'  -  384  El 
Dans  cette  formule 

*"  12  ""^  "i2''^aRV5R^8' 

et  par  suite 

/i^J £^î 5xi2x8R  4  ^R  .       5  R  4  /5r  ^ 

384  1       3p4/3^      />"    384x3    E  V3p  *"i2E   Va?^ 

*'^12^1S:V5R^8 

La  poutre  d'égale  résistance  prend  donc  une  plus  grande  flècbe 
qu'une  poutre  dont  la  section  serait  constante  et  égale  à  la  section 
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maximum  de  la  première.  Le  rapport  est  à  peu  près  égal  à  ~.  La 

poutre  d'égale  résistance  est  donc  beaucoup  moins  roide  que  Tautre 
poutre, 
a*  Si  Ton  veut  que  b  soit  constant,  Téquation 

•      Rxja6«  =  l|>(te-a*) 

donne  la  dimension  variable  a  par  les  ordonnées  d'une  parabole  pas- 
yig-  *S8-  sant  aux  points  A  et  B.  Les  moitiés  de  ces  or- 

données seront  les  ordonnées  du  contour  latéral 
de  la  poutre,  en  projection  horizontale. 

8*  Enfin,  si  Ton  voulsût  que  la  section  ab  fût 
partout  constante,  et  égale  à  û,  quantité  donnée, 
iserait  exprimé  par  les  ordonnées  d'une  parabole,  et  une  fois  b  connu, 
CD  en  déduirait  a  par  l'équation  ab  =  û.  Cette  distribution  de  la 
matière  serait  très-défectueuse,  car  sur  la  culée,  on  aurait  d  =  o  et 
par  suite  a  devrait  être  infini. 
122.  —  IL  Cherchons  encore  la  forme  d'égale  résistance  pour  un 
^8.  »»•.  solide  encastré  par  une  extrémité  B  et 

^     portant  un  poids  P  à  son  extrémité  A. 
^        L'équation  sera  :  ^ 
^â  RI 

en  appelant  x  là  distance  d'un  point  M  à  l'extrémité  A, 
Si  la  section  est  rectangulaire,  on  fera 

et  supposant  a  constant,  on  devra  déterminer  b  par  ^équation 

qui  représente  une  parabole. 
Pour  donner  à  la  pièce  ime  forme  symétrique  par  rapport  à  l'axe 
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neutre  OA,  on  fera  ô  =  2  v,  et  on  auraTéquation  du  contour  parabo- 
lique de  la  pièce  eu  élévation  : 

,      3  Px 

C'est  à  peu  près  cette  forme  que  Ton  donne  aux  balanciers  en  fonte 
Fig.  130.    des  machines  à  vapeur  ;  cependant,  on  substitue  en  général 
au  rectangle  un  piofil  où  la  matière  est  reportée  du  centre 
au  haut  et  au  bas  de  la  section,  sauf  une  nervure  qu'on  ré- 
serve le  long  de  Taxe  neutre,  pour  nourrir  la  région  où 
s'attachent  les  tiges  articulées  du  parallélogramme,  la 
bielle,  l'arbre  tournant  du  balancier,  enfin  les  tiges  des 
pompes  mises  en  mouvement  par  la  machine. 
On  donne  encore  une  forn)e  paraboliaue  aux  manivelles  qui  trans- 
mettent à  un  arbre  tournant  l'effort  exercé  par  une  bielle  à  leur  ex- 
trémité/ 

La  forme  légèrement  effilée  que  doivent  recevoir  les  dents  d'en- 
grenage pour  satisfaire  aux  conditions  géométriques  de  la  transmis- 
sion du  mouvement,  est  aussi  assimilable  par  approximation  à  la 
forme  des  solides  d'égale  résistance  à  sections  rectangulaires. 

On  trouve  dans  tous  les  aide-mémoire  des  formules  duesà  Navier» 
à  Duleau,  à  Tredgold,  et  qui  assignent  les  dimensions  à  attribuer 
dans  la  pratique  à  ces  différents  organes  de  machines. 
123.  Cherchons  la  flèche  de  la  poutre  encastrée. 
L'équation  différentielle  de  la  ûbre  neutre  déformée  sera 

Fig.  «81.  /  désignant  la  longueur  OA  de  la  poutre,  et 

^^ '^ j^     X  la  disUnce  OM. 

1  est  égal  à  —  «ô*,  expression  dans  la- 
quelle b  est  variable,  et  égal  à 

4  /6P  X  MA  ,      4  /6Px(/-x) 
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Oq  est  donc  ramené  à  intégrer  l'équation 


'^~^a(Y/^El)*"lax6P/-x,V6P(/-:xl"      V^P  ^l-x 
Intégrant  une  première  fois,  il  vient 

et  une  seconde  fois 

Les  constantes  sont  déterminées  de  manière  à  faire  y  et  -p  nuls 

pour  0?  =  o  ;  la  flèche  sera  la  valeur  absolue  de  y  pour  a;  —  /;  il  vient 
donc 

Si  la  poutre  avait  une  section  constante,  égale  à  celle  qu'elle  a 
dans  l'encastrement,  la  flèche  f  à  l'extrémité  (§  79)  serait  égale  à 

3  Er 

Dans  cette  expression  I  est  la  valeur  que  prend  —  ab*  pour  x=Oj 

c'est-à-dire 

1  /6Pi\« 

Î2^><(Raj- 
Od  aurait  donc 

12  Ra       V  Ra 

En  d'autres  termes,  /est  double  de  f. 
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124.  —  m.  Les  poutres  en  bois  d'un  seul  morceau  ne  reçoivent 
pas  ordinairement  une  forme  d'égale  résistance.  Les  bois  sont  un  pro- 
duit naturel  ;  leurs  fibres  ne  sont  pas  des  assemblages  fictifs  de  molé- 
cules, mais  bien  des  fibres  réelles,  et  c'est  suivant  leur  longueur 
qu  elles  résistent  le  mieux  aux  efforts  développés  dans  la  matière. 
Une  fibre  coupée  ne  subit  plus  les  actions  des  autres  fibres  que  par 
l'intermédiaire  de  la  cohésion  qui  les  réunit  en  un  seul  faisceau; 
elle  n'a  plus  la  résistance  qu'elle  possédait  lorsqu'elle  était  conti- 
nue. D'ailleurs,  on  ne  gagne  pour  ainsi  dire  rien,  comme  économie, 
à  enlever  de  la  matière  latéralement  à  une  pièce  de  bois  de  charpente, 
car  les  déchets  n'ont  pas  de  valeur.  Aussi,  emploie-t-on  les  poutres 
sans  modifier  sensiblement  leurs  formes  naturelles,  si  ce  n'est  quel- 
quefois pour  leur  donner  de  la  courbure. 

125.  —  IV.  Poutres  en.  fer  laminé.  —  Proposons-nous  de  dresser 
le  projet  d'une  poutre  en  tôle,  d'égale  résistance,  destinée  à  franchir 
une  portée  donnée,  /,  et  à  supporter  une  charge  de  p  kilogrammes 
par  mètre  courant. 

Le  problème  est  indéterminé,  mais  il  y  en  a  deux  solutions  prin- 
cipales; l'une  consiste  à  faire  varier  la  hauteur  de  la  poutre,  de  ma- 
nière à  dessiner  en  élévation  les  formes  elliptiques  que  nous  venons 
de  déterminer  pour  les  poutres  à  sections  rectangulaires  ;  l'autre,  à 
laisser  la  hauteur  constante,  en  faisant  varier  en  conséquence  les 
épaisseurs  des  pièces.  Nous  développerons  succcessivement  ces  deux 
solutions. 

Première  solution,  —  Hauteur  variable.  —  La  poutre  en  tôle, 
dans  les  deux  solutions,  sera  supposée  avoir  pour 
^^°'  *^^'  section  une  forme  de  fer  à  double  T.  Appelons  a  la 

^^      largeur  des  tables, 
c  leur  épaisseur, 

h  la  distance  des  centres  de  gravité  des  deux  tables, 
~  égale  à  peu  près  à  la  hauteur  totale  de  la  poutre. 
Négligeons  dans  le  moment  d'inertie  Vâme  ver- 
ticale et  les  cornières  qui  la  rattachent  aux  tables. 

Le  moment  d'inertie  I  est  égal  à  ocx      et  la 

s 
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distance  de  la  fibre  la  plus  fatiguée  à  l'axe  neutre  étant  sensiblement 
égale  à  -,  le  rapport  ~  est  égal  à  ach. 

Appelons  x  l'abscisse  d'un  point  M  de  la  portée,  mesurée  à  par- 
8ig.  133.  tir  de  l'appui  A  ;  le  moment  de  rupture 

en  M  est  égal  à  -  plx  —  -  px^,  et  l'é- 


2«  2' 

i        î  B    quation  à  laquelle  la  section  devra 


tisfaire  est 


RocA  =  g  pto  —  5  px\ 


R  et  a  sont  des  données;  c  et  A  peuvent  être  variables.  Dans  la  pre- 
mière solution,  on  suppose  c  constant,  et  la  variation  porte  seule- 
ment sur  h.  On  voit  que  le  dessus  de  la  poutre  doit  pour  cela  dessiner 

une  parabole  AGB  (fig.  i33),  dont  l'ordonnée  maximum,  pour  x=:-% 

est  égale  à 

Le  volume  des  bandes  est  mesuré  approximativement  par  le  double 
du  produit  de  la  section  constante,  ac^  par  la  longueur  /  de  la  portée  ; 
on  a  donc  sensiblement  : 

Seconde  solution.  —  Supposons  qu'on  laisse  h  constant,  et  égal 
à  la  plus  grande  valeur  H  qu'il  ait  dans  la  solution  précédente;  alors 
c  sera  variable,  et  devra  satisfaire  à  l'équation 

RH  a  X  c  ±=  ^  pte  —  jxr". 

La  poutre  sera  tout  aussi  bien  un  solide  d'égale  résistance.  Cher- 
chons quel  sera  le  volume  V  des  bandes  de  cette  nouvelle  poutre,  et 
comi>aroiis-le  au  volume  Y  correspondant  à  la  première  solution. 

45 
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Pour  la  longueur  dx^  le  volume  élémentaire  sera  : 

donc 

intégrale  où  l'on  doit  remplacer  (;  par  sa  valeur  variable 

Rlla 
Il  vient  donc  : 

^"Rh3o  RBJo  RH2       RH3~6RH' 

Mais  nous  avons  dans  l'autre  poutre  : 

c  désignant  ici  l'épaisseur  constante  des  bandes  de  la  première 
poutre.  Tirons  de  cette  équation  la  valeur  de  «,  et  substituoos  dans 
l'expression  du  volume  Y;  il  viendra 

Donc 

V  "■  /1\""6~"5* 


(1) 


La  poutre  où  la  hauteur  reste  constante  est  donc  équivalente. 

comme  volume  ou  comme  poids  des  bandes,  aux  ,  de  la  poutre  où  la 
hauteur  a  été  supposée  variable. 
La  seconde  solution  est  donc  à  ce  point  de  vue  préférable  à  la 

première. 
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Elle  est  également  préférable  en  ce  quelle  assure  plus  de  roideur 
à  la  poutre. 
Eq  effet,  on  a  toujours,  dans  une  section  quelconque 

El  _RI 

oooc 

E 

P  est  proportionnel  à  t;,  et  comme  dans  l'exemple  qui  nous  occupe, 

V  est  égal  à  - ,  p  est  proportionnel  à  h.  Les  rayons  de  courbure  sont 

donc  d'autant  plus  grands,  et  la  pièce  reste  d'autant  plus  voisine 
de  la  ligne  droite,  que  la  hauteur  A  est  plus  grande;  et  la  diminution 
graduelle  de  hauteur  vers  les  culées  a  l'inconvénient  d'augmenter 
très-notablement  la  flèche  que  la  poutre  tend  à  prendre. 

En  d'autres  termes,  la  hauteur  d'une  poutre  est  un  des  grands  élé- 
ments de  sa  résistance  et  de  sa  roideur;  et  cela  a  lieu  pour  toutes 
les  sections,  au  milieu  comme  aux  extrémités  de  la  portée  Cela  posé, 
il  est  rationnel  de  donner  partout  à  la  poutre  la  plus  grande  hauteur 
qu'elle  puisse  avoir,  et  si  la  hauteur  H  est  admissible  au  milieu,  il 
est  utile  de  la  conserver  dansnoute  l'étendue  de  l'ouvrage. 

Des  considérations  archi tectoniques  peuvent  conduire  à  modifier 
celte  r^^gle,  parce  qu'alors  l'économie  n'est  pas  le  seul  guide  à 
snivre;  mais  il  importe  de  bien  se  rappeler  que  pour  les  poutres  en 
fer  où  l'on  peut  faire  varier  les  épaisseurs,  l'égale  résistance  ne  de- 
mande pas  des  variations  de  hauteur,  comme  pour  les  poutres  en 
fonte  coulées  d'un  seul  morceau.  Bien  des  ingénieurs  font  cette  con 
fusion,  et  ils  préfèrent  pour  l'élévation  d'une  poutre  la  forme  parabo- 
lique  à  la  forme  rectiligne,  croyant  que  la  première  seule  satisfait 
aux  conditions  d'égale  résistance,  tandis  que  la  seconde  y  satisfait 
aussi,  en  réalisant  de  plus  une  certaine  économie  de  matière,  tout 
en  donnant  à  l'otfvrage  une  plus  grande  rigidité  (i). 

(0  La  forme  parabolique  est  préférable,  aa  contraire,  à  la  forme  rectiligne  lorsqu'on 
ifDt  donner  à  la  pièce  lu  plus  griinde  flexibilité  possible.  C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple» 
leui  lea  kiiiea  élatUquea  du  dyuauomèire  de  M.  Poucelet 
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La  considératioD  des  parois  pleines  ne  modifie  en  nen  nos  conclu- 
sions. Les  parois  pleines  doivent  être  déterminées  de  manière  à  résis- 
ter à  l'effort  tranchant  ;  les  constructeurs  négligent  en  effet  la  ré- 
sistance des  tables  à  cet  effort,  de  même  qu'ils  négligent  la  résis- 
tance de  l'âme  d'une  poutre  au  moment  de  rupture.  Si  donc  h  est 
la  hauteur  et  d  l'épaisseur  de  l'âme,  R'  la  résistance  moyenne  à  l'ef- 
fort tranchant  par  unité  de  surface,  on  devra  avoir  en  tous  points  : 

R'xAC  =  A  =  g  =  ip/-px. 

La  section  M  de  l'âme  pleine  est  donc  la  même  dans  les  deux 
solutions;  une  réduction  du  facteur  h  entraînerait  une  augmentation 
du  facteur  (/,  et  la  poutre  à  élévation  parabolique  aurait  besoin  d'une 
âme  aussi  volumineuse  et  aussi  lourde  que  la  poutre  à  élévation  rec- 
tiligne. 

Toutefois,  si  les  nécessités  de  la  construction  demandûent  une 
épaisseur  (f  beaucoup  plus  grande  que  celle  que  le  calcul  assigne, 
la  paroi  de  la  poutre  parabolique  pourrait  être  plus  légère  que  la 
paroi  de  la  poutre  rectiligne,  parce  que  cette  épaisseur  d  se  trouverait 
la  même  dans  les  deux  poutres.  II  en  est  ainsi  pour  les  petites  poutres 
en  fer  ;  l'épaisseur  de  l'âme  y  surpasse  toujours  de  beaucoup  la  limite 
indiquée  par  le  calcul  de  l'effort  tranchant;  mais  même  dans  ce  cas, 
la  forme  parabolique  ne  présente  aucun  avantage  qui  doive  la  faire 
préférer  à  la  forme  droite. 
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CHAPITRE    UNIQUE. 

TORSION  DES  PRISMES. 


126.  La  torsion  se  produit  lorsqu'une  pièce  prismatique  fixée  in- 
Fariablement  par  une  de  ses  extrémités,  est  soumise  à  des  forces  ré- 
ductibles à  un  couple,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  direction 
da  prisme.  Ce  couple  tend  à  faire  tourner  dans  leur  plan  les  sections 
transversales,  et  à  dévier  les  fibres  rectilignes  pour  leur  faire  prendre 
one  forme  hélicoïdale. 

Les  lois  de  la  torsion  des  fils  métalliques  ont  été  étudiées  expéri» 
inentalement  par  Coulomb  (i);  il  a  reconnu  que  la  quantité  angulaire 
dont  une  section  transversale  tourne  par  rapport  à  une  autre  section 
âoignée  de  la  première  de  l'unité  de  longueur,  est  proportionnelle  au 
moment  du  couple  appliqué  au  fil,  et  inversement  proportionnelle  à 
la  quatrième  puissance  de  son  diamètre;  et  plus  généralement^siFon 


(]}  Recherches  théoriques  et  expérimentales  sur  la  force  de  torsion  et  sur  Fêlas- 
tkUé  des  fils  de  métal,  1784. 


230  TORSION  DES  CYI,L\DRES. 

opère  sur  un  cylindre  dont  la  longueur  totale  soit  égale  à  L,  et  dont 
le  rayon  soit  r,  et  qu'on  appelJeB  l'angle  total  dont  la  lors'on  déplace 
la  section  trausversale  à  l'extrém  té  libre  de  cecyliudre  par  rapport  à  * 
l'autre  extrémité,  laquelle  reste  fixe  par  hypothèse,  qu'enfin  Pp  soit 
le  moment  du  couple  appliqué  dans  le  plan  de  la  section  mobile,  on 
aura  Téquation 

A  désignant  un  coefficient  constant  qui  dépend  seulement  de  la  ma- 
tière dont  se  compose  le  cylindre  considéré. 

B 

Au  rapport  |-  on  peut  substituer  Tangle  B,  qui  mesure  la  dévia- 
tion rapportée  à  l'unité  de  longueur,  ainsi  que  nous  l'avons  définie 
dans  l'énoncé  de  la  loi  de  Coulomb. 

Si  le  cylindre  était  creux,  et  que  r'  fût  le  rayon  du  vide  intérieurt 
on  aurait  l'équation 

e_._.     Pp 

Ces  lois  ont  servi  à  Coulomb  à  l'étude  de  divers  problèmes  de  phy- 
sique :  sa  balance  de  torsion  est  F  instrument  le  plus  commode  pour 
la  recherche  des  lois  des  attractions  magnétiques  ou  électriques.  11 
s'en  est  servi  aussi  pour  évaluer-  les  actions  mutuelles  des  fluides 
et  des  solides  dans  le  mouvement  relatif. 

On  suppose  d'ailleurs  que  le  rapport  y-,  ou  que  Tare  0  soit  très-petit^ 

au  delà  d'un  certaine  limite,  la  proportionnalité  de  B  au  couple  Vp 
n'est  pllis  en  effet  vérifiée  par  l'expérience. 

127.  Voici  comment  on  peut  justifier  par  un  raisonnement  de 
statique  les  lois  que  Coulomb  a  déduites  de  1  observation  directe. 
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Coupons  le  cylindre  MN  par  un  plan  A6  perpendiculaire  à  la  direc- 
tion de  ses  arêtes,  et  éloigné  de  son  extrémité  libre 
N  d'une  quantité  X  quelconque.  La  portion  de  cy- 
lindre ABN  est  en  éqnilibre  sous  l'action  du  coupif 
extérieur  Pp  agi>sant  dans  le  plan  N,  et  des  forces 
inolécuLtires  développées  dans  le  plan  sécant  AB. 
Ces  dernières  forces  sont  réductibles  à  un  c-ouple  de 
même  moment  de  P/>,  mais  dirigé  en  sens  contraire. 
La  déviation  angulaire  totale  de  la  section  N  par 
rapport  à  la  section  AB  étant  représentée  par  6,  la 
déviation  par  unité  de  longueur  du  cylindre  est 

mesurée  par  le  rapport  y  =  '• 

appelons  p  et  (!>  les  coordonnées  polaires  d'un  point  G  quelconque 
delà  section  AB,  rapportées  au  centre  0  de  cette  section,  et  à  un  axe 
OX  arbitraire.  Prenons  au  point  G  un  élément  de  surface  dont  Faire 
sera  mesurée  par  pdtarfp  ;  nous  admettrons  que  cet  élément  développe, 
perpendiculairement  au  rayon  OC,  une  résistance  proportionnelle  i 
faire  pcicoc/p  de  l'élément,  proportionnelle  à  l'angle  0  de  déviation  par 
wité  de  longueur,  et  enfin  proportioimelle  à  la  distance  p.  Le  prodnit 
de  ces  derniers  facteurs  p  et  6  mesure  en  effet  le  déplacement  relatif 
que  sobit  dans  la  torsion  l'élément  considéré  par  rapport  à  l'élément 
correspondant  pris  dans  la  section  voisine  ;  et  la  direction  de  la  force, 
perpendiculaire  à  OG,  a  la  direction  même  de  ce  déplacement 
relatif.  Appelons  donc  G  une  nouvelle  constante  spécifique.  La  ré- 
sistance  totale  de  l'élément  à  la  torsion  sera  exprimé  par  le  produit 

GOp  X  pdci»dp  =  GOp*d(Ddp, 

et  son  moment,  par  rapport  à  l'axe  projeté  en  U,  sera: 

Prenons  la  somme  de  tous  ces  moments,  en  TétPndant  à  toute  la 
«ctîon,  que  nous  supposons  limitée  extérieurement  à  un  cercle  de 
rayon  r,  et  intérieurement  à  un  cercle  de  rayon  r'  ;  nous  devrons 
trouver  un  moment  égal  au  couple  P/>«  Mous  aurons  ainsi  l'équation 
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oa  bieD  ^ 

2„G0  Î^Î^I^  =  5  ce (r*— r**)  =  Pp, 
4  2 

OU  enfin 

La  constante  A  est  liée  à  la  nouvelle  constante  G  par  la  relation 

qui  permet  de  passer  de  Tune  à  l'autre. 

La  résistance  à  la  torsion  par  unité  de  surface  est  représentée  par 
GOp,  et  par  suite,  à  une  distance  du  point  0  égale  à  l'unité,  elle  est 
égale  à  GO. 

Les  forces  moléculaires,  dans  cet  exemple,  se  font  équilibre  en 
projection  sur  un  axe  quelconque  et  se  réduisent  par  suite  &  un  cou- 
ple ;  car  deux  éléments  symétriquement  placés  par  rapport  au  point  0 
développent,  d'après  nos  hypothèses,  des  forces  égales,  parallèles  et 
de  sens  contraires. 

128.  La  constante  G  a  été  déterminée  par  expérience  (i). 

En  prenant  pour  unité  de  Jorce  le  kilogramme,  et  pour  unité  de 
surface  le  mètre  carré»  on  a  trouvé  pour  G  les  valeurs  suivantes  : 

Acier  fondu.  .  .  .  10000000000 

acier 6000000000 

P                       (do  6000000000 

*'®'*- (à  6600000000 

Cuivre ;  4366  000000 

Fonte 2200000000 

Bronze 1066000000 

Sapin 433000000 

Chêne... 400000  000 

On  a  pu  de  même  déterminer  par  Tobservation  la  limite  d*élasti- 

(1)  H  est  facile  de  voir  que  rhomogcnéitc  de  la  formule 

L      irGr*-r'** 
on  de  la  formule  plus  générale  qu*on  établira  plus  Ioîd 

e__i  Pp 

ï:~"g  r 

exige  que  la  constante  G  représente  une  force  rapportée  i  l'unité  de  fturfac«» 
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cité  des  corps  à  la  torsion.  Pour  le  fer  forgé,  on  l'a  trouvée  égale  à 
14,000,000  de  kilogrammes  par  mètre  carré. 

120.  Nous  venons  de  voir  qu'en  un  point  éloigné  du  centre  0  d'une 
quantité  égale  à  p,  l'eifort  développé  dans  la  matière  par  unité  de 
surface  est  égal  à  GOp  ;  il  est  maximum  pour  le  maximum  de  o,  c'est- 
à-dire  pour  p  =  r,  et  si  l'on  suppose  que  le  cylindre  soit  plein,  on 
aura  par  Conséquent 

Cette  quantité'doit  rester  au-dessous  delà  limite  d'élasticité  ;  d'où 
résulte  cette  règle  pratique  :  ks  arbres  cylindriques  pleins^  soumis 
à  des  efforts  de  torsion^  doivent  recevoir  des  diamètres  proportion- 
nek,  pour  une  même  matière^  à  la  racine  cubique  du  moment  du 
ojfupk  de  torsion. 

Les  formules  que  l'on  trouve  dans  les  sdde -mémoire  pour  le 
calcul  des  dimensions  des  arbres  tournants,  des  tourillons,  et  des 
autres  pièces  de  machines  qui  doivent  résister  à  la  torsion,  dérivent 
de  l'équation  précédente.  On  se  sert  habituellement  de  l'équation 

T 

dans  laquelle  T  exprime  en  ktlogrammëtres  le  travail  transmis  par 
minute  à  l'arbre  tournant,  n  le  nombre  de  tours  que  fait  l'arbre  en 
une  minute,  K  un  coefficient  empirique  qui  varie  avec  la  destination 
de  l'arbre  et  la  matière  dont  il  est  formé,  et  d-  le  diamètre  de  l'arbre, 

T 

en  centimètres.  Il  est  facile  de  reconnaître  que  -  est  proportionnel 

au  couple  appliqué  à  l'arbre. 
130.  On  a  cherché  à  étendre  aux  prismes  quelconques  les  lois 

de  la  torsion  des  cylindres. 
Soit  AB  la  section  du  prisme»  supposée  la  même  en  tous  les  points 
de  sa  longueur.  Par  le  centre  de  gravité  0, 
menons  deux  axes  rectangulaires  OX ,  OY. 
Puis  considérons  au  point  G  un  élément  de 
surface  compris  entre  deux  rayons  vecteurs 
menés  sous  les  angles  «o  et  co  +  dta,  et  deux 
circonférences  tracées  autour  du  point  0' 
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auxdistancesp  et  p+dp.  Admettons  que  dans  la  torsion,  Télément  C 
se  déplace  par  rapport  à  Télément  correspondant  de  la  section  infi- 
niment voisine,  d'une  quantité  proportionnelle  à  ^.6,  dans  une  direc- 
tion CD  normale  à  OC.  La  résistance  à  la  torsion,  développée  par  ce 
déplacem^t  relatif,  est  donc  dirigée  dans  le  sens  CD,  et  on  peut 
l'exprimer  parle  produit  G  x  p6  x  ^dtùd^ ;  décomposons-la  parallèle- 
ment aux  axes  OX,  OY  ;  il  suffit  pour  cela  de  multiplier  ce  produit  par 
costi)  et  sina),ce  qui  donnera,  en  appelant  x  et  y  les  coordonnées  rec- 
tangles du  point  C,  ' 

GzO  X  pdnûdp    parallèlement  à  Taxe  des  y, 
et 

Gyû  X  pdoidp    parallèlement  a  Taxe  des  x. 

Pour  l'équilibre  de  toutes  ces  forces  moléculaires  et  du  couple  Pp, 
on  doit  donc  avoir,  en  étendant  les  sommations  à  toute  la  section  : 


G8  Uyxpdwdp  =  0, 
ce  Up«xpda)rfp  =  Pp, 


Or  la  première  équation  et  la  seconde  sont  satisfaites  d'elles- 
mêmes  ;  car  les  doubles  sommes  expriment  les  sommes  dés  moments 
des  éléments  de  surface  par  rapport  aux  axes  OY,  OX;  et  ces  moments 
sont  nuls,  puisqu'on  a  pçis  pour  origine  le  centre  de  gravité  de  la 
section. 

La  troisième  équation  contient  une  double  somme  qui  est  la 
somme  des  produits  des  éléments  de  section  par  le  carré  de  leur  dis- 
tance à  Taxe  mené  perpendiculairement  à  la  section  en  son  centre 
de  gravité  0.  C'est  le  moment  d'inertie  de  la  section  par  rapport  à 
Yaxe  central  de  la  pièce  prismatique.  Représentons-le  par  I,  et 
nous  aurons  l'équation 

G    1  • 

L'eflbrt  par  unité  de  surface  à  une  distance  p  du  point  0»  sera  encore 
donné  par  l'expression 


«-!?. 
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ni  Ton  devra  faire  p  égal  à  son  maximum  pour  avoir  le  plus  grand 
effort  développé  dans  la  matière. 
Par  exemple,  prenons  pour  section  droite  du  prisme  un  carré  de 
'*«•  *^-  côté  c=kB. 

^  Pour  avoir  le  moment  d'inertie  par  rapport  à 

^^         Taxe  projeté  en  0,  on  peut  prendre  les  iîion)ents 
d*inertie  par  rapport  aux  axes  OX,  OY,  puis 
-^   faire  la  somme  ;  on  aura  donc  : 


/ 


»  =  à'^  +  Â'^  =  i*^'" 


€t  la  plus  grande  valeur  de  p  sera  égale  à 


OA=|cv^; 


*  a  donc  pour  valeur  limite  : 


I— =ic^^ 


«t  la  charge  piar  unité  de  surface  aux  points  les  plus  fatigués  est 
i 

6Pp 


181.  Cette  théorie  suppose  que  dans  un  prisme  de  forme  quelcon- 
que, la  torsion  dévie  de  quantités  angulaires  égales  tous  les  rayons 
vecteurs  menés  dans  chaijue  section  par  le  centre  de  gravité,  et  sans 
les  fiûre  sortir  de  leur  plan.  Si  la  section  est  très-voisine  du  cercle, 
cette  hypothèse  est  encore  admissible  ;  mais  elle  ne  Test  plus  du 
tout  si  la  section  a  des  rayons  vecteurs  de  dimensions  très-différentes  ; 
il  serait  tout  à  fait  faux  par  exemple  d'appliquer  la  formule  géné- 
rale 


0  =  ^ 


Pp 
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à  une  section  rectangulaire  longue  et  mince.  L'expérience  est  d'ac- 
cord avec  la  théorie  générale  de  l'élasticité  pour  montrer  combien 
est  grossière  dans  ces  cas  généraux  la  théorie  élémentaire  de  la  tor- 
sion des  prismes.  De  savants  calculs,  dus  à  M.  Barré  de  Saint- 
Venant,  ont  commencé  à  combler  cette  lacune,  en  tenant  compte 
du  gauchissement  des  sections  planes  (i).  Mais  ce  sujet  est  étranger 
au  plan  de  notre  cours. 

Remarquons  d'ailleurs  que  lorsqu'une  pièce  est  destinée  à  subir 
des  efforts  de  torsion,  on  est  instinctivement  conduit  à  lui  donner 
une  forme  voisine  de  la  forme  circulaire,  et  qu'alors  la  théorie  élé- 
mentaire de  la  torsion  fait  connaître  les  limites  de  sa  déformation 
avec  une  suffisante  exactitude. 

Les  lacunes  de  la  théorie  ont  donc  plus  d'importance  au  point  de 
vue  scientifique  qu'au  point  de  vue  des  applications. 

132.  La  torsion  est  la  dernière  déformation  élémentaire  que  nous 
ayons  à  étudier,  et  nous  pouvons  résumer  comme  il  suit  l'ensemble 
des  opérations  à  faire  pour  trouver  la  répartition  principale  des  efforts 
dans  un  solide  soumis  à  des  forces  quelconques  et  les  déformations 
élémentaires  que  ce  corps  a  à  subir. 

Soit  A6GD  une  pièce  prismatique  en  équilibre.  Coupons-la  par  un 
plan  transversal  AB,  et  soit  A'B'  la  section  de 
la  pièce  parce  plan  rabattue  sur  le  papier. 
Prenons  .trois  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires, l'un  OZ,  mené  par  le  centre  de  gravité 
0  de  la  section  perpendiculairement  à  son  plan, 
les  autres  OTi,  D'Y,  menés  par  le  centre  de  gra- 
vité dans  le  plan  de  la  section,  suivant  la  di- 
rection des  axes  principaux  de  l'ellipse  d'inertie. 
Les  forces  extérieures  appliquées  à  la  por- 
tion de  corps  située  au-dessus  du  plan  AB,  sont 
tenues  en  équilibre  par  les  forces  moléculaires 
développées  dans  ce  plan  AB.  Nous  pouvons  réduire  les  forces  exlé- 


Fig.  137. 
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(1)  De  la  torsion  des  prismes,  t.  XIV  des  Mémoires  des  Sa^anls  étrangers.  —  Navler^ 
Résumé  des  leçons  de  l'École  des  ponts  et  chaussées,  Z*  édiUon,  1. 1;  art.  V.  Notes. 
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rieores  à  trois  forces  X^  Y,  Z,  appliquées  au  point  0  et  dirigées  sui- 
Taot  les  trois  axes,  et  à  trois  couples  L,  M,  N,  situés  respectivement 
dans  les  plans  coordonnés,  YOZ,  ZOX,  XOT.  Nous  n'avons  considéré 
îusqu'à  présent  que  deux  espèces  de  forces  moléculaires  développées 
dans  une  section  plane  :  Tune  est  une  résistance  à  Teflort  tranchant, 
qui  se  développe  dans  le  plan  de  lasection  parallèlement  àunedirection 
définie;  l'autre  est  une  force  provenant  de  l'extension  ou  de  la  com- 
pression des  fibres,  et  on  l'introduit  dans  le  calcul  en  admettant 
qu'elle  est  en  chaque  point  une  fonction  linéaire  des  coordonnées  de 
ce  point. 

Décomposons  les  résistances  à  l'eiTort  tranchant  développées  par 
chaque  élément  de  section  en  deux  forces  parallèles  aux  axes  OX  et 
OY,  et  appelons  T.  la  somme  des  composantes  dirigées  suivant  l'axe 
0!,  et  Ty,  la  somme  des  composantes  dirigées  suivant  l'axe  OT. 

La  résistance  R  par  unité  de  surface,  normale  à  la  section  AB,  est 
par  hypothèse  exprimable  par  une  fonction  linéaire  des  coordonnées 
du  point  d'application,  et  nous  poserons  par  conséquent  i 

R  =  Az  +  By  +  G. 

A,  B,  G  étant  des  coefficients  indéterminés. 

Écrivons  les  Ax  équations  d'équilibre  entre  les  forces  extérieures 
et  les  forces  moléculaires  : 

T«  =  X  équation  des  composantes  parallèles  à  Taxe  des  x, 

Ty  =  T  iéL                              id.             des  y, 

5$Rd2dy=:Z  id.                              id.             deBZ, 

llRydœdy=  L  équations  des  moments  autour  de  Taxe  OX, 

•     llKsdxdy=^}Ê  id.            id.              de  l'axe  OY, 

Vt— T.yi=N  id.           id.             de  Taxe  OZ. 

Les  coordonnées  y^  x^  sont  celles  de  l'un  des  points  de  passage  de 
la  résultante  des  efforts  tranchants. 

Les  cinq  premières  équations  nous  donnent  les  composantes  de 
l'effort  tranchant  total,  et  les  trois  coefficients  A,  B,  et  G  de  la  près- 
don  normale  par  unité  de  suiface.  La  sixième  est  l'équation  delà 
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,  droite  suivant  laquelle  agit  la  résultante  de  tons  les  eflorts  tran- 
chants; si  le  moment  des  forces  par  rapport  à  Taxe  OZ  est  nul,  de 
telle  sorte  qu'il  n'y  ait  pas  torsion,  la  résistance  à  l'eflbrt  tranchant, 
ou  la  résultante  des  forces  T.,  T^,  passe  par  le  centre  de  gravité  0  de 
la  section.  * 

Si  N  n'est  pas  nul,  il  y  a  torsion  ;  dans  ce  cas  les  forces  T.,  Ty,  au 
lieu  d*ëtre  appliquées  au  point  0,  sont  appliquées  en  un  point  x,,  y^; 
et  en  les  transportant  au  point  0  parallèlement  à  elles-mêmes,  on 
donne  naissance  à  deux  couples,  qui  se  composent  en  un  seul, 

faisant  équilibre  au  couple  N. 

Introduisons  la  valeur  de  R  dans  nos  équations.  Nos  hypothèses  sur 
la  position  et  la  direction  des  axes  OX,  OY,  nous  donnent: 

\\xdxdy  =0,  \\ydxdy  =  Of  \\xydxdy=^0. 

Posons  de  plus: 

et  il  viendra  pour  déterminer  nos  inconnues,  les  six  équations 
réduites  : 

T.  =  X 

T»=:Y 
CÛ=:Z 

BL  =  L 

AIy  =  ll 

V,  — T*yi  =  N 

Dans  le  cas  où  les  forces  X  et  Y  seraient  nulles  ensemble,  T.  et  T 
seraient  aussi  nuls,  et  les  efforts  tranchants  se  réduiraient,  non 
pas  à  une  force,  mais  à  un  couple  dont  le  moment  serait  égal. à  H. 
Ce  cas  particulier  n'a  donc  rien  d'embarrassant. 
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Cberchons.la  déformation  subie  par  le  solide.  Pour  cela,  consi- 
dérons dans  le  prisme  à  l'état  naturel  la  tranche  comprise  entre  le 
plan  de  la  section  AB,  et  un  plan  k"VI\  parallèle  et  infiuiment  voisin. 
Les  forces  X  et  Y  tendent  simplement  à  faire  glisser  la  tranche  sur 
le  plan  AB.  On  admet  que  ce  déplacement  est  négligeable. 

La  force  Z  produit  une  compression  ou  une  extension,  c'est-à- 
dire  rapproche  ou  éloigne  le  plan  A"B"  du  plan  AB. 

Les  couples  L  et  M  donnent  chacun  une  flexion  particulière,  et 
ces  deux  déformations  élémentaires  se  composent  pour  faire  bascu- 
ler autour  d'une  certaine  droite  le  plan  A"B". 

Le  couple  N  produit  une  torsion  autour  de  l'axe  du  prisme,  et 
tend  à  changer  l'orientation  de  la  section  A"B"  par  rapport  à  la  sec- 
tion AB,  en  lui  faisant  décrire  dans  son  plan  un  petit  angle  autom* 
de  son  centre  de  gravité. 

Nous  avons  montré  comment  on  pouvait,  à  l'aide  des  deux  coeffi- 
cients d'élasticité  E  et  6,  calculer  les  déformations  élémentaires 
provenant  de  ces  efforts  de  compression,  de  flexion  et  de  torsion  ^ 
après  les  avoir  déterminées  séparément,  on  les  composera  ensemble 
par  les  règles  de  la  cinématique  ;  le  calcul  intégral  permettra  ensuite 
de  trouver  la  forme  d'une  portion  finie  du  solide.  On  peut  remarquer 
que  la  déformation  des  pièces  courbes  se  prêterait  à  une  décompo- 
âtion  tout  à  fait  identique. 


LIVRE  QUATRIÈME. 

POUTRES  DROITES  POSÉES  SDR  PLUSIEURS  APPUIS. 


CHAPITRE   PREMIER. 

LE  THÉORÈME  DES  TROIS  MOMEITIS. 


IDÉE  GÉNÉRALE  DU   PROBLÈME    ET  DES    MÉTHODES  EMPLOYÉES 
POUR  LE   RÉSOUDRE* 

133.  Les  méthodes  exposées  dans  notre  livi*e  second  permettent 
à  la  rigueur  de  résoudre  tous  les  problèmes  relatifs  à  Téquilibre  et 
à  la  flexion  d'une  poutre  droite  posée  sur  plusieurs  appuis.  Maia 
elles  conduisent  à  des  calculs  extrêmement  pénibles  lorsque  le 
nombre  des  appuis  est  très-grand.  On  possède  aujourd'hui,  pour 
résoudre  les  questions  de  ce  genre,  qui  se  rencontrent  très-fréquem- 
ment dans  la  pratique  des  grands  travaux,  une  méthode  beaucoup 
plus  élégante  et  beaucoup  plus  rapide,  dont  les  principes  ont  été 
posés  par  M.  Glapeyron,  et  qui  a  reçu  de  H.  Bertot,  ingénieur  civil, 
uoe  transformation  des  plus  heureuses,  adoptée  immédiatement  et 
développée  par  M.  Clapeyron  lui-même. 

Rappelons,  d'abord  l'ancienne  méthode. 

Considérons  une  poutre  droitre  de  n  travées,  c'est-à-dire  posée 
sur  n  +  1  appuis  sensiblement  de  niveau,  et  sollicitée  dans  chaque 

16 
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travée  par  une  charge  également  répartie.  Les  réactions  des  appuis 
sont  inconnues;  elles  sont  au  nombre  de  n  +  i«  On  partagera  la 
poutre  en  autant  de  tronçons  qu'il  y  a  de  travées,  et  Ton  aura  pour 
chacune  une  équation  différentielle  définissant  la  forme  de  la  fibre 
neutre  après  la  déformation.  L'intégration  de  ces  n  équations 
différentielles,  qui  sont  du  second  ordre,  introduira  2n  constantes 
arbitraires,  qui  restent  à  déterminer.  Le  nombre  total  des  inconnues 
est  donc  : 

Réactions n  +  1 

Constantes  arbitraires 2  n 


En  tout.  .  .    3n+  i 

Pour  trouver  les  valeurs  de  ces  3w  +  i  inconnues,  on  a  3n  -f  i 
équations.  En  effet,  dans  chaque  travée  la  fibre  neutre,  après  la  dé- 
formation, doit  pasjser  par  les  deux  appuis  qui  limitent  la  travée; 
cette  double  condition  à  laquelle  chaque  travée  est  assujettie,  four- 
nit deux  équations  par  travées,  ce  qui  fait  2n  équations  pour  la 
poutre  entière.  De  plus,  deux  travées  consécutives  se  raccordent 
tangentiellement  sur  l'appui  commun,  ce  qui  introduit  encore  n  —  i 
équations  de  condition.  Enfin  il  faut  joindre  les  deux  équations 
fournies  par  la  statique,  et  qui  expriment  que  la  somme  des  réac- 
tions des  appuis  est  égale  à  la  somme  des  charges  de  la  poutre,  et 
qu'il  y  a  égalité  entre  les  moments  de  ces  deux  groupes  de  forces. 
On  a  donc  : 

Pour  les  points  connus  de  Taxe  neutre 2  n  équations 

Pour  le  raccordement  sur  les  appuis  intermédiaires.  .  .    n  —  1 
Pour  réquilibre  des  forces  extérieures 2 

En  tout.  .  .    3  n  -f-  1 

Le  problème  est  donc  déterminé  ;  on  peut  observer  de  plus  que 
les  équations  sont  du  premier  degré  par  rapport  à  toutes  les  incon- 
nues, de  sorte  que  la  détermination  de  leurs  valeurs  rentre  dans  les 
problèmes  que  l'algèbre  élémentaire  permet  de  résoudre.  Mais  ce 
qui  rend  inapplicable  celte  méthode  si  simple  au   point  de  vue 
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abstrait,  c'est  le  nombre  d'équations  à  résoudre.  Par  exemple  pour 
tt  n=  7,  nombre  qui  n'est  pas  bien  grand,  3n  +  i  est  égal  à  92  ;  de 
sorte  que  pour  faire  le  projet  d'une  poutre  de  sept  travées-,  on  se- 
rait conduit  à  résoudre  vingt-deux  équations  du  premier  degré  à 
vingt-deux  inconnues,  opération  extrômement  laborieuse* 

Parmi  les  travaux  iaits  pour  simplifier  cette  méthode,  om  doit 
mentionner  une  étude  très-remarquable  de  M.  Piarron  de  Mondésîr, 
ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  qui  est  parvenu  à  poser  des  for- 
mules générales  donnant  directement  les  valeurs  des  réactions  des 
appuis  (1). 

Les  méthodes  de  M.  Clapeyron  réduisent  de  beaucoup,  par  un 
choii  convenable  des  inconnues,  le  nombre  des  équations  simulta- 
nées à  résoudre.  Son  ancienne  méthode  consistait  à  prendre  pour 
inconnues  les  moments  fléchissants  sur  les  appuis,  et  les  angles  très- 
petits  formés  aux  mêmes  points  par  la  fibre  neutre,  après  sa  défor- 
mation, avec  Taxe  neutre  primitif.  Les  angles  sont  au  nombre  de 
A  +  1  >  tandis  que  les  moments  fléchissants  sur  les  appuis  sont 
seulement  au  nombre  de  n  —  1 ,  car  les  moments  fléchissants  sont 
nuls  -sur  les  appuis  extrêmes.  Le  nombre  des  inconnues  s'abaisse 
ainsi  de  3n  +  1  à  2ti.  Les  équations  prennent  dans  ce  système  une 
forme  simple  qui  se  prête  à  une  résolution  facile. 

Le  théorème  des  trois  moments,  déoouveit  par  M.  Bertoten  i85.5, 
a  fait  faire  un  nouveau  progrès  à  la  méthode,  en  éliminant  les  angles 
de  déviation  de  la  fibre  neutre  sur  les  appuis,  et  en  réduisant  le 
nombre  des  inconnues,  et  le  nombre  des  équations,  au  nombre  n  —  1 
des  moments  fléchissants  sm*  les  appuis  intermédiaires.  Ce  théorème 
est  d'ailleurs  susceptible  de  généralisation  et  peut  s'appliquer  à  une 
distribution  quelconque  de  charges  dans  l'étendue  des  travées. 

Nous  assimilerons  quelquefois  dans  ce  qui  suit  la  poutre  droite 
continue  à  un  pont  jeté  sur  une  rivière,  et  par  suite,  nous  donnerons 
le  nom  de  culées  aux  deux  appuis  extrêmes,  et  le  nom  de  piles  aux 
appuis  intermédiaires.  Le  nombre  des  travées  étant  égal  à  n,  il  y 
an  -f  1  appuis  ;  nous  les  numéroterons  de  1  à  n  +  1,  en  allant  (h 

(1)  L'ouyrage  de  M.  de  Hondésir  a  été  publié  en  1860,  ches  Ounod. 
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gauche  à  droite  sur  l'élévation  de  la  poutre  ;  de  sorte  que  l'appui 

n**  1  sera  la  première  culèe,  les  appuis  n*  s,  n*  S, n*  (n)  seront 

les  n  —  1  piles  successives,  et  enfin  l'appui  n*  (n  +  i)  sera  la  der- 
nière culée.  Nous  conviendrons  de  donner  à  la  travée  le  même  nu- 
méro qu'à  son  appui  de  gauche,  ce  qui  donnera  aux  n  travées  les 
numéros  de  i  à  n.  Les  deux  travées  extrêmes  n»  (i)  etn»  (n)  sont 

appelées  les  travées  dérive;  les  autres,  n*  a,  n«  3, n*  (n  —  i), 

sont  les  travées  intermédiaires^  ou  travées  centrales. 


LE  THÉORÈME   DES  TROIS   MOMENTS, 


13 A.  Le  théorème  des  trois  moments  peut  s'énoncer  comme  il 
suit  : 
Si  l'on  considère  trois  appuis  consécutifs  A,  B,  G,  et  qu'on  appelle 
Fig.  138.  /,  /,  les  portées  AB,  BC  comprises  entre 

^  ^    le  premier  appui  et  le  second,  entre  le 

^  "  ^    second  et  le  troisième  ; 

M,  H',  W  les  valeurs  des  moments  fléchissants  sur  les  appuis 
A,  B,  C^ 

Enfin  p,  p'  les  charges  par  unité  de  longueur  supposées  réparties 
également  dans  les  deux  travées  AB,  BG; 
Les  moments  H,  M',  M''  sont  liés  par  la  relation  linéaire 


m  +  %{i+n  M'  +  /'M"  + 1  pr^  4-  ^  j/i^  =  0. 


i 


Ce  théorème  donne  autant  d'équations  qu'il  en  faut  pour  déter- 
miner dans  chaque  cas  particulier  les  valeurs  des  moments  fléchissants 
sur  les  appuis,  d'après  l'hypothèse  faite  sur  la  distribution  des 
charges  entre  les  diverses  travées.  On  remarquera  que  les  longueurs 
/  et  f  entrent  seules  dans  les  coefficients  des  moments  inconnus 
M,  M ,  M  .  I 


I 
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Avant  de  démontrer  le  théorème,  il  est  utile  de  poser  un  lemme 
prélimiDaire  plus  général,  qui  peut  être  regardé  comme  la  base  de 
la  première  méthode  de  M.  Clapeyron. 

Nous  suivrons  la  marche  qui  nous  a  déjà  servi  à  résoudre  te  pro- 
blème de  la  flexion  d'une  poutre  droite  sur  trois  appuis  (§  83). 
135.  Considérons  une  travée  quelconque  AB,  comprise  entre  deux 
^^^'  *^*  appuis  A  et  B;  nous  supposons  que  les  forces 

i  extérieures  et  les  réactions  des  appuis  sont 

verticales.  Après  avoir  coupé  la  poutre  sur 


*  M   ^'^ppuî  ^9  ^^  rétablira  l'équilibre  en  appli-. 

quant  à  la  poutre  dans  la  section  A  un  couple  égal  au  moment  flé- 
chissant M  qui  existait  avant  la  coupure.  Appelons  A  la  portion  de  la 
réaction  de  l'appui  A  qui  s'exerce  sur  la  travée  AB,  enfin  représentons 
par  une  lettre  [x,  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  don* 
Dées,  qui  s'exercent  sur  la  poutre  du  point  A  à  un  certain  point  C, 
défini  par  son  abscisse  x^  cette  abscisse  étant  mesurée  sur  l'axe 
neutre  de  la  poutre  AB,  à  partir  du  point  A  pris  pour  origine;  \k  est 
donc  une  fonction  connue  de  x. 

I^  moment  fléchissant  do  la  poutre  au  point  C  sera  donné  par 
l'équation 

Soit  y  Tangle  que  fait  en  A  avec  l'horizon  l'axe  neutre  déformé; 
nous  aurons,  en  intégrant  une  première  fois  l'équation  qui  précède  : 

El  (^-UngçWMx+rF^  +  iAa;». 

L'intégrale  \  [ulx  est  une  nouvelle  fonction  de  x  que  nous  repré- 
senterons par  p  ;  et  nous  aurons  par  suite,  en  intégrant  une  seconde 

fois  : 

•  .EI(y-xteng(p)=illx«  +  £pdx  +  ^Ax». 
Dans  ces  équations,  faisons  x  =  I,  et  appelons  N,  Q,  S,  les  valeurs 
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que  prennent  pour  cette  valeiu"  particulière  de  la  variable  les  fonc- 
tions |A,  p  =:  \  [jL(te,  et  \  pcLr  ;  pour  cette  même  valeur  x  =  {,  on  a 

y  =  A,  et  El  j^  =  M',  M' désignant  le  moment  fléchissant  au  point  B, 

ot  A  la  hauteur  de  ce  point  au-dessus  du  point  A  ;  soit  encore  f 
Tangle  que  fait  l'axe  neutre  déformé  avec  l'horizon  au  point  B,  de 


«ions  ; 


sorte  que  pour  a;  =  /,  on  ait  ^  =  tang  <f'  ;  il  viendra  les  trois  équa- 


M'=M  +  N  +  AZ, 
El  (tangtp'-  tang  9)  =  M/+  Q  +  |  A?«, 

Elh-Kll t^ng?  =  I  M/*  +  S  +  J  a;». 

Éliminons  A  entre  la  première  de  ces  équations  et  la  troisièflie, 
puis  entre  la  seconde  et  kt  troisième^;  il  vient  : 

M'^  +  EWtang9  =  — iMZ«+HN/«-S+EIA, 
EI^tang9'4|EI/tang9  =  -jM^+|Q/-S  +  EIA. 

Les  quantités  N,  Q,  S,  qui  dépendent  des  forces  extérieures,  sont 
connues;  au  contraire  M,  M',  tgf,  tgf'  sont  inconnues,  et  ces  deux 
équations  font  voir  que  M'  et  tgf  '  sont  des  fonctions  iinéaires  cùnr 
nues  de  M  et  tangcp',  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  distribution  des 
forces  extérieures. 

Pour  revenir  au  cas  oi*dinaire  où  les  forces  extérieures  données  se 

réduisent  à  des  poids  uniformément  répartis  par  unité  de  longueur, 

à  raison  de  p  kilogrammes  par  mètre  courant,  il  suffît  d'observer 

qu'on  a  alors  : 

I     , 
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Cl  par  suite,  en  faisant  x  ^  l  : 

D'où  résultent  enfin  les  deux  équations  : 

Us  angles  f  et  (f\  étant  très-petit»,  peuvent  être  pris  pour  leurs- ta»* 
gentes,  et  Ton  parvient  ainsi  au  lemme  suivant  : 

«  Le  moment  fléchissant  sur  un  appui  quelconque,  et  Tangle 
c  très-petit  que  forme  en  ce  point  avec  l'horizon  la  tangente  à  Tan 
tt  neutre  déformé,  sont  exprimables  par  des  fonctions  linéaires  dt 
ft  moment  fléchissant  sur  l'appui  précédent,  et  de  l'angle  de  la  tm^ 
t  gente  à  Taxe  neutre  avec  l'horizon  sur  ce  même  appui*  ppébé^ 
tt  dent.  » 

Ce  lemnae  fournit  une  méthode  générale  pour  trouver  les  moments 
fléchissants  sur  les  appuis  d'une  poutre  posée  sur  tant  d'appuis 
qu'on  voudra.  En  effet,  appliqué  au  second  appui,  il  conduit  à  expri- 
mer le  moment  sur  cet  appui  et  l'angle  d'inclinaison  de  l'axe  neuM 
déformé,  par  des  fonctions  linéaires  du  seul  angle  f  ^  de  l'axe  aetttjrè 
avec  l'horizon  sur  le  premier  appui  ;  car  le  moment  fléchissant  sur  jfe 
premier  appui  est  nul.  Passant  au  troisième  appui,  on  pourra,  par  db 
simples  substitutions,  exprimer  aussi  les  deux  inconnues  M  etf ,  eotf- 
respondantes  à  cet  appui  par  des  fonctions  linéaires  de  f  ^;  et  opérant 
de  la  même  manière  pour  tou»  les  appuis  successifs,  on  finira  par 
exprimer  le  moment  fléchissant  sur  le  dernier  appui  par  une  fonc- 
tion linéaire  de  f^.  Or  ce  moment  doit  être  nul.  Il  suffira  donc  d'éga- 
ler à  zéro  la  fonction  qui  le  représente  pour  avoir  la  valeur  de  f^  qpi. 
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substituée  dans  toutes  les  expressions  précédemment  trouvées,  don- 
nera la  valeur  de  chacune  des  inconnues. 

136.  Le  théorème  des  trois  moments  se  déduit  facilement,  par 
Télimination  des  angles  ^ ,  du  lemme  que  nous  venons  d'établir. 
Soient  A,B,Gf  trois  appuis  consécutifs,  et  M,M',M"  les  moments  flé- 
Fig.  140.  chissants  sur  ces  appuis;  appelons 

^ l >* ï ^     (p'  l'angle  de  Taxe  neutre  avec  Tho- 

A  1  c     rizon  sur  l'appui  intermédiaire  B.  En 

M  M'  M* 

vertu  du  lemme,  on  pourra  exprimer 
M"  par  une  fonction  linéaire  de  M'  et  de  <p'  ;  par  la  même  raison, 
on  pourra  exprimer  M  par  une  fonction  linéaire  de  M'  et  de  ^',  car 
il  suffit  pour  cela  de  prendre  les  travées  dans  l'ordre  inverse  ;  le  même 
angle  y' se  retrouve,  avec  des  signes  contraires,  pour  les  deux  travées 
qui  aboutissent  au  point  B,  parce  qu'elles  se  raccordent  tangcntielle- 
mentsur  cet  appui.  Entre  les  deux  équations  résultantes,  on  élimi- 
nera (p',  et  l'équation  finale  sera  une  relation  linéaire  entre  M,M\M". 
Appliquons  cette  méthode  à- une  poutre  continue  posée  sur  des 
appuis  de  niveau  et  sollicitée  dans  chacune  de  ces  travées  par  des 
poids  uniformément  répartis  ;  p^p  sont  les  charges  par  unité  de  lon- 
gueur dans  chaque  travée;  pour  la  seconde  BC,  nous  n'avons  qu'à 
appliquer  la  relation  trouvée  plus  haut: 

Pour  la  première  travée,  on  devra  changer  ç'  en  —  y ,  puisque 
pour  exprimer  M  en  fonction  de  M',  on  prend  les  appuis  dans  Tordre 
rétrograde  ;  au  lieu  de  l'angle  que  fait  avec  l'horizon  la  tangente  à 
Taxe  neutre  dans  la  travée  BG,  on  doit  prendre  l'angle  que  fait  avec 
l'horizon  le  prolongement  de  cette  tangente,  angle  qui  est  égal  au 
premier  changé  de  signe;  on  aura  donc  la  seconde  équation  : 

Multiplions  la  première  par  ?,  la  seconde  par  I  et  ajoutons  ;  l'an- 
gle çp'  s'élimine,  nous  obtenons  l'équation 
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m;  +  2M'(/  +  l']  +  M"/'  +  I  pZ»  +  J  p7'»=  0,  (I) 

et  le  théorème  des  trois  moments  est  démontré. 

On  trouverait  une  relation  linéaire  de  forme  analogue  entre  les 
trois  moments  M,  M\  M",  dans  le  cas  général  où  les  forces  seraient 
réparties  d'une  manière  quelconque,  et  où  il  y  aurait  de  petites 
différences  de  niveau  entre  les  divers  appuis  (i).  Mais  nous  nous 
bornerons  à  examiner  dans  ce  qui  suit  le  cas  de  la  répartition  uni- 
forme des  charges  dans  chacune  des  travées. 

137.  Au  lieu  d'éliminer  les  angles  f ,  on  pourrait  chercher  une  re- 
lation linéaire  entre  les  angles  pris  sur  trois  appuis  consécutifs.  Pour 
cela  appliquons  la  formule 

d  abord  à  la  travée  BC,  puis  à  la  travée  AB  prise  dans  le  sens  BA; 
nous  trouverons  les  deux  équations 

^  ~"     "^      2  El  "      u  El  ^T 
?  -  t-  ï?       5j  El  a       g^  gj         ^  . 

Divisant  la  première  par  l\  la  seconde  par  I,  et  retranchant,  on  ob- 
tioit  la  relation  cherchée  : 

Lorsque  les  deux  travées  sont  égales  et  également  chargées,  lors- 

(1)  Soit  h'  la  hauteur  de  l'appui  B  au-dessus  de  l'appui  A^  et  h"  la  hauteur  de  l'appui  C 
aO'dessuB  ^e  l'appui  B.  La  seule  modification  à  introduire  dans  l'équation  (1)  consiste- 
rait à  remplacer  dans  le  second  membre  zéro  par  le  terme 

ce  terme  devient  nul  quand  les  trois  points  A^  B,  C  9ont  en  ligne  droite. 
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qu'enfin  les  trois  appuis  sont  de  niveau,  on  a  : 

l=:l\   p=p'    et    hf  =  h"  =  0; 
l'équation  pr^d  alors  la  forme  très-simple 

ç  +  4<p'  +  <p''  =  0. 

BÉSOLUnON  DU   SYSTÈME  d'ÉQUATIONS  AUQUEL  CONDUIT    LE  THÉOEÈME 
DES  TROIS  MOMENTS. 

188.  Considérons  une  poutre  droite  continue  de  n  travées,  re- 
posant sur  n  +  1  appuis  du  niveau. 

Appelons  /i,  It, /»  les  longueurs  de  chaque  travée,  et  p,» 

Pi>"'  Pli  les  poids  par  unité  de  longueur  dans  chacune  d'elles. 

Le  numéro  d'une  travée  sert  d'indice  à  la  fois  à  la  longueur  /de 
cette  travée,  et  au  poids  p  qui  y  est  uniformément  réparti;  il  est  égal 
au  numéro  de  l'appui  de  gauche  de  la  travée. 

Appelons  enfin  M,,  M,, IL.  les  n-— i  moments  fléchissants 

inconnus  sur  les  appuis  n""  s,  5, n;  nous  omettons  le  moment 

fléchissant  sur  l'appui  n^"  i ,  ou  sur  la  première  culée,  et  le  moment 
fléchissant  sur  l'appui  n**  (n  -{-  i)  ou  sur  la  seconde  culée,  parce  que 
ces  moments  sont  nuls,  la  poutre  reposant  sans  encastrement  sur  ses 
appuis  extrêmes. 

On  aura  pour  déterminer  les  n —  i  moments  inconnus,  le  groupe 
suivant  de  n  —  i  équations  du  premier  degré,  qui  ne  sont  que  l'ap- 
plication de  l'équation  (i)  à  trois  appuis  consécutifs  quelconques: 

2(/i  +  /t)M,  +  /A  =  -  ï  (Pi  V  +  P,V), 
yi,  +  2(/,+  /,)M,  +  /A  =-  1  (P.V  +  P,V). 
W  +  »(i,-|.yM,  +  /*ll,  =  -  J  (P,V  +  M'). 


In^,  M«-,  +  2(Z— ,  +  /»)  Mn  =  —  J  (Pa-t  ^*-,  +  Pn^w). 
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Nous  poserons,  pour  abréger  : 


P.*=l(Pn^^Vl+PnW, 


les  équations  deviendront  : 

(  2(/,  +  /.)M,  +  /,M,=-P„ 

l   /,M,  +  2(/,4-/.)M,  +  /,M,  =  -P„ 

\     /n-.,M„.,+2(/n-i  +  /n)Mn  =-Pn. 

Soit  proposé  de  trouver  M,;  on  y  parviendra  en  appliquant  la  mé- 
thode connue  sous  le  nom  de  méthode  de  Bezout,  et  qui  consiste  à 
faire  disparaître  toutes  les  inconnues  moins  une,  en  multipliant  les 
équations  par  des  coefficients  indéterminés,  ki  nous  multiplierons  la 
dernière  équation  par  Tunité,  Tavant-dernière  par  un  coefficient  in- 
déterminé a, ,  la  précédente  par  un  autre  coefficient  indéterminé  a^, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  première  équation  qui  sera  multipliée 
par  un  coefficient  a^^. 

Faisons  ensuite  la  somme  de  toutes  les  équations  ainsi  transfor* 
mées,  et  égalons  à  zéro  les  coefficients  de  M,,  M^,...,  M^  dans  Té- 
quation  résultante.  11  viendra,  pour  déterminer  M,,  l'équation 

H,  [%a^h  +  ^t)  +  V-.M1  =  -  Pt«»-«  -  Ps»»^ —  P«-i«i— P» 

et  pour  déterminer  les  n  —  t  coefficients  inconnus  (a),  le  groupe 
suivant  de  n —  3  équations  : 


\    a,/n-i-f2(/„_,  +  /n)  =0. 
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Or  ces  équations  sont  immédiatement  résolubles  ;  on  tire  a,  de  la 
dernière;  cette  valeur  de  a^,  substituée  dans  la  précédente, 
donne  ol^;  l'antéprécédente  donne  a,  au  moyen  de  a,  et  de  a^  et 
ainsi  de  suite,  chaque  coefiScient  se  déduisant  des  deux  précédents, 
ajoutés  ensemble  après  avoir  été  multipliés  par  des  nombres  connus. 
L'analogie  conduit  à  poser  : 

et  l'introduction  de  ce  nouveau  coefficient  a^.^  permet  d'exprimer 
M,  par  la  formule 

«         PlC^l  +  P.«^t  + +  Pm^,ai  +  K 

*H ' ï • 

On  remarquera  que  si  l'on  écrit  en  tête  du  groupe  (A)  Téquation 
qui  définit  o^^,  on  obtient  un  groupe  qui  ne  diffère  du  groupe  (M) 
qu'en  ce  que  les  moments  inconnus 

"i»  "»» ™»— 1»  *»• 

sont  remplacés  par  les  coefficients 

et  les  quantités  connues 

"il  Pjî Pii-i»  P»i 

sont  toutes  remplacées  par  zéro,  sauf  la  première,  P,,  qui  est  rem- 
placée par  a^^^  l^. 

Les  coefficients  (a)  sont  donnés  par  les  équations 


•^•' — «■— ('+^)-"-'^' 
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Il  est  facile  de  s* assurer  que  les  coefficients  a^  a,,  a,,...  a^,,  a^^ 

ont  des  valeurs  absolues  qui  sont  croissantes,  à  partir  du  premier  a^, 

dont  la  valeur  absolue  excède  le  nombre  «,  et  qu'ils  sont  altemati- 

Tement  positifs  ou  négatifs,  à  partir  de  a^,  qui  est  toujours  négatif. 

On  obtient  donc  M,  par  la  formule 

M  —  ^^t 

l'indice  i  recevant  dans  cette  somme  toutes  les  valeurs  entières  de 
t  à  ti;  pour  que  cette  expression  soit  générale,  il  faut  admettre  que 
«,  est  égal  à  funité  ;  c'est  un  premier  coefficient  constant  qu'on  peut 
mettre  en  tète  de  la  suite  des  coefficients  (a). 

La  même  marche  sert  à  déterminer  M„.  On  calculera  une  série 
Tê»  Ti»  •••  Tf^-t»  comme  on  calcule  la  série  a^,  ...  a^^^,  mais  en  com- 
mençant pai*  l'autre  bout  de  la  poutre  ;  on  trouvera  de  cette  manière  : 

et  M,  sera  donné  par  l'équation 

Nous  verrons  plus  loin  qu'au  moyen  des  deux  séries  (a)  et  (y)  on 
peut  calculer  directement  un  moment  fléchissant  quelconque.  Ob- 
servons d'ailleurs  que  quand  la  poutre  est  symétrique  par  rapport  à 
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^n  milieu,  les  deux  séries  (a)  et  (y)  sont  composées  respective- 
ment des  mêmes .  meml)res« 


CONSTRUCTION    GÉOMÉTRIQUE   DES   MOMENTS   SUR   LES  APPUS. 


139.  Connaissant  M,,  on  en  déduira  successivement  M,,  M^,.-*  J^î 

cette  recherche  se  fait  aisément  par  des  constructions  géoméU-iques. 
Lorsqu'une  poutre  repose  sur  un  certain  nombre  d'appuis,  les 

moments  fléchissants  sur  les  appuis  intermédiaires  sont  tous  n^a- 

tifs.  Sur  les  verticales  Aa,  B6,  Ce  pas- 
sant par  les  appuis  A,  B,  G,  dont  les 
numéros  sont  k — i,  A,  A-|-  i,  pre- 
nons des  longueurs  Aa,  B6 ,  Ce,  égales 
aux  valeurs  absolues  de  M^.!,  M^» 
Mj^i;  doublons  la  longueur  intermé- 
diaire en  prenant  8^=286;  joignons 

a^,  c^;  nous  formons  ainsi  deux  trapèzes  dont  la  surface  totale  est 

égale  à 

ABx^4^^-BCx£^=-/.-,M!rL^ 

=  -  1  [Z»-,Mk_i  +  2(/fc-i  +  h)  Mk  4-  /*M*4.,]  =  I  Pfc. 

Le  théorème  des  trois  moments  donne  donc  la  mesure  de  l'w^ 
formée  par  la  somme  de  deux  trapèzes  A8^a,  BGcp,  dont  les  baaes 
sont  légales  aux  longueurs  des  travées,  et  dont  les  hauteurs  ont  des 
rapports  simples  avec  les  moments  fléchissants,  sur  les  appuis.  On 
peut  se  servir  de  cette  propriété  pour  construire  géométriquement 
la  valeur  absolue  de  M^.,,  au  moyen  des  valeurs  absolues  de  M*.»  et 
de  Mj. 

Soit  en  valeur  absolue  (fig.  142)  ' 

Aa  =  Mi_,,    B6=M»; 
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prenons 


i  =  B6  X  2. 


Il  s'agit  de  construire  la  valeur  absolue  Ce  de  M^^j.  Supposons 

le  problème  résolu,  et  pre- 
nons les  milieux,  8  et  e, 
de^  côtés  a^,  ^c;  par  ces 
deux  points,  menons  la 
droite  Se  qui,  prolongée, 
rencontre  en  p  et  y  les 
l ^*'^'  verticales  Aa,  Cc\  le  tra- 
pèze kpqC  est  égal  à  la 
^mme  des  trapèzes  A«pB,  BpcC,  et  par  suite  il  a  pour  mesure 

-Pj.  Par  le  milieu  I  delà  distance  AG,  menons  la  verticale  IK,  qui 

coupé  p^  en  H  ;  le  trapèze  ApqG  a  aussi  pour  mesure  le  produit 


A 

<*- l^^t X 


ACxIH, 


ei  par  suite 


IH  = 


"AT- 


U  point  H  est  donc  connu  de  position  sur  la  droite  IK  ;  on  connatt 
d'ailleurs  le  point  S,  milieu  de  a^  ;  le  point  t  se  trouve  donc  à  l' in- 
tersection de  la  droite  8H  avec  la  verticale  EE'  élevée  sur  le  milieu 
deBC. 
Au  lieu  de  déterminer  la  longueur  IH  par  Téquation 


IH  = 


on  peut  Tobtenur  par  une  construction  géométrique.  Sur  les  verti- 
cales DD',  EE'  élevées  au  milieu  des  portées  AB,  BC,  prenons  des 
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quantités  Dd,  Ee,  égales  à 


gPk_iiVi   et   gPi^fc. 


c'est-à-dire  aux  valeurs  des  moments  fléchissants  qui  existeraient 
au  milieu  des  portées  AB,  BG,  si  elles  étaient  coupées  sur  leurs  ap- 
puis; par  les  points  d  et  e,  menons  la  droite  mn^  qui,  prolongée, 
forme  le  trapèze  ÂmnG;  ce  trapèze  a  pour  surface  : 


ou  bien 


ÂB  X  Dd  +.  BG  X  Ee, 


h^  X  ^  Pfc-iP*-,  +  '»  ><  I P»^»  =  5  (P*-i^»-i  +  P*^fc)  =  I  P»- 


Donc  il  est  équivalent  au  trapèze  ApqGt  et  la  droite  mn  passe  par 
le  point  H  comme  la  droite  Se. 

En  résumé,  voici  la  suite  des  constructions  à  faire  pour  trouver 
Mjt^i  connaissant  M^  et  U^_^. 
Sur  les  verticales  Âa,  B6,  passant  par  les  appuis  A  et  B,  pre- 
^»«**3.  nous  ka  égale  à  la  valeur 

absolue  de  }H^__^  et  Bp  égale 
au  double  de  la  valeur  ab 
solue  de  U^  ;  joignons  a^ 
et  prenons  le  point  S  mi- 
lieu de  Ap,  Par  les  points  D, 
E,  1,  milieux  de  AB,  de 
BG  et  de  AG,  élevons  sur  AG  des  perpendiculaires  indéfinies  et  pre- 
nons 


D(i  =  gp*-ii%-.i, 


E4?  =  ipt/S; 


joignons  de  qui  coupe  IK  en  H,  joignons  8H  qui,  prolongée,  coupe  E'E 
en  e;  enfin  joignons  ^  qui,  prolongée,  coupe  en  c  la  verticale  pas- 
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saot  par  le  point  G.  La  longueur  Ce  sera  la  valeur  absolue  du  mo- 
ment fléchissant  M^f^ 

'  On  pourra  appliquer  celte  construction  aux  deux  premières  tra- 
vées, en  observant  que  le  moment  sur  le  premier  appui  est  nul  ;  on 
connaît  M^  par  le  calcul;  on  peut  donc  en  déduire  M,.  La  même 
constiuclion  appliquée  à  la  seconde  et  à  la  troisième  travée  donnera 
M^,  et  ainsi  de  suite  jusqu'aux  dernières  travées.  Appliquée  aux  deux 
dernières  travées,  la  construction  devra  donner  zéro  pour  le  mo- 
ment sur  le  'dernier  appui  ;  c'est  une  vérification, 

140.  Supposons  que  tous  les  moments  fléchissants  sur  les  appuis 
soient  déterminés,  et  proposons-nous  d'eu  déduire  le  moment  flé- 
chissant dans  une  section  quelconque  de  la  poutre. 

La  section  donnée  est  située  dans  une  travée  AB,  comprise  entre 
le  (A: — 1)"*  etleA""'  appui;  elle  est  définie  dans  cette  travée  par 
son  abscisse  AN  — -  x. 

Nous  aurons  en  ce  point,  en  appelant  M  le  moment  fléchissant  va* 
^'«  ***•  riable  avec  j?: 

M  =  Mt_j  +  Ax  —  2  Ph^iX\ 

A  est  Teffort  tranchant  en  A  dans  la 

travée  AB  ;  faisant  x  =  Z^.  i,  M  devient  égal  à  M*,  et  par  suite 

\ 
Mjk  =  Mfc-i  4-  A/»_i  —  2  pit-^l^k-i* 

Entre  ces  deux  équations  éliminons  A,  nous  obtiendrons  TéquatioD 
finale  : 

M/*_,  -  Mk  x=  M»«,(/k_j  -  a:)  +  ^  î>*-,/*-tX{/»-,  -X), 


OU  bien 


Le  moment  M,  en  un  point  quelconque  de  AB  se  compose  donc  d« 
deux  parties  ;  l'une 

17 
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Paraboles 


est  la  valeur  qu'aurait  le  momeat  fléchissant  au  point  défini  par 
Tabscisse  x^  si  la  travée  ÂB  était  coupée  sur  ses  deux  appuis;  cette 
poition  est  représentée  par  les  ordonnées  d'une  parabole  AGB,  dont 
l'axe  coïncide  avec  la  droite  élevée  perpendiculairement  au  milieu 
de  AB  (fig.  i44  et  i4&).  L'autre  partie, 

est  représentée  par  les  ordonnées  d'une  droite,  passant  par  le  point 


et  par  le  point 


en  d'autres  termes,  par  les  ordonnées  d'une  droite  (fig.  i45)  joignant 

les  extrémités  des  longueurs  ka,  B6^ 
proportionnelles  aux  moments  flé- 
chissants en  A  et  en  B;  Mfc_i,  M^ 
sont  des  nombres  négatifs,  et  Taddi- 
tion  des  deux  portions  de  la  valeur  de 
Mrevient  à  soustraire  de  la  première 
partie  la  seconde  partie  prise  positivement.  Prenons  donc  sur  les  ver- 
ticales Aa,  B^«  passant  par  les  appuis, des  quantités  Aez,  Bb  égales  aux 
valeurs  absolues  de  M*_„  M^,  et  joignons  ab  ;  nous  aurons  le  nouvel 
axe  par  rapport  auquel  il  faut  prendre  les  ordonnées  de  la  parabole 
ACB  pour  avoir  la  valeur  complète  de  M.  Ainsi,  au  point  A,  M  est  égal 
à  — ka;  M  est  nul  en  D',  projection  du  point  D  où  la  droite  ab  coupe 
la  parabole  ;  M  est  maximum  au  point  d,  projection  du  point  G  où  la 
tangente  à  la  parabole  ACB  est  parallèle  à  ab  ;  il  se  retrouve  nul 
en  E',  projection  du  point  E  ;  enfin,  en  B,  il  est  égal  à — B6  ;  lacourbe 
des  moments  a'D'G'E'A'  s'obtient  ainsi  (§119)  en  prenant  p.our  ordon- 
nées la  différence  des  ordonnées  des  deux  contours  ACB  et  ab.  C'est 
la  parabole  ACB  elle-même,  déplacée  de  manière  que  son  axe  reste 
toujours  vertical  et  qu'elle  passe  par  les  deux  points  donnés  a'  et  b'. 
On  peut  remarquer  que  des  deux  lignes  ACB,  ab  qui  concourent 
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à  former  la  courbe  définitive  ddV  des  moments,  l'une,  ACB,  est 
entièrement  définie  par  la  longueur  4^i  et  le  poids  pj^^i,  tandis 
que  la  position  de  la  droite  ab  dépend  des  charges  uniformément 
réparties  dans  toutes  les  travées,  y  compris  la  travée  AB  elle-même. 
Chaque  travée  doit  être  considérée  successivement  comme  pleine  et 
comme  vide;  on  n'aura  donc  à  admettre  pour  chacune  que  deux  con- 
tours paraboliques,  ACB,  l'un  correspondant  au  poids  de  la  travée 
pleine,  Fautre  à  son  poids  propre  sans  addition  de  surcharge  ;  il  y 
a  au  contraire  autant  de  droites  ad  à  considérer,  qu'il  y  a  d'hypo* 
thèses  distinctes  à  faire  sur  la  distribution  des  surcharges  entre  les 
diverse  travées. 


DÉTERMINATION     DIRECTE     DU    MOMENT     FLÉCHISSANT 
SUE  UN  APPUI  QUELCONQUE. 


Ul.  Une  méthode  analogue  à  celle  que  nous  avons  indiquée  pour 
déterminer  M,  ou  M^,  conduit  à  la  détermination  directe  d'un  mo- 
ment M|k  quelconque.  Avant  de  l'exposer,  il  est  bon  de  former  avec 
toutes  les  quantités  qui  entrent  dans  le  problème,  connues,  incon- 
nues, ou  coefficients  auxiliaires,  un  diagramme  où  chacune  soit 
attribuée  sans  ambiguïté  à  une  travée  ou  à  un  appui.  C'est  l'objet 
de  la  figure  suivante  : 

Fig.  146. 


KaaAnn  àaa  appuis.  .  J^-1  k         *+l  »— 1        «       n^l 


A  A K 25: ZT- 


Mt       Ma  Mjk-i       Mjk    M»+, ...  M»_j  M» 

P^di  Tépuili  par  imité  î:!  \  \            \                \            \         \ 

dcioB^BMr ;    Pi    :  Pt     :  :   Pk-i  :  pu    :  :p»-i:  p»: 

«"•  W. «n-i       «n-j       «n-,  «n-k+l      «»-»  «h-I-i-..     «j     OL^—i      0 

^(t) 0        T«=*      Ti  Tk-8       T*-i   T*-i   ...  T«^T"-iT— 1 

F««tio»««ebuvM.                      F,         P,  P»_j           P*     P»+i    ...  P»_,    P, 
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On  voit  par  ce  tableau  qu'à  chaque  appui,  correspondent  un  coef- 
ficient (a)  et  un  coefficient  (y),  et  que  la  somme  des  indices  de  ces 
deux  coefficients  est  constante  et  égale  kn  —  2. 

Revenons  aux  équations  (M). 

Le  moment  inconnu  M*  se  trouve  dans  la  {k  —  s)"**  équation  de 
ce  groupe  avec  le  coefficient  4-  n  dans  la  (A  —  i)"*  avec  le  coeffi- 
cient 2  (4_  ,  +  4),  et  dans  la  A"'  avec  le  coefficient  4-  Multiplions 
la  première  des  équations  M  par  a^.^,  la  seconde  par  a^-k  ^^  la 
troisième  par  o^-ky, ....  jusqu'à  la  (A  —  i)"^«  que  nous  multiplie- 
rons par  (Ln-k  Y*-»;  puis  continuons  en  multipliant  la  A"*  par 
dn-^k^i  T*-»;  la  (A  +  i)«*  par  a^^*_8  y*,.,,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  la  (n  —  i)"*  et  dernière  qui  sera  multipliée  par  y^  _  s  ;  faisons 
la  somme  des  équations  ainsi  préparées,  et  tous  les  moments  incon- 
nus disparaîtront,  sauf  M»  ]  nous  trouverons  comme  résultat  final  : 

Le  dénominateur  du  second  membre  peut  se  simplifier,  en  obser- 
vant que  l'on  a  entre  les  trois  coefficients  consécutifs 

T»-i»     T*-î>     ïfc-ii 

la  relation 

Multipliant  par  ol,^,  il  vient 

et  par  suite  le  dénominateur  M»  se  transforme  en 

ou,  avec  la  suppression  du  signe  —  devant  le  second  nombre. 

C'est  le  produit  de  la  longueur  4  de  la  A"*  ti-avée  pai'  la  différence 
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des  produits  en  croix  des  coefficients  (a)  et  (v)  qui  correspondent 
aux  appuis  sur  lesquels  porte  cette  .travée.  Le  dénominateur  de  la 
valeur  de  M»  est  ainsi  relatif  à  Tune  des  deux  travées  qui  abou- 
tissent à  l'appui  auquel  s'applique  le  moment  M^  ;  le  numérateur, 
au  contraire,  ne  contient  que  des  termes  relatifs  aux  divers  appuis. 
De  cette  simple  remarque  il  est  permis  de  conclure  que  le  dénomina- 
teur pourrait  aussi  bien  se  représenter  par  le  produit 

formé  au  moyen  de  la  longueur  4^^  de  la  travée  précédente  et  des 
coefficients  (a)  et  (>)  pris  dans  cette  travée,  que  par  le  produit 

auquel  nous  sommes  parvenu  ;  et  de  là  résulte  ce  théorème  :  Le 
Vfoduitde  la  longueur  dune  travée  par  la  différence  des  produits 
«i  croix  des  coefficients  (a)  et  (v)  qui  correspondent  aux  appuis 
comprenant  cette  travée^  est  constant  dans  toute  tétendue  de  la 
poutre. 

On  démontre  directement  cette  propoëition  en  se  reportant  aux 
équations 

/fc-,T»-i  +  2{'»-i  +  /k)T»-t  +  h^k-t  =  0, 

qui  établissent  la  relation  entre  y^.,,  y^^,,  y^^,,  d'une  part,  et  entre 
Vi+f  *»-»»  ^nr^k-t.  de  l'autre. 

Si  l'on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  a^,^ ,  la  seconde 
P^r  Tk_,  »  ©t  qu'on  retranche,  il  vient 

Appelons  L  ce  produit  constant;  pris  dans  la  première  travée,  il 
est  égal  à  l^a^^;  dans  la  dernière,  à  /^y^-^.  On  a  en  définitive 
la  formule  générale 


M*  = 
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Le  dénominateur  commun  L  a  le  signe  tt^_,  ;  il  est  positif  si  le 
nombre  n  des  U*avées  est  impair,  et  négatif  dans  le  cas  contraire. 


PROPRIÉTÉS  DES  NOMBRES  (a)  ET    (y). 

Propriétés  générales. 

142.  Les  nombres  (a)  et  (y)  ont  quelques  propriétés  intéres- 
santes que  nous  allons  indiquer.  On  vient  de  reconnaître  que  le  pro- 
duit de  la  longueur  /  d'une  travée  par  le  déterminant,  a^  —  a'y» 

des  coefficients  |  ,  |    qui  correspondent  à  ses  appuis,  est 

une  quantité  constante»  quelle  que  soit  la  travée  considérée.  On 
peut  aussi  poser  entre  trois  coefficients  (a)  cojisécutifs,  et  les  trois 
coefficients  (y)  relatifs  aux  mêmes  appuis,  une  équation  dans  laquelle 
n'entre  aucune  longueur  de  travée  ;  il  suffit  pour  cela  d'éliminer  le 

rapport  j^  entre  les  deux'  équations  qui  lient 

d'une  part,  et 

de  l'autre. 
Pour  cela  on  donnera  à  ces. équations  la  forme 

/*-i(«i.-k+i  +  2«fi-»)  =  —  /k(8lan-Jk  +  a»-fc-i)» 

6t  la  division  éliminera  les  longueurs  de  travées  : 

2Yk-,  +  tk-i       2an-*  4-  a»-k-i  * 

143.  Les  nombres  a^,  Y^^sont  positifs  ou  négatifs,  suivant  que  n  est 
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pair  ou  impair,  et  ils  ont  une  valeur  absolue  d'autant  plus  grande 
que  n  est  plus  grand.  Il  résulte  de  là  : 

I*  Que  la  somme  ou  la  différence  a^  ±  a^^  de  deux  termes  con- 
sécutifs d'une  même  série  (a)  a  toujours  le  signe  de  celui  des  deux 
termes  qui  a  le  plus  grand  indice»  c'est-à-dire  le  signe  de  a.,  et  que 
la  valeur  absolue  de  la  somme»  a^  +  *»_i»  ^^  moindre  que  celle 
Je  a^,  tandis  que  la  valeur  absolue  de  la  différence»  a.  —  o^^  est 
pJus  grande  ; 

2*  Que  les  produits  a^  a^^  »  ou  a^  y»  ^^  ^^^  termes  pris  comme  00 
voudra  dans  une  des  séries  (a)»  (y),  ou  dans  les  deux,  sont  positifs 
^i  les  indices  n  et  ^  so^.t  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs,  et 
négatifs  si  l'un  des  indices  est  pair  et  1  autre  impair;  ce  qui  revient 
à  dire  que  les  produits  a^  a^»  ou  a^  y^  sont  positifs  ou  négatifs,  sui- 
vant que  la  somme  n-\-k  des  indices  est  paire  ou  impaire,  ou  encore 
-qu'ils  ont  toujours  le  signe  de  ( —  i)*^*. 

Il  en  est  de  même  des  quotients 


**    /..,    *• 
—    ou    —, 


et  plus  généralement  encore,  le  nombre 


«n#T»'- 


^positif  OU  négatif,  suivant  que  la  somme  n4-A+w'+*'+  •••des 
indices  des  facteurs  du  numérateur  et  du  dénominateur  est  paire  on 
impaire. 


Propriétés  particulières  quand  les  travées  sont  égales. 

MUk.  Supposons  que  toutes  les  travées  soient  égales  et  qu'elles 
soient  en  nombre  indéfini.  Les  deux  séries  (a)  et  (y)  se  réduiront  à 
une  seule  et  même  série,  savoir  : 


2G4 
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«0=*. 

«.  =  -4, 

«,  =  15, 

a,  =  -56, 

a^=:209. 

a,  =  —  780. 

Chaque  terme  se  foime  du  précédent  eu  multipliant  celui-ci  par 
le  nombre  négatif —  4»  et  en  retranchant  du  produit  le  terme  anté  - 
précédent  ;  en  d'autres  termes,  la  série  (7)  est  une.  série  récurrente 
dont  r  échelle  de  relation  est  (—4»  —  0-  H  est  facile  d'en  déduire 
la  forme  générale  du  terme  a^. 

On  a  généralement,  quel  que  soit  A, 


«»  =  —  4*k-t  —  "»-!» 
a»  +  4at-i  +  «»_,  =  0. 

«of      «1»       *ii  **  •• 

formons  le  polynôme  indéfini 


et  par  suite 

Avec  les  nombres 


a, +  «,x  +  a,x* +  «,!»  + 

ajX*  -h  ••••#, 

et  multiplions-le  par  le  trinôme 

l  +  4i  +  a!». 

Il  viendra  pour  le  produit 

«•+  «1  1  «+    «t 

'+    4«, 

+  «. 

x»  + 

....  +        «» 

+  4afc.4 

x*+, 


Les  coefficients  des  termes  en  x*^x*^...x*,  étant  tous  nuls»    le 
produit  se  réduit  à  ses  deux  premiers  termes 


«o  +  («i>4«t)x, 
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et  après  la  substitution  pour  a^  et  a,  de  leurs  valeurs  numériques, 
1  et  —  4»  on  obtient  pour  résultat  final  I* unité. 
L»  série 

s'obtient  donc  en  divisant  l'unité  par  le  trinôme 

i  +  4a:  +  a:«. 

Poar  avoir  le  terme  général  de  la  série,  décomposons  en  ^fractions 
simples  la  fraction  rationnelle 


i  +4X  +  X*' 
.Pour  cela,  égalons  à  zéro  le  trinôme  ;  nous  aurons  pour  ses  racines 

cC  nous  poserons 

i  M  .  N 


1+41  +  2»      aî+2— v^      x  +  2  +  ^' 

M  et  N  étant  des  nombres  à  déterminer. 
On  en  déduit 

1  =  (M  +  N)x+M(2+ v^  +N{2-v/3). 

Cette  équation,  devant  avoir  lieu  pour  toute  valeur  de  x,  donne 

M  +  N  =  0 

(M-N)^3=i.     ■ 


et 
Donc 


W3* 
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et  l'on  a  identiquement 

1  i 

i  _  2v3 2\f3 

Chacune  des  fractions  simples  se  développe,  par  la  division,  en  une 
progression  géométrique,  et  par  suite 

1  i  /  X  x^  x^  \ 

i  / .  X  X*  ac*  \ 

Les  termes  des  deux  séries  sont  alternativement  positifs  et  néga- 
tifs, et  le  signe  du  coefficient  de  x*  est  donné  par  l'expression  ( — 1)^ 
Le  coefficient  de  x^  est  donc  égal  à 

(-1)*/ 1 -i— ^ 

\av/3(2-v/3)*+*       2s/3(2+V^)*W 

ou  bien  à 

(-1) 


f     ,.>(2  +  v/3)*^'-(2--n/3)*-^* 


2v/3 

et  l'on  a  par  conséquent  d'une  manière  générale 

.^_(      ^j>(2+v/3)*^'-(2-v/3)H-»^    4 

2v/3 

nombre  qui  est  nécessairement  rationnel  et  entier. 

On  obtiendrait  des  résultats  analogues  si  les  longueurs  des  tra- 
vées successives,  /j,  /,,  /,.....,  au  lieu  d'être  égales,  formaient  les 
termes  d'une  progression  géométrique. 

145.  On  démontre  en  arithmétique  (i)  que  si  x  =jd,  y  =  q  for- 


(I)  V.  Legendre,  Théorie  des  nombres,  première  parUe,  §  VI.  L'équation  x*—  Ay^=  1 
est  toujoan  résoluble  en  nombres  entiers,  quand  A  est  un  entier  non  carré;  cette 
proposition,  connue  de  Fermât^  a  été  démontrée,  pour  la  première  fois,  par  Lagrange 
(Mém.  de  Berlin,  1767). 
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ment  la  moindre  solution  en  nombres  entiers  de  l'équation  indéter- 
minée x* — Ay*  =  i,  A  étant  un  entier  donné  non  carré  (la  solu- 
tion 0?=  i,  y  ==  o  étant  écartée),  on  obtient  toutes  les  autres  solu- 
tions au  moyen  des  formules  générales 

.  2 

Si  Ton  fait  A  =  3,  la  moindre  solution  en  nombres  entiers  de  1* équa- 
tion d?» — 3y*  --=  1  est  j3  =  2,  y  =  1 ,  et  substituant  ces  valeurs  dans 
Texpression  précédente  de  y,  il  vient 

Comparons  ce  résultat  à  la  valeur  générale  des  termes  de  la 
série  (a)  ;  nous  voyons  qu'on  a  en  valeur  absolue 

donc  les  valeurs  successives  de  a  sont  respectivement  égales  aux  va- 
leurs successives  de  y,  et  par  suite  i  +  3a*j_^  est  toujours  un  carré. 
Exemples  : 

1  +  3x1=     4=2», 

1  +3X   4»=    49=J7\ 

1  +  3XÎ5'=  676  =  26\ 

1  +3x56*=9409  =  97'. 

146.  Lorsque  toutes  les  travées  sont  égales,  si  n  est  leur  nombre, 
la  série  (a)  se  termine  au  terme  a^.,  ;  et  la  série  (y)  comprend  les 
nombres  a  eux-mêmes,  de  telle  sorte  que 

Donc  le  produit 
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devient  dans  ce  cas  égal  à 

et  laissant  de  cdté  le  facteur  4  qui  est  constant,  on  voit  que  pour 
une  valeur  donnée  de  n,  le  produit 

est  le  même,  quelle  que  soit  la  valeur  de  k. 

En  d'autres  termes,  si  on  écrit  sur  une  ligne  horizontale  tant  de 
termes  successifs  qu'on  voudra  de  la  série  (a) ,  puis  au-dessous  les 
mêmes  termes  dans  Tordre  rétrograde,  les  déterminants  des  groupes 
de  quatre  termes  voisins  pris  dans  les  deux  lignes  sont  constants, 
quel  que  soit  le  groupe  considéré.  Exemple  : 

i,    -4,        +15,    —56,     +209,    -780, 
—  780.     +209,    —56,     +16.    —4,        +1. 
1  X  209  — (—  4 X  —780)=  (—  4  X  — 56)  — 15  x  209  =  15*  — 66*  =  — 29H. 

On  peut  supposer  que  dans  la  série  (a)  l'unité  soit  précédée  du 
terme  o  (i)  ;  si  on  prolongeait  la  série  d'un  terme,  on  trouverait  donc 
4-  291 1  ;  car  le  déterminant  du  groupe 

-  780        (a) 
+    10 

doit  être  égal  au  déterminant  constant  des  autres  groupes  de 
4  tenues  ;  or  il  se  réduit  au  terme  —  (a) .  Donc  (a)  =  291 1  ;  ce  qui 
est  vérifié  par  le  calcul  direct. 

On  peut  tirer  de  là  une  conclusion  intéressante  pour  les  termes  oc^ 
dans  lesquels  l'indice  k  est  pair;  prenons  les  séries 

0,        1,        —4,         +15 a*^,        fl^,     «fc_j,         Oft, 

t  1 

«I,       «»-i,      «»-!>  «*-i»       **2l»         **z!»     *•  ^• 

I  1 


(1)  L'éqoatiOD  générale  a*  +  4  ait-i+flt*-t=0  pennel  en  effet  de  prolonger  U 
série  dans  le  sens  rétrograde;  o^s  —  4,  et  «4  - 1  =  l.font  ajk-i= 0. 
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Le  déterminant  du  premier  groupe  est  égal  à  — ai^;  et  le  détermi- 
nant du  groupe  central 

à 

S  9     ) 

Donc  on  a  l'égalité 

m.    -1-  «1- 


ai  =  d^k-x  —  a%-a 


s 

c'est-à-dire  tout  terme  aj  d'indice  pair  (ou  tout  terme  impair)  est 
égal  à  la  différence  des  carrés  de  deux  termes  consécutifs  de  la 
même  série. 
Nous  avions  déjà  trouvé 

2911  rrSs'  — Ï5', 

On  aurait  de  même 

a09  =  Ï5*— 4", 
15=  4«  —  1.    ' 

147.  Nous  terminerons  par  la  remarque  suivante. 
On  a  en  même  temps  les  deux  équations 

«»+i  =  —  4«„  —  0,^4 , 

Multiplions  la  première  par  a^^^ ,  la  seconde  par  a»,  et  retranchons, 
il  viendra 

c'est-à-dire  que  l'excès  du  carré  d'un  terme  de  la  suite  (a)  sur  le 
produit  du  terme  précédent  et  du  terme  suivant,  est  constant  pour 
tous  les  termes;  et  en  faisant  le  calcul  pour  le  terme  a^  =  —  4»  on 
voit  que  cet  excès  est  partout  égal  à  l'unité.  On  à  en  effet  : 

4»—  1  X  15=  16—  A  =  i, 
15«—  4x-56=  226—  224  =  1, 
56«—  15  X  209  =^  3136  —  3135  =  1 ,  etc. 
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Un  théorème  analogue  a  lien  pour  toutes  les  séries  récurrentes 
dont  réchelle  de  relation  est  (a,  —  i),  quel  que  soit  a. 


FORMULES   APPROXIMATIVES. 

148.  La  méthode  fondée  sur  remploi  du  théorème  des  moments  est 
très-simple  et  Tapplication  en  est  facile  ;  cependant  lorsque  le  nom- 
bre de  travées  est  un  peu  grand,  il  est  préférable  d'employer  des  for- 
mules approximatives  qui  font  connaître  les  moments  demandés  avec 
une  précision  bien  suffisante  pour  la  pratique  des  constructions.  En 
général  les  poutres  que  Ton  a  à  traiter  ont  des  travées  centrales 
toutes  égales  entre  elles  ;  les  travées  extrêmes,  un  peu  moindres  que 
les  travées  centrales,  sont  aussi  égales  Tune  à  l'autre.  On  a  donc 

/j==4,  et  /,  =  /j =  /»„,.   Dans  ce  cas  la  poutre  est  symétrique 

par  rapport  au  milieu  de  sa  longueur,  et  les  séries  (a)  et  (y)  sont 
composées  des  mêmes  nombres.  Les  valeurs  absolues  des  coefScients 
ttjk  croissent  rapidement  avec  l'indice  A,  de  sorte  qu'on  peut  se  borner 
à  prendre  dans  les  formules  complètes  les  termes  du  numérateur  dont 
les  coefficients  ont  les  plus  forts  indices.  Nous  n'en  conserverons  ici 
que  trois. 

Il  y  a  alors  trois  cas  à  distinguer. 

i"*  S'il  s'agit  de  déterminer  M,,  nous  n'admettrons  dans  la  for- 
mule que  les  termes  en  P,,  P,  et  P^. 

Reprenons  les  formules  générales 


Négligeons  a^^,  et  remplaçons  -^ ,  ^  par  l'unité,  il  viendra 

on^l,  ^=  -  30««-,(/i  -h  W  +  4a,-,^. 
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et  par  suite,  le  facteur  commun  o^^  disparaît  aux  deux  termes  de 

la  fraction  qui  donne  M,  : 

_  i5P,-3P,  +  P, 
"•""    ■       30/i  +  26/,    •• 

La  même  formule  s'appliquerait  à  M.  : 

46P,~4P.-^+P^ 

Nous  pouvons  remplacer  dans  ces  équations 

P„  P,,  ...  P„,      par     Rj  +  R„  R,  +  R„  ...  R.^,  +  R.» 
en  ésiguant  d'une  manière  générale  par  R^,  l'expression 

Il  vient  après  ces  substitutions  : 

H  _      15(R,  +  R^)  -  4(R,  -f  R,)  +  (R,  +  RJ  _ 
■  30/i  +  26/,  " 

i5Rt  +  iiR,--3R,  +  R, 
30/i  +  26/, 

« 45fR„  4-  Rn-i)  -  4(R..-i  +  R.,-,)4-  (R,-,  +  K^) 

^""  30/n  + 26/^1  - 

_        15R,  4-  URn-i  —  3Rn-,  +  Rn>, 

30/„  +  26/^-, 

2*  Proposons-nous  de  déterminer  approximativement  M,,  en  ne 
conservant  de  même  que  les  termes  en  P,,  P,et  P^.  La  formulé  réduite 
sera 


et  l'on  aura  comme  tout  à  l'heure 


—  —  *«n-4» 


avec 


T.--2(i+y.         , 
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et 


Donc 


ou  bien 


To  =  ^« 


„  -4fR>4-R,)/|  +  2(/i4-/,)   4R,4-4R,-R,-RJ  ^ 

"*  —  /jj>6/i  +  30^) 

_       4R,(^  4-  gg  +  6Ra(/,  +  g-  4R^/^  -  2R,r/,  +  L) 
/j(26/,  +  30/,) 

3*  Enfin,  soit  proposé  de  trouver  une  valeur  approximative  de  M*, 
en  n'employant  que  Pt_j,  P*  et  Pk+,,  k  étant  >  3  et  <  n —  i.  Dans 
l'étendue  de  la  poutre  qui  correspond  à  ces  trois  valeurs  de  P,  toutes 
les  travées  sont  égales.  On  a,  en  effaçant  tous  les  autres  termes  de 
la  formule  générale 

Mk-  j-  ; 

Mais 

an_i  =  —  42„_t_j 

Tk-s  =  —  4Yfc-3 ,  Y/.-.1  =  1 5  Yt^3 , 

enfin 

L  =  /(««-kYk-i  "  «H-t-iTk-î)  =  '«»-k-iT»-3(-  4x15  +  4)  =  —  56/a«_kJjTà'j, 

/  étant  la  longueur  d'une  travée  centrale  quelconque. 

Substituant  ces  valeurs  approximatives,  et  supprimant  le  facteur 
commun  «^.t.iXYt,,,  il  vient 

-  4Pt-,  -H6Pt  ->  4PfcH  _      4Pt -  (P>-,  +  Pfc4.j 
"*•"  —  5t)/  -  14/ 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

„             4(Rt.^  +  RQ  -  (R*.,  +  R,.i  +  R*  +  R»+i) 
M*  = ^^ ' = 

_       3(Rt  i+Rfc)  — (Rfc-.  +  Rfc-H) 

.  Ces  formules  très  simples  feront  connaître  en  général  les  valeurs 
des  inconnues  avec  une  exactitude  suffisante. 
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CORRECTION  D*UNE  VALEUR  FAUTIV£  ATTRIBUÉE  A  M,. 


1A9.  Si  au  lieu  de  calculet'  M,  par  la  formule  exacte 

2P« 


M, 


^«•^ 


on  détermine  M,  par  une  formule  approximative,  ou  même  si  Ton 
prend  pour  M,  une  valeur  arbitraire  M',,  et  qu'on  s'en  serve  pour 

calculer  les  valeurs  successives  de  M,«  M4, M^,  au  moyen  des 

équations  (M) ,  il  arrivera  généralement  que  la  deiiiière  équation  de 
ce  groupe  ne  sera  pas  satisfaite,  et  que  pour  la  rendre  identique  on 
devra  ajouter  à  son  premier  membre  un  terme  e/^,  dans  lequel  c 
représenterait  le  moment  d'encastrement  de  la  poutre  sur  le  (n+ 1)"* 
appui,  qui  assurerait  au  inoment  fléchissant  la  valeur  M',  sur  la  pre- 
mière pile. 

Appelons  M\,  M',,  M\, M'^,  les  valeurs  trouvées  pour  les  mo- 
ments fléchissants  par  cette  méthode,  et  S,,  8,, 8»  les  correc- 
tions qu'il  faut  y  ajouter  pour  obtenir  les  vraies  valeurs  ;  nous  au- 
rons à  la  fois  les  deux  groupes  suivants  d'équations,  savoir  : 


Wn^Jr^,  +  iWn{ln-^+ln)  +  «/*  =  "  P« 

m\ + \)  ih + u) + (M', + 8j^ = -  p. 

{M',  +  ^,\K  +  SI(M'3  +  8,)  (/,  +  /s)  +  (M\  +  K)lz  =  -  P, 


(ll'n-i  +  8«-i)/«-i  +  2(M'„  +  8J  (/,_,  +  /„)  =  -  ï\ 

On  tire  de  là,  en  retranchant  le  premier  groupe  du  second,  un 
troiâème  groupe  qui  ne  contient  plus  que  les  S  : 

48 


!n4  MÉTHODE 


W 


Ce  groupe  (A)  n'est  autre  chose  que  le  groupe  (M)  où  l'on  auradt 
remplacé  les  M  par  les  8  de  même  indice,  où  l'on  aurait  mis  0  à 

la  place  de  P,,  P, Pn_i,  et  el^aai  lieu  de  — P*.  On  aura  donc,  en 

appliquant  la  formule  : 


^■ 


Cette  correction  est  rigoureuse,  quelque  valeur  qu'on  ait  prise 
pour  M',,  et  Ton  a  toujours  exactement  : 


M.  =  M', 


««-1^' 


Une  valeur  arbitraire  quelconque  attribuée  à  M,,  conduit  ainsi  à  la 
valeur  exacte  de  cette  inconnue.  Connaissant  M,,  les  valeurs  exactes 
de  M,,  M^,....,  M^se  tireront  des  équations  (M),  ou  se  construiront 
géométriquement  comme  on  l'a  indiqué. 

Si  le  nombre  des  travées  est  très-grand,  a^^  a  une  très-grande 
valeur  absolue,  et  par  suite  une  faible  erreur  8,,  commise  sur  M,, 
peut  entraîner  dans  la  suite  du  calcul  un  écart  e  très-considérable; 
mais  cet  écart,  si  grand  qu'il  soit,  peut  servir  à  trouver  les  vé- 
ritables valeurs  des  inconnues. 

On  pourrait  aussi  calculer  directement  la  correction  S^  à  faire  su- 
bir à  M\;  en  effet,  dans  la  formule 


«•-»  y.  P<T<-«  +  tk^  ^"     P<«..-< 
*"~  L 

il  suffirait  de  remplacer  P,,  P,,.....  P^j  par  zéro, et  P^par — el^,  et 
Ton  trouverait  : 
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De  sorte  que  la  valeur  exacte  de  M|^  est  donnée  par  la  formule 


EFFORTS  TRANCHANTS  ET  RÉACTIONS  DES  APPUIS, 


150.  Soit  Afc  Teffort  tranchant  qui  s'exerce  sur  Tappui  n»  k  flans  la 
travée  de  même  numéro  ;  4  est  la  longueur  de  cette  travée,  p^  son 
poids  par  mètre  courant  ;  pour  déterminer  A» ,  nous  ferons  usage  de  la 
formule 

11  =  M»  +  A»x-Jp*x«, 


qui  devient  pour  x  =  l,,: 


Donc 


llk+,  =  M*  +  A»/k~iM'. 


.A*  =  2  Pkh  + j-^ . 


Si  Ton  voulait  l'effort  tranchant  B^^,  sur  l'appui  n'(A+0  dana 
la  travée  n'  A:,  on  l'obtiendrait  facilement  en  faisant  a: =4  dans  l'ex- 
pression de  la  dérivée  -^  du  moment  fléchissant  par  rapport  à 
Tabscisse  ;  on  aurait  ainsi  : 

Bfc+i  =  Aj  — p»/», 
de  sorte  que  la  différence 

A*  —  Bfc^-i  ' 
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8t  égale  au  poids/?»  U  de  la  travée  ;  sobstituant  la  valeur  de  A«,  on 
trouve  ; 

B»+,=  -^l>»/.  + j-^ . 

Pour  avoir  la  charge  totale  de  l'appui  n""  k^  on  remarquera  qu'elle 
est  égale  à  A; — Bj^,  de  sorte  qu'il  faut  dans  la  seconde  équation 
changer  A  en  & —  i,  puis  retrancher  l'équation  ainsi  transformée  de 
l'équation  qui  donne  A^;  il  viendra  : 

Ffc  =  A»  -  B»  =  Q  p»_,/»-i  +  I  VklH)  + 

^fe-"(é*  s) -''<"■]■     • 

La  première  parenthèse  est  la  charge  que  supporterait  l'appui,  si 
Id  poutre,  au  lieu  d'être  continue,  était  coupée  sur  les  appuis  ;  la  se- 
conde renferme  les  moments  fléchissants,  et  représente  l'influence 
de  la  continuité  des  travées. 

La  réaction  du  premier  appui,,  ou  première  culée,  est  donnée  par 
la  formule 

A.  =  iM  +  |% 
ou  bien  en  substituant  la  valeur  générale  de  M,  ; 

A         *      »    .      SPa 

De  même  la  réaction  du  dernier  appui,  ou  seconde  culée,  est  égale 
à— B.^.,on  a: 

La  détermination  de  l'effort  tranchant  en  un  point  donné  résulte 
donc  entièrement  de  la  connaissance  des  moments  fléchissants  sur 
les  appuis. 
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CHAPITRE  IL 


RECHERCHE  DES  HYPOTHÈSES  A  FAIRE  SUR  LA  DISTRIBUTION 
DES  CHARGES. 


151.  Quand  on  étudie  le  projet  d'une  poutre  métallique  posée  sur 
{dos  de  deux  appuis,  chaque  travée  peut  être  successivement  supposée 
Tide  ou  surchargée^  dans  le  premier  cas,  elle  porte  uniquement  son 
poids  propre;  dans  le  second,  au  poids  propre  s'ajoute  une  surcharge 
que  l'on  suppose  également  répartie  dans  la  longueur  de  la  travée. 

Il  est  facile  de  déterminer  le  nombre  total  des  hypothèses  que  l'on 
peut  faire  sur  la  distribution  des  surcharges  pour  un  nombre  n  de 
travées. 

Si  d'abord  on  suppose  qu'une  travée  seulement  reçoive  la  sur- 
charge, on  doit  compter  n  hypothèses  distinctes,  chaque  travée  pou- 
vant être  successivement,  celle  à  laquelle  la  surcharge  est  attribuée. 
Si  l'on  suppose  ensuite  deux  travées  chargées,  le  nombre  d'hypo- 
thèses correspondantes  est  égal  au  nombre  de  manières  distinctes 
qu'il  y  a  de  prendre  deux  objets  sur  une  collection  de  n  objets,  c'esl- 
^re  au  nombre  de  combinaisons  de  n  objets  deux  à  deux,  ou  enfin  à 

—  7"  ';  de  même,  pour  trois  travées  chargées,  le  nombre  d'hypo- 
thèses est  égal  au  nombre     ^^     '^  ^   ~^^  des  combinaisons  de  n 
^  1X2X3 

objets  pris  trois  à  trois,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  suppose  les 


278  NOMBRE  D'HYPOTHÈSES. 

n  travées  chargées,  ce  qui  ne  peut  se  faire  que  d*une  seule  manière. 
Le  nombre  total  des  hypothèses  distinctes  est  donc  égal  à  la  somme 

7i(n~l)      n(n-4)<n-a) 
■^     1X2     "^        4X2X3       +--^*» 

OU  à  a** —  1  ;  l'unité  qu'on  retranche  de  a*  correspond  à  l'hypothèse 
dans  laquelle  toutes  les  travées  seraient  vides,  hypothèse  écartée  à 
priori. 

152.  Lorsque  la  poutre  est  symétrique  par  rapport  au  milieu  de  sa 
longueur  totale,  un  certain  nombre  d'hypothèses  se  groupent  deux  à 
deux  symétriquement,  et  l'une  n'est  que  la  reproduction  de  l'autre. 
Il  y  a  alors  une  réduction  du  nombre  des  hypothèses  réellement  dis- 
tinctes au  point  de  vue  du  constructeur. 

Voici  comment  on  peut  déterminer  ce  nombre  réduit. 

Soit  N=  a* —  1  le  nombre  total  d'hypothèses  à  faire  sur  les  n 
travées  d'une  poutre  symétrique,  lorsqu'on  ne  tient  pas  compte  de 
la  symétrie.  Ces  N  hypothèses  se  partagent  en  deux  classes.  La  pre- 
mière comprend  N'  hypothèses  non  symétriques^  et  la  seconde  TS" 
hypothèseê  symétriques.  Chaque  hypothèse  de  la  première  classe  a, 
en  vertu  de  la  symétrie  de  la  poutre,  une  hypothèse  symétrique 
distincte  d'elle-même;  par  suite  les  N'  hypothèses  de  la  première 

classe  ne  donnent  que  -  N'  hypothèses  réellement  distinctes  quand 

on  tient  compte  de  la  symétrie.  Au  contraire,  la  seconde  classe  ne 
subit  aucune  réduction  par  suite  de  la  symétrie  de  la  poutre;  car 
chaque  hypothèse  étant  symétrique  d'elle-même,  ne  se  groupe  avec 
aucime  autre  qui  soit  comptée  séparément  dans  le  non9bre  N''. 

Si  donc  nous  représentons  par  M,  k  nombre  des  hypothèses  distinc- 
tes hrsquon  tient  compte  de  la  symétrie^  xlo\ï&  «luroQs  à  la  fois; 

et 

d'où  Ton  tire,  en  éliminant  N'  : 


N.^i(N  +  NO. 
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N  est  connu;  il  suflit  donc  de  déterminer  N".  Deux  cas  doivent  être 
distingués  ici,  suivant  que  n  est  impair  ou  pair. 

1*  Si  n  est  impair,  la  poutre  a  une  travée  centrale  de  chaque  côté 

de  laquelle  sont travées. 

Soit  {X  le  nombre  de  travées  chargées.  Pour  que  la  distribution  soit 

symétrique,  il  faudra,  si  {x  est  pair,  qu'il  y  ait  ^  travées  chargées 

de  chaque  côté  de  la  travée  centrale  ;  le  nombre  d'hypothèses  symé- 
triques est  donc  égal,  dans  ce  cas  particulier,  au  nombre  de  combinai* 

sons  de         ^  objets  pris.^î^  k^.  Si  p.  est  impair,  il  faudra  que  la 

travée  centrale  soit  chargée,  et  qu'en  outre  il  y  ait  ^ travées 

chargées  dans  chaque  moitié  de  la  poutre  ;  le  nombre  d'hypothèses 
symétriques  est  donc  alors  égal  au  nombre  de  combinaisons  de 

objets  pris  ^~  ^    à    ^~^^. 


îl  *        *  2  2 


Ainsi,  pour  une  valeur  paire  de.  p.,  le  nombre  d'hypothèses  symé- 
triques est  donné  par  la  formule  : 


n-^i      n-3      n~5  n-(i-H 

"î"*  1  Ix2x3x...x£ 


ec  pour  une  valeur  impaire  de  (a,  il  est  donné  par  la  formule 


n  —  i      n — 3      n  — 5  n  —  t*  4-  2 

_-2— ^^"F'^^T"^     -^  2 

T"      *T^  1  x2  x3x...x5-Y- 
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Pour  obtenir  le  nombre  total  N"  d'hypothèses  symétriques,  on  fera 
successivement  [x=:  2,  4»  6»*-'  ^ —  *  ^^^^  Isi  première  formule,  et 
|x==  1,  3,  5,...  n  dans  la  seconde,  et  Ton  ajoutera  les  résultats.  On 
remarquera  que  la  seconde  formule  donnera 

pour  fJL  =  3,    5,    7,...    n, 

les  mêmes  résultats  que  la  première  pour 

fi  =  2,     4,     6,...,     n^i\ 

En  définitive  on  aura  : 


n  —  i       n  — 3      n  — i       n  —  3 

n — 1      n — 3  .       « — 1      n— 3 

....H ' ^ — h 


4  X2X...X — 3—  1  x2x...x  — ^ 

=  1  +  \2   '   — ijx2  =  2   '  —4. 


Donc  enfin 


2*  Si  n  est  pair,  il  n'y  a  pas  de  tra^'ée  centrale,  mais  il  y  a  - 

travées  symétriques  par  rapport  à  l'appui  du  milieu  de  la  -poutre.  • 
Dans  ce  cas,  toute  hypothèse  comprenant  un  nombre  impair  de  tra- 
vées chargées  est  nécessairement  non  symétrique.  On  doit  donc 
cherclier  les  diverses  parties  dont  la  somme  forme  le  nombre  N", 
en  attribuant  seulement  à  jjl  des  valeurs  paiœs.  Le  nombre  d'hypothè- 
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ses  symétriques  pour  une  valeur  particulière  de  [x  est  égal  au  nombre 


de  combinaisons  de  -  objets  ^  à  ^  »  ou  bien  à  l'expression 


1  X  2x3x...X 


8 


N"  s'obtiendra  donc  en  faisant  la  somme  des  valeurs  successives 
que  prend  cette  expression,  quand  on  y  fait 

(*  =  2,    (x=4,...,    (*  =  n. 
Od  trouve  ainsi 


n      n— 2      n      n — 2      n— 4  » 


4  x2 


i  x2x3 


et  par  suite 


«-I 


N.  =  i(N  +  N")  =  2'"'  +  ^  *   -1. 


Od  peut  donc  former  le  tableau  suivant 


de 

tnyfes. 


NOMBRI   TOTAL 

d*bypothèses  diitioctes 


Pour  nn^  poatre 
quelconque. 


3 

7 
15 
31 
6.1 

V27 
2S5 


Pour  nue  pontre 
symétrique. 


N. 


2 

6 

9 

19 

39 

71 

13Ô 
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Les  deax  formules  qui  donnent  N,  peuvent  se  fondre  en  une  seule, 

en  observant  que ,  quand  n  est  impair,  et ,  quand  n  est 

pair,  sont  les  valeurs  entières  les  plus  approchées  par  défaut  de  la 
moitié  de  n —  i  ;  la  notation  connue,  E  ^a?),  désignant  le  plus  irrand 
entier  contenu  dans  le  nombre  a;,  on  pourra  poser  d'une  manière 
générale  : 

N.  =  2»-*  +  2  -1. 


153.  Les  hypothèses  distinctes  à  faire  sur  la  distribution  des  sur- 
charges sont  encore,  après  la  réduction  due  à  la  symétrie  de  la  poutre, 
en  très-grand  nombre  pour  une  valeur  de  n  médiocrement  grande. 
Mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  les  faire  toutes  pour  déterminer  les 
plus  grands  efforts  auxquels  la  matière  sera  soumise  dans  les  diverses 
sections  de  la  pièce.  On  est  amené  ainsi  à  se  poser  cette  question  : 
parmi  les  diverses  hypothèses  distinctes  que  F  on  peut  faire  sur  la 
distribution  des  surcharges  entre  les  n  travées  dune  poutre ^  quelle 
est  celle  qui  corresponde  la  plus  grande  valeur  absolue  du  moment 
fléchissant  dans  telle  section  de  telle  travée? 

Nous  chercherons  la  solution  de  cette  question  en  commençant 
par  en  traiter  un  cas  particulier  important. 


THÉORÈME  SUR  LE  MAXIMUM  DU  MOMENT  FLÉCHISSANT  SUR  IfN  APPUI 

DÉTERMINÉ. 


ibà.  Pour  distinguer  dans  l'équation  qui  donne  M^  les  charges  de 
chaque  travée  prise  individuellement,  nous  poserons,  comme  nous 

l'avons  déjà  fait  (§  i48),  R^k  =  j/?*  P,fy  ce  qui  permettra  de  substi- 
tuer aux  expressions 
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P|»  *  S>  P*«       •••  *  »ï         •••  Pn> 

les  sommes 

^i  +  ï^fi    Rf  +  Rj^    Rj  +  R^,.-    Rfc-i  +  R*,...    Rii.|  +  Rn» 

dans  lesquelles  les  quantités  R  représentent  des  fonctions  connues 
des  charges  des  diverses  travées.  Il  vient  en  introduisant  cette  nota- 
tion dans  la  formule  qui  fait  connaître  M»  : 

«.»-»[Ri  +  R,fl+Yi)+R3(Yi  +  T.)  +  ...  +  R*-,{Y»-8  +  T*-^l  + 

M   __  +  Tfc-»  [R*f«i»-*  +  «n-t-O  4-  Rfc  i-1  («n~t-i  +  «n-t-a)  +  ■.«  +  R|»] 

Or  nous  avons  observé  (§  i43,  i"")  que  les  coefficients  des  R  dans 
chaque  grande  parenthèse, 

1'    ^-fTi»     Ti  +  Ti»—    Y»-8  +  T»-t.    «n_i  +  «i^»-i,...     «1  +  1,    1. 

ont  le  même  signe  que  les  nombres 

1»        Tf  Tt»-'  Y*-i»  «»-»»...  «i,       1, 

et  par  suite  les  coefficients  des  R  dans  la  valeur  de  M^  ont  le  signe 
des  nombres 

««-»  Yi«n~t         Yl«n->  Y>->«>i-fc         «n-tY>-t  «jYfc-t         Y>-1 

«n— j  «n— ,  «,^_,  «n-i  On-i  0»-^  «h^^ 

c'est-à-dire  le  signe  +  ou  le  signe  — ,  suivant  que  la  soaune  des 
indices 

271—/C— 1,  2n— Jb,  2n— A  +  i,...    2n— 3,  2n  — 3,...  n  +  Ar— 2,  n  +  A  — 3, 

est  paire  ou  impaire. 

On  voit  sur-le-champ  que  Rj^.^  et  Rt  auront  tous  deux  des  coeffi- 
cients négatifs  ;  que  Rj_,  et  H^^.,  auront  des  coefficients  positifs,  puis 
Rfc-t  et  Rj+j  des  coefficients  négatifs,  et  ainsi  de  suite  alternativemenf 
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jusqu'aux  deux  bouts  de  la  poutre.  La  série  des  signes  des  coelficienls 
des  R  dans  la  formule  qui  donne  M^  présente  une  suite  de  variations 
jusqu'au  coefficient  de  R4_j,  qui  est  toujours  négatif,  une  permar 
nence  de  R^.,  à  R»;  puis  une  suite  de  variations  jusqu'au  coefficient 
de  R„. 

M^  est  généralement  négatif  Le  maximum  de  sa  valeur  absolue  cor- 
respond donc  à  l'hypotbèse  dans  laquelle  on  suppose  chargées  les  tra- 
vées dont  les  poids  sont  pris  négativement  dans  la  formule,  et  vides 
les  autres  travées,  c'est-à-dire  que  le  maximum  de  la  valeur  absolue 
de  Mik  correspond  à  l'hypothèse  dans  laquelle  on  charge  les  travées 
n*(A: — i)  etn*  (A)  qui  portent  toutes  deux  sur  l'appui  considéré, 
puis  toutes  les  travées  de  deux  en  deux  à  partir  de  celles-là,  c'est-à- 
dire  les  travées  n°  {k — 3),  n^  {k  —  5),...  d'un  côté  de  l'appui  n'  A, 
et  n"  (A  +  a),  n«  (A-f-A)»--»  de  l'autre  côté,  les  travées  n**  (A— 2), 

n'  (A— 4)» et  n*  (A  +  i),  n**  (A;  +  3), ne  recevant  pas   de 

surcharge. 

On  voit  du  même  coup  que  le  minimum  de  M*  en  valeur  absolue, 
correspond  à  l'hypothèse  inverse.  Soit  par  exemple  le  fragment  sui- 
vant delà  distribution  des  appuis  sous  une  poutre  continue  indéfinie: 

Fig.  147. 

A  iCk  A  A  A  A       '  A 

Ir-3  fc-2  k-i  k  ki-i  fc+2  k+8 

L'hypothèse  qui  donnera  le  maximum  du  moment  fléchissant,  en 
valeur  absolue,  sur  l'appui  n"*  (A:),  sera  représentée  par  le  diagramme: 

Fig.   148. 
k-3  k-a  k-l  k  k+l  ki-2  k+3 

et  l'hypothèse  correspondante  au  minimum  par  le  diagramnie  ; 

Fig.  149. 


k-*-.^  k-2  k-î  k  k+1  k-é-a  *•*•» 
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Ces  deux  hypothèses  sont  complémentaires  l'une  de  Tautre;  si  Ton 
additionne  les  deux  valeurs  du  moment  fléchissant  en  un  même  point, 
qui  correspondent  à  chacune  de  ces  deux  hypothèses,  on  obtient  la 
valeur  qu'aurait  le  moment  fléchissant  en  ce  point,  si  chaque  travée 
recevait  une  surcharge  égale  à  la  somme  de  la  surcharge  admise  et 
de  son  poids  propre. 


RECHERCHE  DE  l' INFLUENCE  DE  LA  CHARGE  d'uNE  TRAVÉE  SUR  LE  MOMElfT 
FLÉCHISSANT  EN  UN  POINT  QUELCONQUE  DE  LA  POUrRE. 


155.  On  connaît  par  le  théorème  précédent  les  hypothèses  qui  con- 
duisent aux  maxima  et  aux  minima  des  moments  sur  les  appuis  pris 
en  valeur  absolue.  11  reste  à  étudier  ce  qui  se  passe  dans  une  travée 
quelconque,  définie  par  son  numéro,  k. 

Jlous  reprendrons  la  formule 

M  = j ^  +  i^Vk^\h  —  x)^ 

an  nioyen  de  laquelle  on  peut  tracer  la  parabole  des  moments  dans 
la  travée  considérée  ;  mais  pour  en  faire  l'application,  nous  remar- 
querons qu'il  sufiit,  en  appliquante  principe  de  la  superposition  des 
effets  des  forces,  de  supposer  successivement  nulles  les  charges  de 
toutes  les  travées  moins  une,  et  de  faire  la  somme  algébrique  des 
moments  partiels  qui  correspondent  pour  un  même  point  donné  à 
chacune  de  ces  hypothèses.  Ce  procédé  fera  connaître  Tinfluenco  de 
la  charge  de  chaque  travée  sur  la  répartition  des  moments  dans 
une  travée  déterminée. 

Soit  t  le  numéro  de  la  travée  qui  demeure  seule  pesante,  toutes 
les  autres  étant  réduites  par  la  pensée  à  avoir  un  poids  nul.  Trois 
cas  sont  à  distinguer,  suivant  que  t  est  inférieur,  égal  ou  supé- 
rieur à  k. 

156,  —  !•'  CAS.  ^  <  A,  —  La  travée  dont  on  conserve  le  poids  dans 
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les  formules  qui  font  connaître  Mj  et  M^^.,,  étant  à  gauche  des  appuis 
n»  (A)  et  n"  (A+i)  pour  lesquels  on  demande  les  moments,  le 
terme  en  R,  se  trouvera  dans  la  première  grande  parenthèse  des  va- 
leurs générales  de  ces  moments*  et  effaçant  tous  les  autres  R,  on  aura  : 

et 

*+i  =  T-r • 

Substituons  dans  la  formule  qui  donne*  M  et  observons  que  p^  est 
supposé  égal  à  zéro.  Il  vient  pour  le  moment  partiel  correspondant 
à  la  travée  n»  t  seule  chargée  : 

M  _  Rt(Tt-5  +  Tt-i)  v„       j        /„  „         w^ 

Le  moment  partiel  dû  à  la  charge  de  la  travée  n*  {t)  est  donc  re- 
présenté par  les  ordonnées  d'une  droite  qui  coupe  Taxe  des  abscisses 
en  un  point  C  appartenant  à  la  travée  n'*  {k)  -,  en  effet  T  équation 

donne: 


x  =  -  , 

résultat  positif  et  moindre  que  4  puisque  a^^ — *«-k_i  ^  le  signe  de  a^j 
avec  une  valeur  absolue  plus  grande,  et  de  plus,  résultat  indépendant 
du  numéro  /  de  la  travée  dont  on  cherche  l'influence  ;  toutes  les  droites 
qui  représentent  les  moments  partiels  dus  aux  poids  des  travées 
situées  à  gauche  de  la  travée  n*  (k)  coupent  donc  Taxe  des  abscisses 
en  ce  même  point  C.  Par  suite,  le  moment  partiel  change  de  signe 
Fig.  150.  de  part  et  d'autre  de  ce  point.   A  gauche, 

^  ,         g      il  a  le  même  signe  que  pour  a;  =  o*  c'esl- 

*  *■***    à-dire  le  signe  du  produit  : 

X  «n-», 
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lo({uel  est  positif  si  Ift  somme 

est  paire,  et  négatif  si  elle  est  impaire.  Le  moment  partiel  à  gauche 
du  point  C  est  donc  négatif  si  A;  —  t  est  impair  et  positif  dans  le 
cas  contraire.  Les  signes  contraires  ont  lieu  à  droite  du  point  C.  Con- 
venons d'appeler /rar^^es  jD05e7/ué:5  relativement  à  un  tronçon  quel- 
conque, AC,  de  la  travée  AB,  les  travées  dont  les  charges  donnent 
des  moments  partiels  positifs  dans  ce  tronçon.  Nous  pourrons  résu- 
mer dans  un  tableau  très-sfmple  les  résultats  de  l'analyse  du  pre- 
mier cas. 


Influence  des  travées  à  gauche  de  l appui  «*  (A). 


AC  =  . 


«n-*^* 


«n-fc  —  «n-à- 


TRONÇON  AC 


Travées  pœitives,      I      Travées  négativos. 


^-  ^  -  2 
A  -  6 


K»  A  —  1 
A  -  3 
A   —  5 


TaoNçoN  €B 


Travées  positircs. 


N»  A  —  1 
k  -  3 
A-  5 


Travées  négatives. 


N-    k  -  2 


157.  —  2*  CAS.  t>k.  —  On  ne  devra  conserver  encore  dans  les  for- 
mules qui  donnent  M^  et  M^+j  que  k  seul  terme  en  R,,  et  ce  ternie 
se  trouvera  dans  la  seconde  grande  parenthèse  ;  il  viendra,  par  un 
calcul  tout  semblable  à  celui  qui  vient  d'être  développé  : 
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L'équation  du  moment  partiel  représente  encore  une  droite  qoi 
coupe  Taxe  des  abscisses  en  un  point  D  défini  par  l'équation 

ce  qui  donne 

Le  résultat  est  positif  et  moindre  que  4,  de  sorte  que  le  point  D 
Fig.  151.  appartient  à  la  travée  AB;  on  peut  bixe 

,  voir  de  plus  qu'il  est  situé  entre  le  point  C 


-2r- 

A 


et  le  point  A,  ce  qui  revient  à  démontrer 
l'inégalité 

Supposons  d'abord  n  impair;  (i^„— ol^^^^j^^  et  7*^1  —  7».,  ayant 
respectivement  les  signes  de  a^_4  et  de  y^^^  ,  le  produit 

a  le  signe  du  produit  a^^Yà-i»  c'est-à-dire  le  signe  +,  puisque 
la  somme  n —  1  des  indices  est  paire.  Donc  on  n'altère  pas  l'inéga- 
ïité  en  en  multipliant  les  deux  membres  par  le  produit  des  dénomi- 
nateurs, ce  qui  donne 

ou  bien,  en  suppiimant  le  terme  — a^.^  Y*-t  commun  aux  deux 
membres  : 

a,»-nr»-i  >  «i»-»-iY»-f  » 

ou  enfin 

«n-m-i  —  «n-jk-iTfc-i  >  0; 

inégalité  évidente,  car -on  a  toujours 

nombre  positif  si  n  est  impair. 

Si  n  est  pair,  il  faudrait  renverser  l'inégalité  à  vérifier,  en  mêuw 
temps  qu*on  chasse  les  dénominateurs,  parce  que  leur  produit  serait 
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négatif;  mais  a^_,  serait  aussi  négatif,  et  par  suite  la  conclusion  dé- 
finitive serait  la  même. 

La  position  du  point  D  est,  comme  celle  du  point  G,  indépendante 
du  numéro  de  la  travée  à  laquelle  on  attribue  la  charge.  On  peut 
remarquer  que  la  distance  DC  est  égale  à 


\V|-a,.j^.,       Y*-i 


^t(gn    fcTfe-r 


-iTt-«) 


^l'n-f 


'  (On-fc  — a„_fc.4)  (Tfc-1— T»-l)         («n-k  — «._»_,)  (Tk-i-^tjf 


c'est-à-dire  au  quotient  de  la  division  du  dénominateur  commun  des 
valeurs  des  moments  sur  les  appuis,  par  les  produits  des  différences 
des  deux  termes  des  séries  (a)  et  (y)  qui  correspondent  aux  deux 
appuis  comprenant  la  travée  ;  le  résultat  est  toujours  positif. 

Les  travées  à  droite  de  Tappui  n*  (A  +  i)  seront  négatives  de  deux 
en  deux  par  rapport  au  tronçon  BD,  à  partir  de  la  travée  n*  (A+  0» 
et  positives  de  deux  en  deux  par  rapport  au  même  tronçon  à  partir 
de  la  travée  n""  {k  +  s)  ;  et  lious  pouvons  former  comme  il  suit 
le  tableau  qui  résume  le  second  cas  : 


AD 


Tk-t 


Tk-i— ïk-t 


^. 


TRONÇON    AO. 

TRONf  ON  BD. 

" 

TriTéei  {jositÎTes. 

Travées  négatives. 

Travées  positives. 

Travées  négative». 

V  (*  +  n 

(*    +3) 
(*    +6) 

N-  (k  4-  2) 
{k  4-'4) 
(k  4-  0) 

N"  {k   4-  ?) 
\fc  4-  4) 

(k  +  6) 

*   4-x3) 
(A   +  6) 

158. — 8»  Cas.  t=k. — Nous  n'avons  à  conserver  ici  que  le  terme  en  R^ 
dans  les  valeurs  générales  de  M^  et  de  M^^.^  ;  ce  terme  se  trouvera  dans 
la  seconde  grande  parenthèse  pour  Mi^,  et  dans  la  première  pour  M|^^  ; 

enfin,  nous  pouvons  remplacer  R» par  sa  valeur  -  p»  /*»  ;  il  viendra  : 

4 

i9 
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«*  -  jPki  i T-ï 


M^.=  ip»P,2=.t4tl±IiM) 


Le  moment  partiel  M  se  compose  dans  la  travée  n"  k  de  deux  par- 
ties :  l'une  est  donnée  par  les  ordonnées  négatives  de  la  droite 

y  =  Mfc+,  j-  +  Mfc  — j — , 

l'autre  par  Icî^  ordonnées  positives  de  la  parabole 

,    Pour  a?  =  0,  on  a  jj  =  0  et  y  =  Mj,  quantité  négative.  Il  est 
donc  négatif  au  point  A. 


Faisons  ensuite 


X  =  AD  = ï*=2 —  ^, 


il  viendra: 

/,«„«,      L  \      ïk-i— Tfc-i/  Yi~i  —  Y*-t. 

1      « 

7*-i  — ïi-sL  ^«*-i  J 


=  7  l^kf-  k  ^ ;;: — 

et 

^  =  3  Pk^  k  7- ZTT^f 

Doi>c 

quantité  toujours  positive,  car  y».!  +  Yk-»  ^  '^  ^^8P®  ^®  ï*-i  ♦  ®^  '^ 
produit  —  Yk^,  Y*-t  ^^^  toujours  positif. 


BIINE  TRâYËE  sur  elle-même.  f9i 

M  passe  donc  du  négatif  au  positif  quand  x  passe  de  zéro  à  la  va- 
leur AD;  on  prouverait  de  même  que  M  passe  du   positif  au  négatif 
quand  x  passe  de  la  valeur  AC  à  la  valeur  AB. 
La  parabole  qui  représente  dans  la  travée  n*  k  le  moment  partiel 
Pif.  iBi  correspondant  à  la  charge  de  la  travée 

-s — •^l         ;.  ty — ar-    0*  A  elle-même,  coupe  par  conséque  nt  Taxe 
des  abscisses  en  deux  points  E  et  F,  l'un 
compris  entre  A  et  D,  Tautre  entre  G  et  B. 

La  travée  a*  k  est  négative  relativement  aux  tron  çons  extrêmes 
AE,  FB,  et  positive  relativement  au  tronçon  central  EF. 

On  trouvera  les  abscisses  AE,  AF.  des  points  E  et  F  en  résolvant 
l'équation 

M  =  z  +  y  =  0, 

OU  bien 

équation  du  seccmd  degré  qui^  d'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer, 
a  ses  deux  racines  réelles,  positives  et  moindres  que  4. 

169.  Réunissons  dans  un  même  tableau  l'indication  des  influences 
positives  ou  négatives  des  charges  des  travées  sur  les  cinq  tronçons 
AE,  ED,  DG,  GF,  FB,  dans  lesquels  nous  venons  de  partager  la 
tiavée  A& 
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Pour  résumer  ce  tableau,  observons 

,  ,       (   n*k  —  I,  k — 3,  k — 6,...    1 

que  les  travées  {        ,    ,         ,         ,     ^        }  sont  toujours  néqa- 

tke^  relativement  au  tronçon  AE  voisin  de  l'extrémité  Â  ; 

!n*  k — a,  k — 4»  ^ — 6f-^   ] 
n*  A  .1  sont  toujours  pôsi- 

W  A+a,  A+4,  A+6,...   I 
^u  relativement  au  tronçon  central  DG  ; 

qu'enfin  les  travées  \         '      .    L    ,*,.*'  I  sopt  toujours  n^- 
1  w"A'+i,A+S,  A+5,...  ) 

ya/râes  relativement  au  tronçon  FB  voisin  de  l'extrémité  B. 

Le  tronçon  ED  suit  une  loi  inverse  du  tronçon  FB,  et  le  tronçon  CF 
une  loi  inverse  du  tronçon  AE. 

Les  moments  fléchissants  totaux,  négatifs  près  des  appuis  A  et  B, 
deviennent  généralement  positifs  vers  le  centre  de  la  travée,  à  moins 
qu'elle  ne  soit  extrêmement  courte  par  rapport  aux  autres,  ce  qui 
serait  un  vice  de  construction  qu'on  doit  éviter  dans  la  pratique. 
Pour  tous  les  autres  points  de  la  portée,  on  ne  connaît  pas  d'avance 
les  signes  des  moments  fléchissants.  Dans  ces  conditions,  on  ob- 
tiendra leurs  plus  grandes  valeurs  absolues  en  attribuant  successi- 
vement la  surcharge  aux  travées  négatives  seules,  puis  aux  travées 
positives  seules  ;  car  le  moment  total  M  en  un  point  donné  étant  la 
somme  algébrique  des  moments  partiels  afférents  à  toutes  les  charges, 
sa  plus  grande  valeur  absolue,  dans  un  quelconque  des  tronçons, 
correspond  à  l'hypothèse  qui  attribue  la  plus  grande  charge  aux  tra- 
vées dont  l'influence  a  le  même  signe  que  M,  et  la  moindre  charge 
aux  travées  qui  ont  une  influence  contraire. 

160.  Nous  pouvons  maintenant  déterminer  le  nombre. d'hypo- 
thèses à  faire  pour  trouver  les  maxima  des  moments  fléchissants  en 
tout  point  de  la  poutre. 

Considérons  un  travée  centrale  AB.  Il  y  a  <f  abord  deux  hypothèses, 
complémentaires  l'une  de  Tautre,  qui  feront  connaître  les  maxima 
dans  le  tronçon  AE;  ce  sont  les  hypothèses  qui  correspondent  an 
maximum  et  au  minimum  du  moment  sur  l'appui  A.  Les  mêmes 
hypothèses  font  connaître  les  maxima  dans  le  tronçon  CF. 


29i  NOMBRE  D'HYPOTHÈSES  UTILES. 

Il  y  a  de  même  deux  hypothèses  complémentaires,  distinctes  des 
premières,  à  admettre  à  la  fois  pour  le  tronçon  FB  et  pour  le 
tronçon  ED. 

Enfin  deux  hypothèses  complémentaires,  distinctes  des  précé- 
dentes, doivent  être  faites  pour  le  tronçon  central  DC  ; 

En  tout  six  hypothèses  par  travée  centrale. 

Mais  sur  ces  six  hypothèses,  les  quatre  premières  sont  communes 
à  la  travée  considérée  et  à  Tune  ou  à  l'autre  des  deux  travées  voisines  ; 
elks  appartiennent  en  réalité  atix  appuis  communs;  les  deux  der- 
nières s'appliquent  à  la  fois  à  toutes  les  travées. 

Soit  donc  n  le  nombre  des  travées,  n  —  i  est  le  nombre  des  appuis 
communs  à  deux  travées  successives;  le  nombre  total  d*fayp0thèses 
utiles  est  donc  égal  à  2  -|-«  (n —  1)  =  an. 

Cette  formule  suppose  n  >  2  ;  car,  pour  n:=  9,  il  n'y  a  pas  de 
travée  centrale. 

Si  la  poutre  est  symétrique,  ce  nombre  an  se  réduit  encore.  En 
effet,  si  n  est  impair,  les  2  (n  —  1]  hypothèses  corresponSaptes  au 
maximum  et  au  minimum  du  moment  sur  les  appuis  sont  toutes  non 
symétriques  ;  elles  se  réduisent  donc  à  n —  1  hypothèses  distinctes, 
quand  on  tient  compte  de  la  symétrie;  il  faut  y  ajouter  les  deux  hy- 
pothèses qui  donnent  à  la  fois  le  maximum  et  le  minimum  dans  le 
tronçon  central  de  chaque  travée,  et  qui,  étant  chacune  symétrique, 
ne  comportent  pas  une  semblable  réduction;  cela  fait  en  tout 
n—  1  +  2  =  n  +  1  hypothèses. 

Si  n  est  pair,  parmi  les  2  (n—  1)  premières  hypothèses»  il  y  en  a 
deux  symétriques:  ce  sont  celles  qui  sont  rdatives  k  Fapptd  du  cen- 
tre de  la  poutre;  les  autres  sont  non  symétriques  et  doivent  se 
réduire  à  moitié  ;  enfin  les  deux  hypothèses  communes  à  tontes  les 
travées  sont  non  symétriques»  et  fune  n'est  que  la  répétitioD  de 
Tautre.  Le  nombre  réduit  d'hypothèses  est  donc  égal  à 

ou  à  n  + 1,  conune  si  n  était  impair. 

Nous  verrons  plus  loin  qu'on  peut  encore  réduire  ce  nombre  en 
introduisant  une  hypothèse  auxiliaire. 
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flnHGATION  D'imE  HÉTHOBE  APPROXIMATIVE  PLUS  RAPIDE. 

161.  Les  hypothèses  auxquelles  nous  avons  été  conduit  par  les  re- 
diercbes  qui  .préeëdeot  correspondent  à  deS/charges  disconiÂDues.  Or, 
il  est  rare  que  dans  la  pratique  il  y  ait  discontinuité  dans  la  distribu- 
tion des  surcharges.  Aussi  certains  constructeurs  se  contentent-ils  de 
faire  les  hypothèses  suivantes  :  ils  supposent  d* abord  une  surcharge 
cwrtinme  appliquée  à  toute  T'étendoe  de  la  poutre,  et  cette  supposi- 
tion leur  fait  connaître  les  plus  grandes  valeurs  admissibles  pour  les 
moments  flédûssants  sur  les  appuis;  puis  ils  chargent  successive- 
ment chaque  travée  à  l'exclusion  de  toutes  les  autres,  et  ils  prennent 
le  résultat  pour  le  maximum  correspondant  au  moment  fléchissant 
dans  la  travée.  On  applique  au  calcul  de  ces  moments  les  formules 
approximatives. 


MAXIMA   ET   MINIMA    DES   RÉACTIONS   DES  APPUIS. 

162.  Pour  trouver  le  maximum  de  la  réaction  A^  de  la  prenièns. 
culée,  il  faut  se  reporter  à  l'équation 

RempiaçcMis  M,  par  sa  valeur 

U   _  Pt«»^  +  P»<^>-,  +  ..>  -h  'Pu 
■« j  «  '  ♦ 

puis 

Pf»  Pj,  P4,.*.  Pu 

par  les  quantités 

Ri  +  Rff    Rt  +  Rj,    Rj  +  R4,...    R,»_i  +  R»* 
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L'équation  devient,  après  ces  substitutions  ; 

A,=? *^  y Ï2=t 22=2 . 

Nous  pouvons  remplacer  -/>,  /,•  par  »  R^*  et  il  viendra»  en  mul- 
tipliant par  /j*  : 

Dans  cette  équation,  on  voit  clairement  que  les  coefficients  de  R|t 
R,,  Rg,  et  ainsi  de  suite  de  deux  en  deux,  sont  positifs,  tandis  que 
les  coefficients  de  R,,  R^,  R,...  sont  négatifs. 

La  plus  grande  valeur  de  A^  correspond  donc  à  la  surcharge  des 
travées  de  rang  impair,  et  la  moindre  valeur  de  A^  à  la  surcharge 
des  travées  de  rang  pair.  Ce  sont  les  mêmes  hypothèses  qui  corres- 
pondent aux  maxima  et  aux  minima  des  moments  fléchissants  dans 
le  tronçon  central  des  travées. 

163.  Cherchons  de  même  le  maximum  de  la  valeur  de  F^ ,  réaction 
àe  l'appui  n°  R. 

Nous  avons  trouvé  (§  i5o)  la  formule 

r.=  (lp.-,<.,  -^  |P.<.)  .  [^-  ..(^  +  y  H-  %.]. 

Nous  supposerons,  comme  nous  Tavons  déjà  fait  pour  les  moments, 
que  toutes  les  travées  soient  réduites  à  un  poids  nul,  sauf  la  travée 
dont  le  numéro  est  ^;  et  nous  aurons  plusieurs  cas  à  examiner,  sui- 
vant que 

t<k-\,    <  =  *  — 4,     t  =  k,    t>k. 

L'examen  des  deux  premiers  cas  suffit 
!•  Soit 

t  <  A  — 1. 
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Nous  aurons,  en  appliquant  les  formules  : 

■fc'= TT 1 

M       _«i»-t~lHt(rt-.«  +  Tâ^t 

«»H  — f-r ^• 

On  a  d'ailleurs  dans  cette  hypothèse  : 

P»-i  =  ^f    p»  =  o. 
donc  la  valeur  partielle  de  F^  est 

La  quantité  entre  parenthèses  a  le  signe  de  a^j^-i*  ^^  ^^  ^S^^  ^^ 
(— 1)*-*^*5  le  coefficient  en  dehors  de  la  parenthèse  a  le  signe  de 

Donc  la  valeur  partielle  de  F»  a  le  signe  de 

Si  donc  k — /  est  pair,  la  valeur  partielle  de  F»  est  négative,  et 
>i  k — t  est  impair,  elle  est  positive;  ce  qui  veut  dire  que  les  charges 
te  travées  n*  {k — a),  n'  (A— 4)...  soulagent  l'appui  n'  A,  tandis 
que  les  charges  des  travées  k — 3,  k — 5,  k — 7,...  augmentent  la 
pression  de  la  poutre  sur  cet  appui . 

On  en  peut  conclure  immédiatement  que  les  charges  des  travées 
«•A+i,  A +3,  A +  5,...  soulagent  l'appui  n"*  A,  tandis  que  les 
charges  des  travées  n*  k+  «,  A  +  4»  k  +  6,...  pèsent  sur  cet  appui. 

^  Reste  à  examiner  le  cas  de  t  =  k — 1,  ou  de  t=A.  On  pour- 
rit le  faire  en  employant  les  formules  et  en  discutant  les  signes. 
Mais  cette  discussion,  qui  «serait  assez  laborieuse,  est  inutile,  car  il 


9i9S  INTRODUCTION  DTNE  HYPOTHÈSE 

est  bien  certain  que  la  charge  des  travées  adjacentes  à  Tappui  n*  k 
pèse  sur  cet  appui,  et  qu'an  soulage  l'appui,  au  contraire,  en  enle- 
vant la  charge  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  travées. 

Donc,  en  définitive,  le  maximum  de  Fk  correspond  à  l'hypothèse 
dans  laquelle  les  travées 

et 

n*A:  — 1,    n**  — 3,    7i*fe  — 5,... 

sont  chargées,  les  autres  travées  restant  vides;,  le  minimum  de  F^ 
correspond  à  l'hypothèse  inverse  ou  <^oflipléaieiitair«. 

On  peut  remarquer  que  le  maximum  et  le  minimum  de  F^  ont  lieu 
dans  les  mêmes  circonstances  ^ue  le  maximum  et  le  minimum  de  Mt« 


RÉDUCTION  DÉFINITIVE  DU    NOMBRE  d'hYPOTHÈSES    A    FAIRE    SUl 
LA  DISTRIBUTION  DES  SURCHARGES. 

16A.  Nous  avons  r^coimu  que  les  liyp^thèses  à  faîre  sur  la  distribu- 
tion des  surcharges,  pour  déterminer  les  valeurs  limites  des  moments 
fléchissants,  sont  deux  à  deux  «complémentaires,  c'est-à-dire  qu'à  une 
hypothèse  dans  laquelle  {>lufiieurs  travées  sont  chargées  et  les  autres 
vides,  correspond  une  hypothèse  dans  laquelle  les  premières  travées 
restent  vides,  «t  les  autres  reçoiv^Mitla  surcharge.  Appelons /?' le 
poids  par  unké  de  longoeiH*  de  la  travée  yiâe^p"  le  poids  par  unité 
de  longueur  deJasurchai^.  Dane  Tune  des  deux  hypothèses  complé- 
mentaires, la  travée  sera  supposée  avoir  le  poids  p\  et  ^ans  1*  autre  le 
^poidsp  =  p'^-p'\  Si  l'on  ajoute  les  deux  moments  fléchissants  ob- 
tenus pour  un  point  quelconque,  dans  chacune  de  ces  ^eux  hypo- 
tbèses^  on  obtiendra  Ieinoaientauqu«(ooDduhrait  le  calcul  pour  une 
charge  totale  égale  à  p  +p\  ou  à  ^p'  -\-  p'\  également  répartie  dans 
tonÉe  la  longueur  de  la  poutre. 

Si  donc  on  a  calculé  les  moments  fléchissants  pour  une  hypothèse 
particulière,  on  pourra  obtenir  les  moments  •correspondants  à  Thypo- 
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thèse  cûmplëmentaire,  en  retranchant  les  moments  obtenus  des  mo- 
ments correspondant  à  la  charge  p-^-p  également  répartie  dans 
toute  la  longueur  de  la  poutre. 

Nous  avons  vu  que  an  est  le  nombre  d'hypothèses  utiles,  pour  une 
poutre  symétrique  de  n  travées  ;  elles  se  groupent  deux  à  deux  en 
hypothèses  complémentaires.  On  pourra,  en  appliquant  la  remarque 
précédente,  calculer  seulement  les  moments  pour  n  hypothèses  dis- 
tinctes, et  calculer  ensuite  les  moments  correspondant  à  l'hypothèse 
auxiliaire  où  la  .charge  est  partout  égale  k  p+p'.  Des  soustractions 
donneront  les  moments  pour  les  hypothèses  complémentaires.  Le 
nombre  d'hypothèses  distinctes  est  donc  réduit  kn-j-  i. 

Si  la  poatre  est  symétrique,  le  nombre  d'hypothèses  utiles  est  ré- 
doit à  »  -j-  1.  L'introduction  de  Thypothèse  auxiliaire/?  +y  permet 
de  réduire  encore  ce  nombre;  mais  il  y  a  lieu  distinguer  le  cas  de  n 
impair  et  le  cas  de  n  pair. 

!•  Si  n  est  impdr,  le  nombre  n  + 1  est  pair,  et  les  n+  i  hypo- 
thèses sont  complémentaires  Tune  de  Fautre.  Elles  peuvent  donc  se 
réduire  à  moitié,  pourvu  qu'on  ajoute  Thypothèse  auxiliaire  p+p'\ 

ce  qui  fait  en  tout  — -^ — |-  i  ou  hypothèses  distinctes. 

2*  Si  n  est  pair,  le  nombre  n  -|-  i  est  impair,  et  de  ces  n  +  i  hy- 
pothèses il  y  en  a  one  qai  est  symétrique  de  son  hypothèse  coonplé- 
mentaire;  celle-ci  ne  peut  donc  pas  èire  supprimée,  car  elle  l'est  déjà 
par  la  réduction  due  à  la  symétrie,  de  sorte  que  l'on  ne  peut  réduire 

à  moitié  que  le»  n  autres  hypothèses  ;  il  en  reste  donc  — |-  i  dis- 

linctes,  plus  Fhypothèse  auxiliaire  p  +  p\  ce  qui  fait  en  tout  -  +  a 

hypothèses  ou  > 

Ces  deux  formules  rentrent  Tune  dans  Taotre  en  prenant  poilr  le 
nombre  cherché  le  plus  grand  entier  contenu  dans  ,  ou  dans 
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Nous  avons  ainsi  trouvé  pour  le  nombre  d'hypothèses  à  faire  sur  la 
distribution  des  surcharges  les  résultats  suivants  : 

Poutres  quelconques  de  n  travées. 

Nombre  total  d^hypothèses  distinctes.  ....  S*"  —  1  » 

Nombre  d'hypothèses  utiles 8n,  {n>%)y 

Nombre  réduit  d*hypothèses  utiles  en  intro- 
duisant rhypothèse  auxiliaire  p  +  ?'••.  .  n  +  i  t  (n  >  S). 


Poutres  symétriques  de  n  travées. 


B»-« 


Nombre  total  d'hypothèses  distinctes 2*"*  +  2      *  —  i. 

Nombre  d'hypothèses  utiles n  + 1 ,  (n  >  2) , 

Nombre  réduit  d'hypothèses  utiles  en  intro- 
duisant Thypothèse  auxiliaire  p-^p'.  .  ,  .  2  +  E  f  ^  j,  (n  >  2). 

Par  exemple,  une  poutre  de  lo  travées  peut  donner  lieu  à  i  os  3  hy- 
pothèses distinctes,  si  elle  est  non  symétrique,  et  à  627  si  elle  est 
symétrique.  Ces  nombreuses  hypothèses  peuvent  être  ramenées  à  n 
utiles  dans  le  premier  cas,  et  à  7  dans  le  second. 


CONSTRUCTION  DE  l'ÉPURë  DES   MOMENTS  FLÉCHISSANTS  ET  DES  EFVORTS 

TRANCHANTS. 

465.  On  représentera  sur  le  dessin,  à  une  échelle  quelconque,  les 
longueurs  des  travées  successives  dont  se  compose  la  poutre  don- 
née. Si  elle  est  symétrique,  on  pourra  se  borner  à  en  représenter  une 
moitié. 

On  prendra  une  échelle  arbitraire  pour  représenter  les  moments 
fléchissants  par  des  ordonnées  verticales,  et  une  troisième  échelle 
pour  représenter  les  eflbrts  tranchants. 

Après  avoir  déterminé  le^  hypothèses  utiles  à  la  construction  des 
contours-limites,  on  formera  les  quantités  P,,  P,,,..  P^,  dans  cha- 
cune de  ces  hypothèses,  d'après  les  poids  connus  des  Marges  et  les 
longueurs  des  travées. 
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On  calculera  les  nombres  des  séries  (a)  et  (y) ,  qui  se  réduisent 
à  une  seule  et  même  série  dans  le  cas  où  la  poutre  est  symé- 
trique. 

On  appliquera  les  formules  à  la  recherche  des  moments  sur  les 
appuis  M,,  M,,.-»  M»;  on  pourra  par  exemple  calculer  M,  et  dé- 
duire les  autres  moments  des  équations  (M)  ;  on  peut  aussi  rem- 
placer ce  calcul  par  des  constructions  géométriques;  enfin,  on  peut 
prendre  arbitrairemeât  M,,  et  calculer  le  moment  d erreur  e,  qui 
sert,  comme  nous  l'avons  montré,  à  corriger  rigoureusement  la  va- 
leur arbitraire  attribuée  à  M,. 

Connaissant  M,,  M,,...  M^,  on  déduira  des  formules  connues  les 
valeurs  des  efforts  ti'ancbants  aux  extrémités  de  chaque  travée, 
A,,  Bj,  A,,  B,,...  A^,  8,4-4»  puisses  différences  A,  -  B,,  A,— B,,..,, 
A, — B.;  ces  différences  et  les  efforts  A,  et — B^^  seront  les  réactions 
des  appuis. 

Pour  une  hypothèse  quelconque,  la  5;omme 

A4+  (A,-.B,)  +  (A,-  BJ  + .  .  .  +  (A^-  Bn)-  B^, 
OU  bien 


Ai+  F,  +  F,  + +  Fn~  B, 


«+iï 


doit  être  égale  à  la  somme  des  poids  des  travées  ;  cette  vérification 
ne  porte  pas  sur  le  calcul  des  moments  ;  car  elle  réussirait  en  em« 
ployant  des  moments  quelconques. 

Od  aura  alors  tous  les  éléments  de  la  construction  de  Tépure. 

On  tracera  donc  les  paraboles  des  moments  fléchissants  et  les 
droites  des  efforts  tranchants  dans  chacune  des  hypothèses  exami- 
nées. Puis  on  repliera  toutes  les  paraboles  d*un  côté  de  l'axe  des 
abscisses,  et  toutes  les  droites  du  côté  opposé,  pour  n'avoir  plus  à 
considérer  que  les  valeurs  absolues  des  moments  et  des  efforts  tran- 
chants. 

L'épure  étant  ainsi  tracée,  on  peut  avoir  à  i-ésoudre  deux  pro- 
blèmes principaux.  1 

166.  1"  Problème.  Si  la  poutre  qu'il  s'agit  d'étudier  a  une  section 
constante,  il  sera  facile  de  déduire  des  résultats  de  l'épure  la  charge- 
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limite  k  laquelle  la  matière  est  soumise.  En  effet,  ou  déterminera 
facilement  sur  le  dessin  la  plus  grande  valeur  absolue  M  du  moment 
fléchissant  ;  la  section  étant  donnée,  on  pourra  calculer  son  moment 
d'inertie  I,  et  la  plus  grande  distance  v  des  fibres  à  la  fibre  neutre; 
la  ploB  grande  presaon  ou  teo^n  par  unité  de  surface  sera  donnée 
par  Téquatioa 

---  =  M,     on     R  =  -|-. 

De  même  on  pourra  déterminer,  par  la  seule  inspection  du  dessin, 
la  plus  grande  valeur  absolue  A  de  Teflort  tranchant,  et  divisant 

cette  plus  grande  valeur  par  la  section  Û,  on  aura  la  limite  -^  de 

FefforI  tranchant  moyen  par  unité  de  surface.  On  pourrsdt  aussi,  en 
appliquant  la  théorie  que  nous  avons  fait  connaître,  déterminer  la 
loi  de  répartition  de  cet  effort  tranchant  entre  les  divers  éléments  de 
la  section  transversale. 

On  pourra  donc  déterminer  avec  précision  si  la  poutre  donnée  a 
ou  non  la  résistance  nécessaire  pour  supporter  avec  sécurité  les 
charges  qui  y  sont  appliquées. 

La  solution  de  ce  premier  problème  est  parfaitement  rigoureuse. 

167.  2*  PftOBLÈifE.  Le  second  problème  n'offre  qu'une  solution  ap- 
proximative. Il  consiste  à  déterminer  les  formes  de  la  section,  sup- 
posée variable  d'un  point  à  l'autre,  de  manière  que  les  efforts  déve- 
loppés dans  la  matière  soient  à  peu  près  égaux  en  tous  les  points  de 
la  poutre. 

Ce  problème  est  très-fréquent  dans  la  pratique  des  travaux  publics  ; 
il  s's^t,  par  exemple,  de  construire  un  pont  métallique  à  poutres 
droites  continues,  franchissant  une  rivière  sur  un  certain  nombre 
d'appuis,  et  Ton  cherche  quel  est  le  meilleur  emploi  du  métal  pour 
assurer  économiquement  la  résistance  de  l'ouvrage. 

Voici  la  méthode  qiie  Ton  suit  habituellement  :  elle  est  trëssim- 
ple;  mais,  comme  nous  le  verrons  tout  à  l'heure,  elle  est  pea  rigou- 
reuse. 

La  hauteur  H  de  la  poutre,  comptée  entre  les  centres  de  gravité 


PRINCIPAUX. 


309 


Kg.  M. 


de  la  bande  inférieure  et  de  la  bande  supérie«re,  peut  être  considérée 
comme  une  donnée  de  la  question. 
On  réduit  le  moment  d'inertie  I  de  la  section  à  celui  des  deux 

bandes  A  et  B,  qui  s'exprime  approximativement 

par  le  produit  : 

La  largeur  a  des  tables  est  prise  arbitrairement  ; 
l'expression  I  est  proportionnelle  à  b^  seule  quan- 
tâlé  qu'on  fasse  varier  d*une  section  à  l'autre. 

Le  rapport  -  est  égal,  par  approximation,  à  odH. 

On  cherche  à  rendre  constante  la  résistance  R,  laquelle  est  liée  aux 
moments  variables  M  par  l'équation 


BÎ  ' 


b1  = 

V 


.KabUt^M. 


On  en  déduit  : 


6  = 


RaH* 


Donc  b  doit  être  proportionnel  à  M. 

Les  plus  grandes  valeurs  absolues  de  M  sont  données  par  les  or- 
données du  contour-limite;  il  suffirait  donc,  pour  résoudre  la  ques- 
tion, de  donner  à  b  des  valeurs  variables  proportionnelles  aux 
ordonnées  de  ce  contour.  On  ne  peut  pas  adopter  dans  la  pratique 
eette  loi  de  variation  continue;  car  les  tables  A  et  B  sont  formées  par 
la  superposition  de  tôles  d'égale  épaisseur  ;  la  dimension  b  n'est  donc 
soâceptible  de  recevoir  qu'un  nombre  limité  de  valeurs,  multiples  de 
Fépaisseur  commune  à  toutes  les  feuilles  de  tôles  admises  dans  la 
construction. 

Mais  on  peut  attribuer  à  b  des  valeurs  plus  grandes  que  celles  que 
donne  l'équation 


6  = 


RaH* 


car  augmenter  b  revient  à  diminuer  R;  de  sorte  que  l'excès  d'épais* 
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seur  admis  pour  la  table  en  un  point  de  la  portée  n'a  d'autre  effet 
que  de  réduire  refFort-limite  développé  dans  le  métal. 
L'épure  donne  les  valeurs  du  moment  M;  mais  si  l'on  divise  le 

M 

moment  M  par  le  bras  de  levier  H,  on  aura  une  force,  :^^  qui  pourra 

être  représentée  sur  Tépure  par  la  même  ordonnée  que  M.  II  suffit 
pour  cela  de  prendre  une  échelle  des  forces  dont  l'unité  corresponde 

à  l'unité  des  moments  divisée  par  la  quantité  donnée  H,  La  force  ^ 

sera  la  pression  ou  la  tension  totale  développée  par  la  flexion  dans 
les  tables  A  et  B^ 

De  même,  la  résistance-limite  R  étant  une  quantité  donnée,  si  i*on 

M 

divise  ^  par  R,  on  aura  pour  résultat  la  section  correspondante  à 

cette  résistance  ;  on  pourra  encore  choisir  une  échelle  des  sections 
telles  que  l'ordonnée  M,  prise  sur  l'épure,  représente  la  section  né- 
cessaire; pour  cela,  il  faut  que  l'unité  de  l'échelle  des  sections  cor- 
responde à  l'unité  de  l'échelle  des  forces  divisée  par  la  quantité 
donnée  R. 

M 

Enfin,  si  l'on  divise  la  section  rj^  par  la  largeur  a,  qui  est  dcn- 

nK 

née,  on  aura  pour  quotient  l'épaisseur  b;  et  l'on  peut  encore  s'arran- 
ger de  telle  sorte,  que  l'épaisseur  b  soit  mesurée  par  l'ordonnée  M, 
à  Téchelle  des  épaisseurs.  Ajoutons  que  l'échelle  des  moments  étant 
arbitraire,  on  peut  la  choisir  de  manière  que  les  épaisseui^  b  soient 
données  sur  l'épure  en  vraie  grandeur. 

Par  exemple,  supposons  que,  dans  un  projet  particulier,  H  soit 
égal  à  5  mètres,  a  à  i'",2a,  et  que  la  limite  de  résistance  R  soit  fixée 
à .  6  kilogrammes  par  millimètres  carrés ,  ce  qui  correspond  à 
R  =  fi  ooo  000  de  kilogrammes  par  mètre  carré.  Si  l'on  veut  que 
les  épaisseurs  b  soient  données  en  vraie  grandeur  sur  l'épure,  on 
observera  qu'une  valeur  d'un  millimètre  pour  b  correspond  à 
une  section  de  iXi  200  =  1200  millimètres  carrés;  que  cette 
section,  à  raison  de  6  kilogrammes  par  millimètre  carré,  corres- 
pond à  une   force   totale  de   1  200  x  6  =  7  200    kilogrammes , 
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et  que  cette  force,  au  bout  d'un  bras  de  levier  de  5  mètres,  corres- 
pond à  7  200  X  5  =  36  000  kilograminètres. 

Le  problème  sera  résolu,  par  conséquent,  en  adoptant  les  échelles 
suivantes  : 

Échelle  des  moments  fléchissants,  i  millimètre  pour  36000  kilogr. 
Echelle  des  forces  totales  dévelop- 
pées dans  les  bandes 1         —         pour    7  200  kilogr. 

Échelle  des  sections 1         —         pour    l^OOmill.qu. 

Échelle  des  épaisseurs  6.  ....  .  1         —         pour    i  millimètre. 

Uépure  de  la  distribution  des  tôles  sera  ensuite  tracée  comme  il 

suit  pour  chaque  tra- 
vée.  MXPQRST  étant 

^^J.   le   contour-limite,  on 

^1" jy5^ 


Ki?.  154. 


-^'l 
-^,» 


-Xf:-; 


V 


i^tôic 


prendra,  à  l'échelle  d^ 
épaisseurs,  des  quan- 
tités Aa,  ab,  bc, 

égales  à  l'épaisseur 
commune  des  feuilles 

de  tôle,  et  Ton  mènera  parles  pointsde  division  des  parallèles  à  AB;  ces 

droites  aa\  bb\  cc\...  représenteront  les  feuillesde  tôle  successives; 

OD  interrompra  par  des  traits  verticaux  celles  qui  passeront  au  delà 

du  contour-limite;  de  sorte  que  la  ligne  en  escalier 

ff"  e"  d"  c"  c'"  b"  6'" c»^  c'  d'  d'^  c"  c»'«  6"  6'  c""  C»  d'  é"f'f, 

q^i  laisse  partout  au-dessous  d'elle  le  contour-limite  MiNPQRST, 

en  le  suivant  cependant  de  près,  donne  la  loi  de  la  distribution  des 

tôles  dans  les  tables  A  et  B  de  la  section.  II  y  a  deux  tôles  qui  rëguent 

dans  toute  l'étendue  de  la  portée;  il  y  en  a  quatre  au  milieu  de 

la  portée  et  six  sur  les  appuis.  L'aire  de  la  ligne  en  escalier  fait 

connaître  le  métré  de  la  poutre  réduite  à  ses  bandes. 

L'épure  des  efforts  tranchants  donne  lieu  à  des  questions  toutes 

semblables  ;  seulement  il  faudra  faire  entrer  dans  le  calcul  l'âme  au 

lieu  des  bandes  de  la  poutre.  Gela  revient  à  admettre  entre  les  par- 

20 
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ties  de  la  poutre  une  sorte  de  division  du  travail.  On  suppose  que 
les  moments  fléchissants  sont  équilibrés  par  les  tables  seules,  et  les 
efforts  tranchants  par  la  paroi  qui  les  unit.  L'inconnue  à  déterminer 
est  l'épaisseur  de  la  paroi.  On  commencera  par  déduire  de  l'échelle 
des  efforts  tranchants  Téchelle  des  sections  de  Tâme,  en  divisant 
r effort  par  la  résistance-limite  R';  puis  on  divisera  la  section  par  la 
hauteur  de  l'âme,  et  lé  quotient  sera  l'épaisseur  ;  on  en  tracera  une 
échelle,  et  Ton  peut  s'arranger  encore  pour  que  les  épaisseurs  soient 
représentées  en  vraie  grandeur  sur  l'épure. 

Si,  par  exemple,  la  hauteur  de  l'âme  est  de  /^"\q5  et  la  limite  de 
résistance  à  l'effort  tranchant  de  5  kilogrammes  par  millimètre  carré, 
l'épaisseur  d'un  millimètre  correspondra  à  une  section  de  4  gSo  ^î^ 
liiuètres  carrés  et  à  un  effort  tranchaiît  de  4  960  x5  =  24  7^0  kilo- 
grammes. On  prendra  donc  les  échelles  suivantes  : 


Êclielle  des  efforts  tranchants . 
Échelle  des  sections  de  Tâme  . 
Échelle  des  épaisseurs 


1  millimètre  pour  24750  kilogr., 
1        —         pour   4  950minigr., 
i        —        pour  i  niillim. 


L'épure  présenterait  la  disposition  suivante 

Fig.  1S5, 


MNPQ ,  contour- 
limite  des  efforts 
tranchants  ; 

tour  représentatif  de 

la    distribution     des 

efioi-ts  de   l'âme;  la 

résistance  moyenne  à  l'effort  tranchant  sera  partout  inférieure  à  IV, 

puisque  l'épaisseur  excède  partout  la  limite  indiquée  par  le  premier 

contour. 

168.  Voilà  la  méthode.  Voici  maintenant  quelle  objection  on  peut. 
y  faire. 

Les  équations  fondamentales  sur  lesquelles  repose  le  calcul  des 
poutres  continues  sont  établies  dans  la  supposition  que  la  poutre  a 
une  section  uniforme  d'un  bout  à  l'autre  de  sa  longueur.  Lorsqu'on 
a  construit  l'épure  des  moments  fléchissants  et  des  efforts  tranchants. 
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et  qu'on  s'en  sert  pour  faire  varier  les  dimensions  de  la  section  de 
la  poQtre,  de  manière  à  serrer  de  près  les  contours- limites,  la  poatre 
coDStruite  d'après  les  indications  de  l'épure  n'est  pas  dans  les  con- 
ditions de  la  poutre  idéale  soumise  aux  calculs;  la  flexion  qu  elle 
prend  soit  d'autres  lois,  et  par  suite  les  efforts  se  distribuent  dans 
la  poutre  réelle  d'une  autre  manière  que  celle  qui  a  été  prévue. 

La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  peut  donc  être  considérée 
comme  le  premier  pas  d'une  règle  de  fausse  position.  Pour  la  rendre 
rigoureuse,  il  faudrait  chercher  quelle  est  la  distribution  d'efforts 
correspondante  à  la  forme  attribuée  à  la  poutre,  puis  corriger  cetfe 
forme  pour  ramener  les  eifoi*ts  aux  limites  assignées,  et  recommencer 
UD  certain  nombre  de  fois  les  mêmes  opérations,  jusqu'à  ce  que  les 
corrections  fussent  insignifiantes.  Mais,  dans  ces  nouveaux  calculs, 
on  aurait  à  traiter  le  problème  d'une  poutre  de  forme  variable,  ce  qui 
complique  singulièrement  les  équations  (i).  Aussi  on  ne  cherche  pas  à 
rectifier  cette  erreur,  et  l'on  se  contente  de  la  grossière  approximation 
fournie  par  h  méthode  que  nous  venons  d'exposer.  La  faiblesse  des 
limites  R  et  R'  permet  de  se  contenter  de  cet  à  peu  près  ;  l'expérience 
a  d'ailleurs  montré  qu'il  n'y  a  aucun  danger  à  suivre  cette  marche 
expéditive. 


OBSERVATIONS  SUR  LES  POUTRES  DROITES  GONTINUBL 


PARTAGE   DU   DÉBOUCHÉ  TOTA&  EN  TRAVÉES. 

169.  En  général,  on  donne  une  même  longueur  aux  portées  cen- 
trales d'une  poutre  continue  ;  les  travées  de  rive  reçoivent  une  lon- 
gueur un  peu  moindre;  le  rapport  de  ^ ,  pour  les  portées  des  tra- 

(0  On  pent  consnUer  sdf  ce  sujet  un  mémoire  de  M.  Albaret,  intitulé  :  tluâe  des  ponts 
métalligues  à  poutres  droites  reposant  sur  plus  de  deux  appuis  (Annales  des  pouts  et 
diaossées,  t.  XII,  1866). 
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vées  de  rive  comparées  aux  portées  centrales,  est  très-convenable 
pour  l'œil.  Ce  rapport  est  voisin  du  nombre 


5+  -L.  =  0,7887.... 


qui  donne  Fabscisse  de  Tun  des  points  d'inflexion  d'une  poutre  en- 
castrée à  ses  deux  extrémités  (§  8i).  Étant  donnée  une  suite  de 
portées  égales  toutes  encastrées  sur  leurs  appuis,  et  toutes  égale- 
ment chargées,  on  en  ferait  en  pflfet  une  poutre  continue  à  extrémités 
libres,  en  coupant  la  première  et  la  dernière  travée  en  leura  points 
d'inflexion  extrêmes;  les  moments  fléchissants  sont  nuls  en  ces 
points  d'inflexion,  et,  de  plus,  les  culées  qu'on  y  placerait  exer- 
ceraient de  haut  en  bas  un  eflfort  égal  à  TefTort  tranchant. 

Pour  retrouver  rigoureusement  sur  les  appuis  intermédiaires,  les 
moments  fléchissants  d'une  suite  de  poutres  encastrées,  il  faut 
remarquer,  comme  l'a  fait  observer  M.  de  Mondésir  (i),  que  les  cu- 
lées doivent  être  tenues  à  un  niveau  inférieur  à  celui  des  piles,  d'une 

»/* 
quantité  égale  à    l\     ;  cette  quantité  représente  l'ordonnée  du 

point  d'inflexion  H  de  la  poutre  AB,  encastrée  à  ses  deux  extrémités 
A  et  B,  et  chargée  d'un  poids  uniformément  répaiti  par  unité  de 
longueur. 

Fig.  156. 
^ ; ^ 


A  "Tl  "  \ 


On  trouvera  dans  l'ouvrage  de  M.  de  Mondésir  des  formules  éta- 
blies pour  les  poutres  ainsi  tracées,  qu'il  a  appelées  poutres  équi- 
librées. 

Cet  exemple  fait  sentir  l'influence  des  différences  de  niveau  sur  la 


(1)  Fonts mé*alliques à  poulies  droites^  pages  62  et  suivantes. 
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distribution  des  moments  (i).  La  discussion  de  cette  influence  a  été 
faite  avec  beaucoup  de  détails  par  M.  Bresse,  dans  le  3*  volume  de 
son  Cours  de  mécanique  appliquée. 

On  trouve  aussi  dans  le  même  ouvrage  la  discussion  de  l'influence 
du  rapport  des  travées  extrêmes  aux  travées  centrales. 

M.  de  Hondésir,  appliquant  ses  formules  à  un  pont  métallique 
construit  sur  TAUier,  pour  le  passage  du  chemin  de  fer  de  Moulins  à 
Montiuçon,  a  mis  en  évidence  les  inconvénients  que  peut  entraîner 
on  trop  faible  rapport  des  travées  de  rive  aux  travées  centrales.  Le 
pont  de  r Allier  a  neuf  travées  symétriques;  les  travées  centrales 
ont  4o  mètres,  et  les  travées  de  rive  ont  seulement  18*", s5.  Le  calcul 
démontre  que  dans  l'hypothèse  où  l'on  charge  les  travées  n*  2,  n*  4, 
n*6  et  n*  8,  à  l'exclusion  des  autres,  la  réaction  de  la  première  culée 
aune  valeur  négative;  ce  qui  indique  que  l'extrémité  de  la  poutre, 
au  lien  de  poser  sur  l'appui,  tendrait  à  se  soulever,  et  aurait  besoin, 
pour  réaliser  l'équilibre  prévu,  d'être  liée  invariablement  à  la  culée. 

Le  rapport  -/  =  ^,  ou  -/  =  i,95  parait  satisfaisant  à  tous  les 
égards. 


COMPABAISON  DE  DEUX  POUTRES  DE  MÊME  LONGUEUB  TOTALE  ET  PARTAGÉES 
DE  LA  MÊME  MANIÈRE  EN  TRAVÉES,  MAIS  l'UNE  CONTINUE,  L* AUTRE 
COUPÉE  SUR  TOUS  LES  APPUIS. 


170.  Si  l'on  compare  deux  poutres.  Tune  continue,  Tautre  coupée 
sur  les  appuis ,  franchissant  les  mêmes  portées  avec  les  mêmes  sur- 

(1)  On  peut  admettre  comme  règle  générale,  que  l'abaiuement  de  l'un  des  appuia 
d'oiie  pootre  conUniie,  tend  i  diminuer  en  valeur  absolue  le  moment  fléchissant  sur 
est  appai,  en  même  temps  que  la  charge  qu'il  supporte;  une  suréléfallon  produit  des 
effets  iDTcrses.  Du  reste,  rabaissement  et  la  surélévation  admissibles  pour  un  appui 
en  parUculier  sont  essentiellement  limités;  cQ,r  si  l'on  descend  l'appui  B  au-dessous 
d'nn  certain  niTcau,  la  poutre  cessera  de  porter  sur  cet  appui,  et  les  deux  travées  qui 
^'8-  i57.  s'y  rejoignaient  se  réuniront  pour  former  une  travée 

4  ^      unique  AC  (flg.  157).  SI  au  contraire  on  élève  successi- 

"^~^ — zr     Tement  l'appui  B,  il  arrivera  un  moment  où  la  poutre 

'^  abandonnera  l'un  dçs  deux  appuis  voisins,  l'appui  G, 
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charges,  on  reconnaît  en  général  que  la  poutre  continue,  à  égalité 
d'efforts  dans  le  métal,  a  un  poids  moindre  que  la  poutre  à  travées 
indépendantes,  mais  que  les  pressions  exercées  sur  les  appuis  inter- 
médiaires, ou  sur  les  piles,  sont  moindres  pour  la  poutre  à  travées 
indépendantes  que  pour  la  poutre  continue. 

171,  Demi-continuité.  —  Une  poutre  peut  être  continue  par  rap- 
port aux  surcharges,  et  non  continue  par  rapport  à  son  poids  propre. 
Cela  a  lieu  pour  un  pont  métallique  de  plusieurs  ouvertures,  dont  les 
travées,  posées  séparément  sur  les  culées  et  les  piles,  ont  été  réunies 
ensuite  par  des  panneaux  rapportés,  qui  ne  subissent  d'efforts  que 
sous  l'action  des  surcharges. 

Pour  calculer  les  efforts  développés  par  la  surcharge,  il  faudrait 
donc  supposer  nul  le  poids  propre,  puis  additionner  algébriquement 
dans  chaque  section  les  efforts  dus  aux  poids  propres,  lorsque  les 
travées  sont  supposées  coupées,  aux  efforts  dus  aux  surcharges 
seules,  lorsque  les  travées  sont  supposées  continues. 


OBSERTATIONS  DIVERSES. 

i72.  Les  efforts  développés  dans  certaines  régions  des  travées 
des  poutres  continues  s'exercent  tantôt  dans  un  sens,  tantôt  en  sens 
contraire,  et  cette  inversion  d*efforts  n'est  pas  favorable  à  la  résis- 
tance du  métal.  Gela  n'a  pas  lieu  dans  les  poutres  coupées  sur  les 
appuis* 

178.  Par  ces  divers  motifs,  il  y  a  des  constructeurs  qui  préfèrent 
les  travées  discontinues  aux  poutres  continues  sur  plusieurs  appuis. 
Ils  partagent  alors  en  parties  égales  l'ouverture  totale  à  franchir. 
Us  ont,  il  est  vrai,  un  peu  plus  de  fer  dans  les  fermes,  mais,  par 


par  exemple,  pour  franchir  rintenralie  total  BD  d'une  seule  portée  (flg.  158).  Gea  oon- 
^g*  iSB.  clusiona  seraient  différentes   al   la  pontie 

était   liée    aux    appuis,     d«    tell«    aorte 


-S B  Â  g-  qu'il»  pussent  développer  des  réacuona  né- 
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contre,  ils  produisent  des  efforts  un  peu  moindres  sur  les  piles,  et 
ils  sont  sûrs  qu'il  n'y  a  pas  de  renversement  dans  le  travail  des  diffé- 
rentes parties  de  ]a  construction.  Enfin  les  ponts  à  travées  indépen- 
dantes subissent  sans  inconvénient  les  petits  tassements  auxquels 
les  culées  et  les  piles  sont  exposées. 

Cette  solution  est  appliquée  principalement  aux  ponts  qu'un  intérêt 
militaire  peut  amener  à  couper  un  jour.  Il  importe  en  effet  alors  que 
les  travées  soient  indépendantes,  pour  que  la  destruction  de  Tune 
n'entratne  pas  la  chute  des  travées  voisines. 

174.  On  trouve  des  exemples  de  ponts  métalliques  de  plusieurs  tra- 
cées coupés  sur  certains  appuis  sans  l'être  sur  tous.  Les  plus  remar- 
quables sont  le  pont  de  Dirschau,  sur  la  Vistule  (i),  comprenant 
six  travées  de  i32",5i  coupées  sur  les  appuis  de  numéro  impair  ;  le 
pont  de  Varsovie,  sur  le  même  fleuve,  comprenant  six  travées  de 
^0  mètres  de  portée,  coupées  sur  les  appuis  de  deux  en  deux  (a)  ;  et 
le  pont  Victoria  (3),  sur  le  Saint-Laurent;  à  Montréal,  composé  de 
Tingt-cinq  travées,  dont  la  travée  centrale,  longue  de  ioo",58,  est 
indépendante,  et  les  vingt-quatre  autres,  longues  cbacune  de  7o*",07, 
sontcoupées  sur  les  appuis  de  deux  en  deux,  et  forment  douze  poutres 
continues  de  deux  travées,  réparties  symétriquement  de  chaque  côté 
de  la  travée  centrale.  Cette  solution  mixte  parait  peu  recommandable, 
en  ce  qu'elle  réunit  les  inconvénients  des  travées  continues  et  des 
travées  discontinues  sans  avantage  spécial;  elle  conduit  à  une  grande 
inégalité  dans  les  efforts  sur  les  piles  ;  elle  n'économise  pas  beaucoup 
de  métal  dans  la  construction  des  travées  ;  enfin  elle  donne  lieu  à 
des  renversements  d'efforts  dans  certaines  régions  des  poutres, 
quand  la  siurcharge  se  déplace. 


(1)  Cheonin  de  fer  de  TEst  prussien. 

(2)  Ce  pont  n'est  ims  destiné  jusqu'ici  à  porter  un  chemin  de  fer. 
(3]  Grand  truniL Car  aia  railway. 


LIVRE   CINQUIEME- 
PIECES  COURBES. 


CHAPITRE   PREMIER, 

CONDITIONS  GÉNÉRALES  DE  L  ÉQUILIBRE  INTÉRIEUR 
DES  PIÈCES  COURBES. 


INTRODUCTION. 

175.  Les  pièces  courbes  que  Ton  emploie  dans  les  constructions  ont 
eo  général  un  plan  de  symétrie  dans  lequel  agissent  les.  forces  exté- 
rieures qui  leur  sont  appliquées.  Par  exemple,  les  fermes  en  bois  ou 
en  métal  d'un  pont  en  arc  de  cercle,  sont  symétriques  par  rapport  à 
leur  plan  moyen  vertical ,  et  c'est  dans  ce  plan  que  s'exercent  les 
résultantes  des  actions  de  la  pesanteur  et  les  réactions  des  appuis. 

La  déformation  de  la  pièce  s'opère  aussi  dans  ce  plan  de  sy- 
métrie. 

Le  problème  de  l'équilibre  intérieur  et  de  la  flexion  d'une  pièce 
courbe  placée  dans  ces  conditions,  ne  diffère  pas  essentiellement  du 
problème  de  l'équilibre  intérieur  et  de  la  flexion  des  pièces  droites  ; 
il  est  seulement  plus  compliqué.  La  flexion  des  lames  élastiques  a  été 
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étudiée,  dès  le  siècle  dernier,  par  les  plus  grands  analystes.  Euk 
le  premier  donna  en  1 744,  dans  un  supplément  à  son  célèbre  ou 
vrage  :  Methodus  inveniendi  lineas  curvas  maximi  minimivepro 
prietate  gaudentes^  une  classification  des  courbes  élastiques  planes, 
dans  laquelle  il  fait  voir  que  la  forme  d'équilibre,  c'est-à-dire  cell< 
pour  laquelle  la  courbure  prise  par  la  fibre  moyenne  est  en  touï 
points  proportionnelle  au  moment  fléchissant,  satisfait  à  une  condi- 
tion de  minimum  :  parmi  toutes  les  courbes  de  longueur  donnée  A6, 
qu'on  peut  tracer  entre  deux  points  A  et  B 
d'une  courbe  élastique  en  équilibre  MN,  sous 
la  condition  de  les  raccorder  tangentiellemenl 
avec  cette  courbe  aiyt  points  A  et  B,  la  courbe 
élastique  est  celle  qui  rend  minimum  Vinté- 

C  ds 
grale  \  -j  prise  entre  les  limites  A  et  B  (1). 

Euler  examina,  dans  le  même  mémoire,  quelques  cas  de  flexion  de 
lames  primitivement  courbes.  Lagrange  donna,  dans  les  Mémoires 
de  Berlin^  année  1769,  un  mémoire  sur  la  force  des  ressorts  pViès. 

La  question  avait  été  ainsi  étudiée  à  plusieui*s  reprises  au  point 
de  vue  analytique;  il  restait  à  compléter  ces  recherches  pour  en 
rendre  les  résultats  utiles  aux«consti*ucteurs;  c'est  ce  que  fit  Navier 
dans  son  cours  de  mécanique  à  T École  des  ponts  et  chaussées;  le 
mérite  de  sa  méthode  consiste  principalement  dans  un  choix  heu- 
reux de  coordonnées.  Son  analyse  laissait  de  côté  certains  termes,  qui 
la  plupart  du*  temps  sont  en  eflet  négligeables.  M.  Bresse  a  montré 
plus  tard  que  l'on  pouvait  achever  le  calcul  sans  supprimer  les 
termes  négligés  par  Navier,  ce  qui  assure  une  rigueur  plus  grande 
aux  formules,  et.  il  a  fait  voir  que  dans  certains  cas  particuliers,  la 
suppression  de  ces  termes  ne  serait  pas  sans  influence  sur  l'exactitude 
pratique  des  résultats. 

Avant  de  commencer  l'étude  de  la  flexion  des  pièces  courbes,  nous 
rappellerons  les  principes  suivants. 


(1)  Cette  iotésrale  meiore,  à  oa  facteur  constant  près,  le  travaii  de  la  flexion  de 
)ilime(S93). 
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176.  Dne  courbe  plane  MN  est  définie  de  grandeur  et  de  position, 

à  deux  constantes  près,  par  une  relation  entre 

son  rayon  de  courbure,  p  =  AG,  en  un  point  A 

I quelconque,  et  l'angle  6  de  la  normale  AH  avec 

lui*  un  axe  OY,  que  Ton  supposera  vertical,  par 

7^'        exemple. 
\i,         Traçons  dans  le  plan  de  la  courbe  MN  deux 
axes  rectangulaires  OX,  OY  ;  je  dis  que  Ton  peut 
[»/  *•  déduire  de  l'équation  donnée  p  =  /*  (0),  l'équa- 

tion de  la  courbe  MN  en  coordonnées  rectan- 
gles X,  y. 

Appelons,  en  effet,   ds  Tare  infiniment  petit 
AA',  pris  sur  la  courbe  ;  nous  aurons  d$  =  pdB,  Mais  dx  =  dscos  % 

et  dy  =  i2ssinO;  donc 

dx^pcosOdO, 
dy=:p8inOdO; 

d'où  résulte,  en  intégrant, 

y  =  yo  +  Spsinede. 

Ces  intégrations  introduisent  deux  constantes  aj^,  yo»  qui  restent 
à  déterminer  dans  chaque  cas  particulier.  La  longueur  d'un  arc  de 
la  courbe  s'exprime  par  l'intégrale  Jprf9. 

11  serait  d'ailleurs  facile  de  faire  voir  par  la  simple  géométrie,  que 
l'équation  p  =  /  (ô)  définit  complètement  la  forme  et  la  position  de  la 
courbe  MN,  pourvu  qu'on  donne  un  de  ses  points,  et  la  direction  de 
la  tangente  en  ce  point 

Si,  au  contraire,  on  voulait  passer  des  coordonnées  rectangles  x 
et  y  aux  coordonnées  p  et  0,  on  appliquerait  les  formules  connues 
du  calcul  différentiel  : 


b*{m 
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Fig.  161. 


177.  Ces  préliminaires  posés,  passons  à  la  recherche  de  la  défor- 
mation plane  d'une  pièce  courbe. 

Soit  MN  une  pièce  courbe  terminée  à  deux  sections  MM',  NN',  et 
reposant  en  À  et  B  sur  deux  appuis  fixes. 
Soit  AB  la  fibre  moyenne,  c'est-à-dire  le  lieu  géométrique  des  cen- 
tres   de   gravité    des   sections 
transversales.  On  pourra  con- 
cevoir la  pièce  comme  engendrée 
par  le  mouvement  d'une  figure 
feroiée,  tracée  dans  le  plan  nor- 
mal à  la  courbe  AB,  et  qui  se 
déplacerait  de  manière  que  son 
centre  de  gravité  coïncidât  tou- 
jours avec  un  point  de  la  courbe 
directrice.  Cette  ligure  est  con- 
stante de  forme  et  d'orientation ,  ou  si  elle  change,  elle  change  par 
degrés  insensibles.  Nous  supposerons  ici  qu'elle  est  invariable,  et  de 
plus,  qu'elle  est  symétrique  par  rapport  à  une  droite  menée  dans  le 
plan  du  papier,  pour  donner  à  la  pièce  la  symétrie  que  nou$  admet- 
tons par  rapport  à  son  plan  moyen  ;  les  appuis  A  et  B  sont  sup- 
posés réduits  chacun  à  un  point  situé  à  l'extrémité   de  la  fibre 
moyenne,  ce  qui  revient  à  regarder  les  pressions  exercées  par  la 
pièce  sur  les  plans  MM',  NN',  comme  uniformément  réparties  dans 
l'étendue  de  ces  sections. 

Coupons  la  pièce  par  un  plan  normal  PQ.  Les  forces  extérieures 
qui  agissent  sur  la  portion  PQNN'  de  la  pièce,  sont  tenues  en  équi- 
libre par  les*  forces  moléculaires  développées  dans  la  section  PQ. 
Mous  pouvons  transporter  toutes  les  forces  extérieures  au  point  G, 
et  là,  les  décomposer  suivant  les  directions  rectangulaires,  GG'  et  GC. 
Appelons  A  la  somme  des  composantes  parallèles  à  la  section;  P,  la 
somme  des  composantes  perpendiculaires  à  la  section  ;  M,  la  somme 
des  moments  des  forces  par  rapport  au  point  G. 

Nous  appellerons  encore  A  l'effort  tranchant,  P  l'effort  de  compres- 
sion (positif  s'il  y  a  réellement  compression,  négatif  dans  le  cas  con- 
traire) ,  et  M  le  moment  fléchissant  ou  moment  de  rupture. 
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L'effort  tranchant  n'a  qu'une  influence  insensible  sur  la  flexion 
de  la  fibre  moyenne  AB  ;  Teffort  P  tend  à  raccourcir  les  éléments  de 
cette  fibre,  ou  à  les  allonger;  enfin  M  tend  à  en  modifier  la  cour- 
bure. Nous  admettrons,  conformément  à  nos  conventions,  que  M  est 
positif  s'il  tend  à  augmenter  la  courbure,  et  qu'il  est  négatif  s'il  tend 
ï  la  diminuer. 

Cherchons  d'abord  quel  sera  TeOet  du  moment  fléchissant  sur  la 
courbure  de  la  fibre  neutre,  en  faisant  abstraction  de  TelTort  P,  ou 
en  le  supposant  nul. 

Considérons  dans  l'état  naturel  de  la  pièce  la  section  normale  P'Q', 
iolifliuient  voisine  de  la  section  PQ.  Le  point  C,  où  se  coupent  les 
deux  normales  infiniment  rapprochées  PQ,  P'Q',  est  le  centre  de 
courbure  de  la  courbe  AB  dans  la  région  GG'. 

Après  la  déformation,  nous  pouvons  imaginer  qu'on  déplace  la 
nouvelle  position  du  tronçon  PQN,  de  manière  que  la  section  PQ 
coïncide  avec  sa  position  primitive.  La  flexion  n'altère  pas  l'angle 
droit  des  fibres  avec  les  plans  des  diverses  sections  transversales; 
la  section  FQ'  prendra  donc  une  certaine  position  P"Q'',  et  nous  ad- 
mettrons que  les  molécules  situées  à  l'origine  dans  le  plan  P'Q'  se- 
ront, après  la  déformation,  dans  un  nouveau  plan  F'Q",  normal  à  la 
nouvelle  fibre  moyenne.  Cette  hypothèse  est  identique  à  celle  qui 
nous  a  servi  pour  l'étude  de  la  flexion  des  pièces  droites  et  de  la  loi 
de  répartition  des  efforts  dans  l'étendue  des  sections  tran^'/'crsales. 
La  normale  déviée,  F'Q",  prolongée,  va  couper  en  G'  h  no  maie  voi- 
sine PQ;  G'  est  donc  le  nouveau  centre  de  courbure  de  ]r  fibre  dé- 
formée. 

La  fibre  mm\  prise  dans  l'état  naturel,  acquiert  par  suite  de  la 
flexion  la  longueur  m'm'\  et  la  force  moléculaire  développée  pai* 
l'allongement  de  cette  fibre  est  mesurée  par  l'expression 

Eo)  X  m'm'^ _  Eco  X  m'm'' 
mm'        ~         GG'        ' 

OÙ  ù)  représente  Taire  transversale  de  la  fibre  projetée  en  m;  on 
peut,  sans  erreur  sensible,  confondre  mm'  avec  GG',  si  l'épaisseur 
PQ  de  la  pièce  est  un   petite  fraction  du  rayon  de  courbm-e  C6.  En 
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définitive,  Téquilibre  exige  que  Ton  ait  à  la  fois  les  deux  équations  : 

2à GG' =  ^'    2à GG^ XmG=M, 

les  sommes  étant  étendues  à  tous  les  éléments  de  la  section  PQ 
ou  P'Q'. 
La  première  équation  donne  : 

Sert  X  wi'm''=0, 

ou  bien 

Su>xwi'G'  =  0, 

en  observant  que  dans  le  triangle  fn!m"G\  m'G'  est  proportionnel 
y  m!  m". 

Cette  équation  est  satisfaite  d'elle-même,  puisque  le  point  6  est  le 
centre  de  gravité  de  la  section  P'Q'. 

Reste  à  transformer  la  seconde  équation. 

Considérons  le  triangle  mm'C,  dont  les  trois  côtés  sont  rencontrés 
par  la  droite  m" G'  G.  Le  Théorème  de  Camot  nous  donnera  l'égalité  : 

m' m"  X  G'C  X  i\'m  =  mm"  x  G' m' x  CC'  (1). 

Remplaçons  G'C  par  le  rayon  de  courbure  p  de  la  fibre  moyenne 
avant  la  déformation. 

Le  facteur  CC  est  la  différence  p  —  p'  des  rayons  de  courbure  avant 
et  après  la  déformation. 

Le  facteur  Cm  est  égal  à  la  somme  p'  +  Gm  ou  à  p'  +  G'  ni  ;  et 
Ton  peut  négliger  Cm'  vis-à-vis  de  p',  à  cause  des  petites  dimen- 
sions transversales  attribuées  à  la  pièce.  On  remplacera  donc  Gm 
par  p'. 

On  peut  de  même  remplacer  mm*"  par  mni!  +  m*m'\  ou   par 


(*;  Le  Théorème  de  Camot,  connu  aussi  sous  le  nom  de 
Théorème  de  Ptolimée,  consiste  en  ce  que,  quand  les 
trois  côtés  d'an  triangle  ABC  sont  coupés  par  une  Uans- 
▼ersale  droite  abc,  le  produit  des  trois  segments  qui  n'ont 
aucune  extrémité  commune  est  égal  au  produit  des  trois 
autres  : 

A6  X  Ca  X  Be  =  Ao  X  G6  X  Ba. 


.1 
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&j+tnlnil\  et  négliger  ni  m!'  vis-à-vis  de  6G';  car  l'allongeaient 

relatif  -pTTîT-  est  nécessairement  très-petit, 
lotroduisons  dans  l'équation  toutes  ces  simplifications ,  il  viendra 

GG'  pxp'  \p       p/* 

Multiplions  par  Eu)  X  rn!(j\  et  faisons  la  somme  pour  tous  les  élé- 
ments de  la  section  PQ;  nous  aurons  en  définitive  : 


Ex(p-J)x^(<.xGW')  =  ] 


La  somme  2(0)  x  G' w'*)  est  le  moment  d'inertie  I  de  la  section» 
par  rapport  à  une  droite  menée  dans  son  plan  par  son  centre  de  gra- . 
vite  perpendiculairement  au  plan  de  symétrie. 

Nous  trouvons  donc  l'équation 


El 


a-^- 


L'équation  de  la  flexion  des  poutres  droites  était 

p 

A  la  courbure-  prise  par  la  poutre  droite,  il  faut  simplement , 
pour  passer  à  l'équation  des  pièces  courbes,  substituer  V augmenta- 
tion de  courbure^  -, ,  prise  par  la  pièce  courbe.  Cette  règle  a  été 

P       P 
indiquée  pour  la  première  fois  par  Euler. 

Nous  ayons  supposé  l'efibrt  P  égal  à  zéro.  Si  cet  effort  n'est  pas 
nul,  il  a  pour  effet  de  déplacer  le  plan  P"Q"  parallèlement  à  lui- 
ffléme;  noiais  ce  déplacement  du  plan  P'Q"  n  entraîne  jamais  pour  le 
point  Q!  qu'un  déplacement  insignifiant  ;  l'incertitude  qui  règne  sur 
la  valeur  du  nombre  E  ne  permet  pas  d'ailleurs  de  l'évaluer  avec 
exactitude.  La  démonstration  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  que 
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nous  avons  donnée  en  traitant  le  problème  de  la  flexion  des  pîèces 
droites  sollicitées  par  des  forces  obliques  (§  loo). 

Nous  verrons  -cependant  que  la  force  P  peut  modifier  d'une  ma- 
nière appréciable  la  forme  de  la  pièce  fléchie,  parce  qu'elle  altère  la 
longueur  de  l'élément  GG'. 

178.  Pour  avoir  la  répartition  des  pressions  dans  la  section  PQ, 
on  observera  que  la  force  P,  appliquée  au  centre  de  gravité  G  per- 
pendiculairement à  la  section ,  donne  partout  une  pression  uniforme 

p 

de  -  par  unité  de  surface.  Le  moment  fléchissant  M  produit  en  tout 

point  situé  à  la  distance  G'  m'  =  v  de  la  fibre  moyenne,  une  pression 
par  unité  de  surface  égale  à 


Exw'm*      Exm'm" 
R  =  . 

mm, 


n'  GG'  \p'      p/  \p'       p; 

Mais 

-(f-Î)=-- 

Donc 
comme  dans  une  poutre  droite,  et  par  suite 

Ajoutant  les  pressions  partielles  dues  à  la  force  P  et  au  couple  M, 
il  vient  pour  la  pression  totale  : 

P     M. 

formule  toute  semblable  à  celle  des  poutres  droites  sollicitées  par 
des  forces  x,i)liques. 

Pour  que  cette  formule  soit  vraie,  il  faut  regarder  R  comme  posi- 
tif quand  il  représente  une  compression,  et  comme  négatif  quand  il 
représente  une  extension  ;  v  est  compté  comme  positif  au-dessous  de 
la  fibre  neutre,  et  comme  négatif  au-dessus. 
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179.  L'équation 

(1) 


El 


G-5)=«- 


représente,  dans  un  système  particulier  de  coordonnées,  la  forme  de 
la  fibre  neutre.  Il  faut  ramener  cette  équation  à  une  relation  entre 
les  coordonnées  rectangles  x  et  y.  On  voif  que,  le  rayon  de  courbure 
entrant  dans  Téquation  (i),  la  relation  générale  entre  x  et  y  qui 
s'en  déduit  devra  contenir  deux  constantes  arbitraires. 

Le  moment  M  est  exprimé  en  fonction  de  a:  et  de  y ,  et  Ton  peut 
se  borner  à  le  prendre  dans  Tétat  naturel  de  la  pièce,  à  cause  de  la 
petitesse  des  déformations.  INous  admettrons  donc  que  le  moment  M 
tf  est  pas  sensiblement  altéré  par  les  déformations  produites.  Nous 
avons  opéré  de  même  dans  la  plupai*t  des  problèmes  examinés  pré- 
cédemment. 

Appelons  x^  y,  les  coordonnées  d'un  point  de  la  fibre  neutre  dans 
l'état  naturel  ;  al^  y'  les  coordonnées  du  même  point,  après  la  dé- 
formation. 

Les  différentielles  dx^  dy^  ds^  prises  dans  l'état  naturel,  se  chan- 
geront en  dx',  dy,  ds'  après  la  flexion. 

Appelons  encore  6  l'angle  du  plan  PQ,  normal  à  la  courbe  an  point 

(x,  y),  avec  l'axe  fixe  YO;  cet  angle 
étant  mesuré  dans  l'état  primitif  de  la 
pièce. 

0'  représentera  Fangle  de  la  position 
nouvelle  prise  par  le  plan  PQ,  par  suite 
de  la  flexion,  avec  le  même  axe  YO. 

11  résulte  de  ces  notations  que  le  rayon 
de  courbure  p,  avant  la  flexion,  est  égal 

21 
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au  rapport  ^  ;  tandis  qu'après  la  flexion  il  est  égal  au  rapport  -tb. 

La  simplification  admise  par  Navier  consiste  à  regarder  ds  et  di 
comme  égaux  entre  eux  ;  ce  qui  revient  à  négliger  le  raccourcisse- 
ment produit  sur  la  fibre  moyenne  par  les  efiforts  P  normaux  aux 
sections  transversales,  hypothèse  déjà  admise  pour  établir  l'équa- 
tion (i). 

jNous  avons  donc 

D'où  résulte,  en  intégrant,  l'expression  suivante  : 

(3)  ^'""*®=£  ^d*  +  (e'o-e,). 

L'intégrale  indiquée  a  un  sens  parfaitement  précis;  car  M  peut 
s'exprimer  en  fonction  de  5,  et  le  second  membre  représente  une 
quadrature  prise  entre  l'extrémité  A  de  la  pièce  et  un  point  quelcon- 
que le  long  de  la  courbe  moyenne  non  déformée  AB.  Le  premier 
membre  donne  la  quantité  angulaire  dont  chaque  section  normale 
bascule  pour  passer  de  sa  première  à  sa  dernière  position.  La  con- 
stante (ô'o"~  ^0)  ®s^  '*  variation  de  Tinclinaison  de  la  tangente  à  l'ex- 
trémité définie  par  l'arc  s^ ,  c'est-à-dire  au  point  A. 

180.  Nous  allons  déduire  de  l'équation  fa)  les  différences  a!  —  x, 
yf  —  y,  c'est-à-dire  les  déplacements  parallèles  aux  axes  des  diffé- 
rents points  de  la  fibre  moyenne.  Pour  cela,  observons  que  Ton  a  ap- 
proximativement : 

(4)  008  6'  =  ces  0  —  (6^  —  0)  sin  e, 
sin  6'  =  sin  e  -f  (ô'  —  6)  ces  6. 

Ces  formules  sont  sufiBsamment  exactes,  quand  la  différence 
0'  —  e  est  très-petite,  ce  que  l'on  suppose  ici. 

Mais 

dxf  ^      dx 

«ne'  =  ^;,       8ine=?î^. 

dy  ds 
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Navier«  conformément  à  la  rânplification  déjà  mentionnée,tmrti* 
Duait  à  confondre  d^  avec  d$.  M.  Bresse  a  montré  qu'on  pouvait  tenir 
compte  cette  fois  de  la  variation  de  longueur  des  éléments  de  la  fibre 
moyenne  (i)«  La  force  P  produit  sur  la  longueur  ds  un  raccourois- 

sèment  égal  à  -=^  ;  nous  sommes  convenus  de  regarder  comme  posi- 
tives les  forces  P  quand  elles  comprinoient  les  fibres  ;  la  fibre  ds  ac- 
qaerra  donc,  par  suite  de  la  compression,  une  longueur  âsl  donnée 
par  Téquation  : 

Nous  supposerons,  de  plus,  avec  U.  Bresse,  que  la  températun»  ût 
yarié  d'un  nombre  t  de  degrés  depuis  la  pose  de  l'arc;  a  étant  le 
coefficient  de  dilatation  linéaire  de  la  matière  dont  se  compoee  la 
pièce,  l'élément  de  l'arc  devra  encore  être  multiplié  approximative- 
ment par  le  binôme  (i  +  ox). 

De  sorte  qu'en  définitive  on  a  * 


l») 


d*'  =  d*(4-^)(l  +  «t). 


Introduisons  cette  expression  de  dJ  dans  les  équations  (5)«  puis 
remplaçons  dans  (4)  les  cosinus  et  sinus  par  leurs  valeurs  données 
parles  équations  (5)  ;^ nous  aurons,  en  multipliant  par  d^^ 

da^  =  dx  (l  -  ^)  (i  +  «)-(6'-e)iy  (l  -^)  {!  +  «), 

df/ = dy  (l  -  ^)  (1  +  crt)  +  (V  -  e)dx  (i  -  Ê)  (ï  +  «). 
cm  bien 
0)  dx'=  (i-(*'^e) I)  (i  - è)  (i  +  «^ 

dy'=  (i  +(e'-e)  ^)  (i  -  Is)  (t  +  «)dy. 
Les  équations  (7)  peuvent  se  simplifier,  en  observant  que  les  trois 


(1}  Beeherehes  anaiyiiquet  sur  la  flexion  et  la  résistance  des  pièees  tourbes,  Mallat- 
BicheUer,  1861. 
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binômes  entre  parenthèses  ont  pour  premier  terme  l'unité,  et  que  les 
seconds  termes  sont,  avec  le  signe  +  ou  le  signe  — ,  des  nombres 
très-petits  en  valeur  absolue  ;  on  a  donc  avec  une  grande  approxi- 
mation, en  supprimant  les  produits  des  seconds  termes, 

(<  +  (•■-•> I)  (<-|i)  fl  +  »)='+<«-')|-Bi  +  "- 
et  par  suite,  retranchant  l'unité,  il  vient  : 

(8)  d»'  —  dx  =  -  (6'  —  e)dy  —  ^  (to  +  otdx . 

(9)  dy'  -  dy  =  +  (6'  -  Ojdx—  ^  dy  +  «tdy.- 

l'équation  (3)  nous  a  donné  V —  8  par  une  quadrature;  cette 
équation  contient  une  constante  arbitraire  (tf^  —  6^)  ;  substituant  dans 
les  équations  (8)  et  (g),  on  trouvera,  par  de  nouvelles  quadratures, 
les  valeurs  de  x' — x  et  y'  —  y  : 

(10)  x' - «=  -  J  (e'-e)dy-  J]  ^  d*  +  J  «^. 

(11)  y'-y^-i-  J  (^  -  o)dx-  J  î^  ^y  +  J  «^y» 

sans  nouvelles  constantes  arbitraires,  car  «  =  5^  correspond  à  l'ex- 
trémité de  la  pièce ,  c'est-à-dire  à  l'un  des  appuis  A  où  les  coor- 
données sont  supposées  invariables. 

Navier  obtenait  seulement  le  premier  terme  du  second  membre  de 
ces  deux  équations.  C'est  le  terme  qui  correspond  à  la  flexion.  Le 
second  correspond  aux  variations  de  longueur  de  la  fibre  moyenne  ; 
le  troisième,  aux  variations  de  la  température.  La  somme  de  ces 
termes  indique  que  ces  petits  eflets  partiels  se  composent  algébri- 
quement pour  former  l'effet  total.  Le  principe  de  la  superposition 
des  effets  des  forces  aurait  pu  conduire  directement  à  poser  les 
équations  (lo)et  (ii). 
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Ces  équations  renferment  la  constante  introduite  pv  l'intégration 
dans  Téquation  (3)  ;  cette  constante  est  généralement  inconnue.  De 
plus,  on  doit  regarder  comme  inconnue  Tune. des  composantes  de  la 
réaction  de  l'un  des  appuis.  En  effet,  décomposons  les  réactions  des 
appuis  A  et  B  en  deux  composantes,  l'une  horizontale,  l'autre  verti- 
cale. L'équilibre  extérieur  de  la  pièce  exige  trois  équations  qui  sont 
fournies  par  la  statique;  trois  des  composantes  peuvent  donc  s'expri- 
mer en  fonction  de  la  quatrième,  qui  restera  dans  les  équations  et 
entrera  dans  l'expression  du  moment  M  et  de  la  force  P.  Il  y  a,  en 
résumé,  deux  inconnues  à  déterminer. 

On  les  déterminera  au  moyen  des  équations  (lo)  et  (i  i),  en  ex- 
primant que  la  courbe  après  la  déformation  passe  encore  par  son 
second  appui  fixe  B.  Si  l'on  fait  $  égal  à  sa  plus  grande  valeur  AB, 
on  devra  donc  trouver 

2'  — x  =  0    et    y' — y  =  0. 


CHAPITRE   n. 


DÉTERMINATION  DE  LA  COMPOSANTE  INCONNUE 

D£  LA  RÉACTION,  ET  DE  LA  CONSTANTE  ARBITRAIRE  INTRODUITE 

PAR  L'INTÉGRATION. 

FORMULES    USUELLES.  —  TABLES  DE  M.  BRESSE. 

181.  Nous  avons  trouvé  dans  le  chapitre  précédent  les  équations  : 


f •  Mdf 
El 


+  P. 


(3)  •'-®=i 

(10)  x'-x  =  —  Ç  (6'— e)dy—  J  ^  dx  +  J  «Trfx, 

(H)         y'- y  =  +  J  (e-e)dx-  J  ^ ^y  +  J  «^^y- 
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La  constante  p,  introduite  par  l'intégration  dans  l'équation  (3),  est 
égale  à  la  variation,  V^  —  \,  de  l'angle  8  correspondant  à  l'extrémité 
de  la  poutre,  o\xk$  =  s^.  Cette  constante  se  retrouve  dans  les  deux 
équations  (lo)  et  (ii)*.  Les  intégrales  J  (6'— 6)  rfy,  J  (6' — 6)cfesont 
des  intégrales  doubles;  car  il  faut  y  remplacer  0' —  6  par  sa  valeur 
déduite  de  l'équation  (3) ,  laquelle  est  donnée  par  une  intégrale 

J  "eT*  ^^^  l'intégration  par  parties  permet  de  ramener  ces  inté- 
grales doubles  à  des  intégrales  simples. 

Outre  cette  constante  p,  il  y  a  à  déterminer  une  force  inconnue, 

savoir  Tune  des  composantes  de  la  réaction  sûr  un  des  deux  appuis. 

Soit  ACB  la  fibre  moyenne  d'une  pièce  courbe  contenue  dans  le 

Fig.  164.  plan  vertical  et  posée  en  A  et  B  sur  deux 

appuis  invariables.  Les  forces  appliquées  à 

l'arc  ACB  sont  données  de  grandeur  et  de 

position;  elles  sont  toutes  dirigées  dans  le 

plan  de  la  figure. 

Les  réactions  des  points  A  et  B  sont  in- 
connues :  mais  on  peut  les  décomposer  cha- 
cune suivant  deux  directions,  l'une  verticale,  l'auire  horizontale. 
Appelons  V,  V  les  composantes  verticales,  Q,  Q'  les  composantes 
horizontales. 

Soit  X  la  somme  des  composantes  des  forces  données  projetées 
sur  l'horizontale;  Y,  la  somme  de  leurs  composantes  projetées  sur 
h  verticale,  et  p.^  la  somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport 
au  point  A;  la  statique  nous  fom-nit  entre  les  quatre  forces  incon- 
nues les  trois  relations  : 

X  +  Q.^Û  =  0, 

Y  — V-V'=0, 

1*1  — V/  +  Qm=0. 

Les  longueurs  /et  m  représentent  dans  la  dernière  équation  les  bras 
de  levier  des  forces  V  et  Q  par  rapport  au  point  A,  ou  les  coordon-4 
nées  du  point  B  par  rapport  à  deux  axes,  l'un  horizontal,  l'autre 
vertical,  menés  par  le  même  point. 
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Ces  équations  permettent  d'exprimer  trois  des  quatre  inconnues 
en  fonction  de  la  quatrième»  qui  restera  seule  en  évidence  dans  Tex- 
pression  du  moment  fléchissant  M  et  de  la  force  de  compression  P. 
U  y  a  donc  en  définitive  deux  inconnues  à  déterminer  :  la  con- 
stante p,  et  Yune  des  quatre  forces  Y,  V,  Q^  Q^;  ces  deux  inconnues 
eotreroot  au  premier  degré  dans  les  équations  (lo)  et  (ii),  et  on 
les  déterminera  en  exprimant  que  le  second  appui  B  de  la  pièce 
conserve,  après  la  déformation,  la  position  qu'il  occupait  avant,  ce 
qui  annule  à  la  fois  les  deux  différences  af —  x,  j/ — y. 

i82.  On  peut  introduire  explicitement  dans  les  équations  les  com- 
posantes y  et  Q  de  la  réaction  de  l'un  B  des  appuis. 
Soient  en  effet  o:^,  y  ^  les  coordonnées  du  point  B;  Xj  y  désigneront 
^    ^^^  toujours  les  coordonnées   du   point   M 

dans  l'état  naturel,  et  6  l'angle  de  la  tan- 
gente MT  avec  l'axe  des  x;  enfin  ;jl  sera 
le  moment  par  rapport  à  M  des  forces 
extérieures  appliquées  sur  l'arc  MB,  et  N 
la  somme  des  composantes  de  ces  mêmes 
forces  projetées  sur  la  tangente  MT. 
Nous  aurons  pour  le  moment  fléchissant  au  point  M, 

et  pour  la  pression  exercée  tangentiellement  à  l'arc  au  même  point, 

P=N  +  Ocose  +VsiDe; 

yi^Vi  ^t — a:,  |JL  etN  sont  des  fonctions  connues  de  l'angle  0;  Q 
n  V  sont  des  constantes  inconnues,  mais  on  peut  exprimer  V  en 
fonction  de  Q,  par  l'équation 

»  |ii— V/  +  Qm  =  0, 

qni  donne 

^■"        / 

La  substitution  de  cette  valeur  donnera  pour  M  et  P  des  expres- 
sions de  la  forme  : 
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P=a'+6'Q; 

OÙ  âf,  &,  o',  6'  représentent  des  fonctions  connues  de  Tangle  0,  et  les 
équations  (3)  (lo)  et  (ii)  deviendront: 

Posons,  pour  simplifier  l'écriture, 

Xët-*'     j..Ër-"'    3..Ë5— *" 

et  convenons  de  représenter  par  les  mêmes  leiiresavec  l'indice  i,  les 
valeurs  prises  par  ces  fonctions  quand  on  limite  les  quadratures  à 
l'arc  total  AB,  ou  quand  on  fait  s  =  s^.  Observons  de  j>lus  que 

oczdx      et       \    orrdy 

sont  égaux 

otV    d«      et      orrV    <fy, 

OU  à 

«T(x— Jo)     et     at(y— yo)- 

Les  intégrales  Jprfy  ou  ^^dx  donnent  des  résultats  analogues. 
Nous  pourrons  donc  poser 

y'-y=:  + Jj  Adx  +qJ*  Bdx  +  p(x-Xo) -E  ~QF  +  «^.y  —  y«). 
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et  faisant  5 =5^ ,  ce  qui  rend  nulles  les  différences  oi  —  x  et  j/ — y, 
il  vient  pour  déterminer  Q  et  ^  les  deux  équations  du  premier  degré. 

Q^^I^Bdy  +  Dij+  P(yi— .yo)=«(a?t— «•)— r^^ïy  — Q, 
ûQl*  B<ix  -  F,)  +  P(Xj-Xo)  =  -«(y^-y,-  J*  Adï  +  E^. 


ARCS  STliÉTRIQUES  ET  STlitTBIQUBIIEirr  GHAB6ÊS. 


183.  Dans  la  pTupart  des  applications,  l'arc  que  Ton  veut  étudier 
repose  sur  deux  appuis  de  niveau,  A  et  B,  et  est  symétrique  par  rap- 
port à  la  veràcale  OY  menée  à  égale  distance  des  appuis.  Les  équa- 
tions se  simplifient  alors  notablement,  surtout  si  les  forces  appliquées 
à  la  pièce  sont  aussi  distribuées  symétriquement  par  rapport  à  la 
même  droite  OY. 
Supposons  donc  une  poutre  AB,  symétrique  et  symétriquement 
chargée,  par  rapport  à  la  verticale  OY  me- 
née à  égale  distance  des  appuis  A  et  B. 
Nous  pourrons  nous  borner  à  considérer 
la  moitié  (iB  de  la  pièce.  Les  forces  V  et  V 
seront  égales,  comme  aussi  les  forces  Q, 
(y  ;  donc  on  pourra  déterminer  les  forces 
V  par  Téquation  : 

Y--V-V'  =  o,      , 


Kg. 

166. 

jO 

X 

y^ 

c 

AT 

t 
,    î 

^^, 

tf- 

B 

Tl 


qui  se  réduit  alors  à 


2V  =  Y. 


Au  lieu  de  prendre  les  intégrales  à  partir  de  la  limite  5,,  qui  cor- 
respond à  l'extrémité  A  de  la  pièce,  on  pourra  les  faire  commencer  au 
point  C  ;  et  comme  la  pièce  est  symétrique  et  symétriquement  char- 
gée, on  sera  sûr  qu'il  n'y  aura  pas  de  constante  à  ajouter  à  l'équa-* 


Fig.  167. 


D'^- 
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tion  (3)  ;  car  la  tangente  au  point  le  plus  haut  de  l'arc  doit  rester 
horizontale  malgré  la  déformation. 
18A.  Appliquons  cette  méthode  à  un  arc  de  cercle  ACB  sollicité  par 

deux  forces  verticales  égales  à  n,  ap- 
pliquées en  deux  points  D,  D',  symé- 
triquement placés  par  rapport  à  la 
verticale  CO. 

Soit  0  le  centre  de  l'arc  CB»  et 
OG  =  OB  =  p,  le  rayon  de  l'arc  de 
cercle  AGB. 

La  composante   verticale    de  la 
réaction  de  l'appui  Bsera  égale  àD; 
la  composante  horizontale  Q  est  in- 
connue. 

Prenons  sur  l'arc  CB  un  point  E,  compris  entre  le  point  G  et  le 
point  D,  où  est  suspendu  le  poids  n.  L'angle  GOE  sera  ce  que  nous 
avons  appelé  0;  l'angle  COD  qui  correspond  au  point  D  est  une  va- 
leur particulière  de  0,  que  nous  désignerons  par  la  notation  \  ;  enfin 
représentons  par  <p  Tangle  total  GOB.  Les  angles  0^  et  f  sont  des  don- 
nées, tandis  que  0  est  un  angle  variable. 
Formons  pour  le  point  E  les  valeurs  du  moment  M  et  de  la  force  P. 
Le  moment  M  se  compose  du  moment  positif  de  la  force  Q»  et  du 
moment  négatif  du  couple  (n,  —  II)  ;  ce  qui  donne 


M  =  Qp(cos  0  —  ces  <?) — IIp(sin  ç  —  sin  6  J; 

La  force  P  s'obtient  en  projetant  sur  la  tangente  en  E  la  force  Q  et 
le  couple  n  et  —  n.  Le  couple  ne  donnant  rien  en  projection,  il  reste 
seulement  la  projection  de  la  force  Q  sur  la  droite  ET,  laquelle  fait 
avec  la  direction  BI  de  la  force  Q,  un  angle  égal  à  GOE  ou  à  0.  Donc  : 


P  —  Q  cos  0. 


Ges  équations  ont  lieu  pour  tout  point  E  compris  entre  le  point  G 
et  le  point  D,  c'est-à-dire  pour  toutes  valeurs  de  0  comprises  entre 
«  et  e^. 
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kn  delà  du  point  D«  les  valeurs  de  M  et  de  P  chaDgent«  et  I'od  a 
pour  B  >  84  et  <  ç, 

M  =  Qp(co8  •  —  CO8  f  )  —  IIp(8ia  9  —  sin  0), 

P  =  Q  C08  e  +  n  sin  e. 

L'expression  de  H  substituée  (3)  permet  de  détenniner  la  varia*- 
tion  de  l'angle  0. 

Pour  cela  remplaçons»  sous  le  signe  somme ^  cb  par  p6?0,  et  faisons 

rint^rale  1    ^-    entre  les  limites  o  et  0;  il  y  aura  deux  cas  à  dis- 
tinguer, suivant  que  la  limite  supérieure  0  de  l'intégration,  est  infé- 
rieure ou  supérieure  à  la  valeur  0^,  pour  laquelle  le  moment  M 
change  d'expression  analytique. 
On  aura  d'abord  entre  o  et  0^,  en  laissant  de  côté  les  facteurs 

constants  ^» 

JM(IO=Qp  \  (cosOdO^cosfdO)  — Dp  \  (slnf  8inO|)cIO, 
<mbien 

\^  MdO  =  Qp(8in  6  —  8  cos  ç)  —  np6(8in  f  —  sin  6J. 

An  delà,  c'est-à-dire  pour  0  compris  entre  %  etf,  l'intégrale  doit 
se  décomposer  en  deux  parties  :  . 

Ç'Mde=Ç^*Mde+Ç^Mrfo. 

La  première  partie  n'est  autre  chose  qi^e  la  valeur  de  l'intégrale 
précédente,  quand  on  y  fait  0  =  0^.  La  seconde  donne  : 

ûp  r  (008  OflO — C08  çdO)  —  np  ^   (sîn  ffd^ — sin  6^6). 
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L'intégrale  générale  est 

Q(>(sin  0— Ocosf)— np(08inf +  COS0}; 

si  Ton  y  fait  8  =  8^,  elle  devient 

Qp  (sin  6|— $4  cos  f)  —  Iïp(e|  sin  9  +  cos  6J, 

et  il  faut  retrancher  cette  fonction  de  l'intégrale  générale  ;  on  aura 
donc  pour  8  >  8^ , 

\  MdO  ï=  Qp(sin  0^  —  B^  cos  f)  —  npOj(sin  f  —  sîn  '  U 

—  Qp(sîn  6|  —  Oi  cos  «)  4-  np(6i  sin  ç  +  cos  •  J 
+  Qp(8in  6  r—  0  cos  9)  —  np{6  sin  9  +  cos  6). 

Le  second  membre  se  réduit  en  définitive  à  l'expression  : 

[  MdO  s=  np(cos  6|  +  Oj  sin  6 J  +  Qp(sin  0 — 0  cos  9) — IIp(0  sin  9  +  cos  B). 

Les  valeurs  des  intégrales  obtenues  doivent  être  multipliées  par 
^,  facteur  que  nous  avons  laissé  de  côté  tout  à  l'heure,  et  nous 
aurons  pour  valeur  de  la  déviation  angulaire  des  normaleSt  V — 6  : 

•'-e=-^(8ine-ecos9)-^(sin9-«n6J. 

pour  toutes  valeurs  de  0  comprises  entre  o  et  0^ ,  et 

y  — 6  =  ^  (sin  6  — 6 COS9)  +  -^  (coset+^ sin  6^—6 sin 9  —  cosB), 
pour  toutes  les  valeurs  de  0  comprises  entre  0^  et  f  • 


Fig.  168. 
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Si  Ton  fait  0=o  dans  la  première  de  ces  équations,  on  a  V — 0=o, 
parce  qu'au  point  G,  à  cause  de  la  symétrie, 
Tare  s*élève  ou  s'abaisse  sans  éprouver  de  dé- 
viation angulaire  ;  et  si  l'on  fait  0  =  0.  dans  les 
deux  formules ,  elles  donnent  la  même  valeur 
pour  0  —  V,  ce  qui  doit  être,  puisque  les  deux 
tronçons  de  la  pièce  doivent,  après  comme 
avant  la  déformation,  se  raccorder  tangentiel- 
lement  au  point  D. 

II  faut  maintenant  chercher  la  poussée  hori- 
zon tale-Q;  pour  cela,  nous  calculerons  V — x 
au  moyen  de  l'équation  (lo),  en  y  remplaçant 

dy,  ou  V!E\  par  psinOcfO,  et  dx^  ou  £Ë',  par  pcosWO;  de  sorte 

qu'il  viendra 

n  et  p  et 

z'— x  =  — p\  (0'  — e)sinedO-p\  g^cosOde  +  pV  otcosOde. 

Nous  n'avons  pas  de  constante  à  ajouter,  parce  que,  bien  que  l'o- 
rigine G  des  intégrales  ne  soit  pas  fixe»  nous  savons  qu'elle  se  dé- 
place le  long  de  l'axe  GY,  ce  qui  n'altère  pas  ïx  du  point  de  départ. 

Il  faudra,  comme  précédemment,  distinguer  deux  cas  :  celui  de 
«<6,,  et  celui  de  8  >  9,. 

Dans  les  deux  cas,  le  terme  p  V  axcosOe/O  qui  correspond  à  la 

variation  de  température,  donne  pour  résultat  'paTsinQ, 
Le  calculest  ramené  aux  quadratures  suivantes  : 
l*PourO<e,, 


X'  — x  =  — 


Qp'  et 

^\  (sme  — 6cosç)sin< 

Op  et 

^  \  CCS*  tdt  +  par  sin  0. 


9  r  t4-  \  6  (sin  ?  —  sin  6^)  sin  tdt 


Si,  dans  cette  expression,  on  fait  6  =  8^ ,  on  aura  pour  af  —  x  une 
certaine  valeur  ©,  qui  sera  la  valeur  de  passage  du  premier  au  se- 
cond tronçon  ;  de  sorte  que  l'intégrale  relative  à  ce  second  tronçon 
doit  donner  cette  même  valeur  8,  pour  0  =  \. 
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2»  Pour  B  >  81  et  <  ç,  on  aura  donc  : 

x*  —  «=  —  ^  y  (8in  e  — 6  cos  ?)  sin  We 

—  -j^  \    (cos  6j  +  61  sin  6j — e  sin  ç — cos  •)  sin  6d6 

-gJ'^co8«We-|§J.in«co.ed. 
+  par  sin  6  +  61  —  pat  sin  6, . 

Toutes  les  intégrations  indiquées  peuvent  se  faire  facilement,  et 
donnent  la  valeur  générale  de  a:^  — x  pour  un  point  quelconque  de 
Tare  GÎB.  On  remarquera  que,  dans  ces  formules,  Finconnue  Q  entre 
au  premier  degré.  Si  dans  la  seconde  formule  on  fait  0 =f ,  on  devra 
troitver  la  variation  ai — x  correspondant  au  point  Rqui  est  supposé 
fixe.  On  égalera  donc  cette  variation  à  zéro,  et  Ton  aura  une  équa- 
tion du  premier  degré  qui  donnera  la  poussée  horizontale  Q. 

Le  calcul  est  long,  mais  il  ne  présente  aucune  difficulté;  nous 
nous  bornerons  à  cette  indication,  en  renvoyant  à  l'ouvrage  de 
M.  Bresse  pour  le  développement  des  opérations. 

Connaissant  la  poussée  Q,  on  aura  toutes  les  forces  qui  agissent 
sur  Tare  donné;  on  pourra  donc  calculer  numériquement  les  valeurs 
dés  efforts  A,  P,  et  du  couple  M;  et  par  suite  déterminer  en  chaque 
point  la  charge  supportée  par  la  matière,  ce  qui  est  le  point  le  plus 
intéressant  pour  le  constructeur. 

185.  La  même  méthode  est  applicable  au  cas  où  Tare  serait  sollicité 
par  deux  forces  horizontales  H,  H'  égales,  contraires,  et  appliquées  en 
deux  points  D,  IV,  symétriques  Tuu  de  Tautre.  On  pourra  donc  tou- 
yj    ^^^  jours  trouver  les  valeurs  de  la  poussée  Q, 

dans  le  cas  d*un  arc  symétrique  et  symé-r 
triquement  chargé;  car  il  suffit  de  dé- 
^B  composer  les  charges,  quelles  qu'en 
soient  les  directions»  en  deux  compo- 
santes, l'une  verticale,  n,  Tautre  hori- 
zontale H;  ces  composantes  seront  deux 
à  deux  groupées  symétriquement ,  et  si 
Ton  calcule,  par  les  formules  convenables,  les  poussées  partielles  dues 
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à  chaque  groupe  de  deux  forces  D,  et  les  poussées  partielles  dues  à 
chaque  groupe  de  deux  forces  H,  la  poussée  totale  s'obtiendra  en 
faisant  la  somme  algébrique  des  poussées  partielles  ainsi  obtenues. 
Il  est  bien  entendu  que  le  terme  relatif  à  la  variation  de  tempéra- 
ture ne  doit  figurer  qu'une  fois  dans  cette  suite  d'opérations. 

Nous  n'avons  pas  fait  usage  de  l'équation  qui  donne  la  variation 
y— y';  cette  équation  nous  ferait  connaître  la  variation  de  la  flèche 
de  l'arc,  ou  l'abaissement  positif  ou  négatif  du  point  C. 


ARCS  STHÉTBIQUES  NON  SYMÉTRIQUEMENT  CHARGÉS 


Pig.  170, 


186.  Supposons  que  la  symétrie  existe  dans  l'arc,  mais  non  dans 
la  répartition  des  charges ,  alors  la  méthode  que  nous  venons  d'es- 
quisser ne  semble  plus  applicable.  On  peut  cependant  y  ramener  le 
problème. 
Soit  F  une  force  appliquée  en  un  point  D;  appelons  Q  la  poussée 
horizontale  au  point  B,  (^  la  poussée  ho- 
rizontale au  point  A,  qui  résultent  de  l'ac- 
tion de  cette  force.  A  cause  de  la  non- 
symétrie,  ces  deux  poussées  seront  géné- 
ralement différentes. 

Imaginons  qu'au  point  D',  symétrique 
de  D,  on  applique  une  force  F,  égale  à  F 
et  dirigée  symétriquement;  cette  force  F 
développera  au  point  B  une  poussée  horizontale  égale  à  Q',  et  au 
point  A  une  poussée  égale  à  Q. 

L'ensemble  symétrique  des  forces  F  et  F  agissant  simultanément 
produira  donc  en  A  et  B  deux  poussées  égales  à  la  somme  Q  +  Q'» 
et  les  formules  des  charges  symétriques  nous  font  connaître  par 
saite  cette  force  Q  +  (?. 

Hais  la  statique  nous  donne  la  différence  entre  Q  et  Q'  ;  en  effet, 
projetons  la  force  F  sur  l'axe  AB  et  soit  X  sa  projection  ;  nous  aurons 
Téquation  : 
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Donc 

Q'-Q  =  X. 

On  connaît  donc  la  différence  (^  —  Q,  et  la  somme  Q  +  Q';  ^^  P^ 
suite  il  est  aisé  de  calculer  Q  et  Q\ 


FORMULES  APPROXIMATIVES   DONNANT  LA    VALEUR   DE  LA  POUSSÉE 
HORIZONTALE  DANS   LES  CAS  LES  PLUS  USUELS. 


187.  On  trouvera,  dans  l'ouvrage  de  M.  Bresse,  une  étude  analy- 
tique complète  des  problèmes  dont  nous  nous  bornons  ici  à  indiquer 
la  solution.  Après  avoir  obtenu  les  formules  exactes,  M.  Bresse  lésa 
réduites  à  des  formes  simples  et  d'une  facile  application  ;  il  a  en- 
suite construit  des  tables  numériques  qui  dispensent  de  recourir  aux 
formules.  Nous  allons  résumer  les  principaux  résultats  obtenus  dans 
cette  partie  de  son  travail. 

L'arc  ACB  est  un  arc  de  cercle  dont  le  centre  est  au  point  0.  les 
deux  appuis  A  et  B  sont  de  niveau.  Les 
données  de  la  question  sont  : 


PIff.  «71. 


~^-î>..^^^  la  corde  AB=  2  a, 

-/J-P^B  la  nèche  IG  =/. 

I  i  /  • 

/  y  On  en  déduit  le  rayon  0C=OA=OB=p. 

/  L'angle  GOB,  moitié  de  l'angle  au  cen- 

tre correspondant  à  l'arc  entier,  est  re- 
présenté par  la  lettre  «p. 
188.  —  1"Gas.  —  L'arc  est  sollicité  par  un  poids  unique  II, 
donné  de  grandeur,  et  appliqué  en  un  point  £,  défini  par  l'angle 
GOE  =  e^. 

On  demande  quelle  poussée  horizontale  Q  le  poids  n  considéré 
seul  produit  sur  l'appui  B  ou  sur  l'appui  A;  ces  deux  poussées  sont 
égales,  car  lem*  différence  est  égale  h  la  composante  horizontale  de 
la  force  n,  laquelle  est  nulle,  puisque  cette  force  est  verticale. 
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La  formule  à  laquelle  est  parvenu  M.  Bresse  est  la  suivante  (i)  : 


(aiQ  =  n 


-(sin'o-sin*0^)  +  cos?(cos8,+ei8inO,-co89--9sin9Î-5-^8in*?(fiLn*9-«)n*6| 
—  ^s 

ç  H-  29  cos*  9  —  3  sin  9  cos  9  4-  -|  sin'  ?  (9  +  sin  ©  cos  9) 


La  quantité  r  est  le  rayon  de  gyration  de  la  section  transversale 
de  l'arc;  en  d'autres  termes  r*  =  -. 

189.  —  2*  Cas.  —  Poussées  Q  et  Q'  produites  aux  points  A  et  B, 
Fig.  17Î.  P^^  ^^^  force  horizontale  S  appliquée  en  E 

à  rare  ACB  : 
-^  C'OE  =•  e^. 


/ 


/  tt      »       On  calculera  les  poussées  Q  et  (y  par  les 
'  formules  : 

û  +  Q'  =  Qi, 


Q,  est  la  poussée  correspondante  à  un  groupe 
symétrique  de  deux  forces  égales  à  S,  appliquées  aux  points  E  et  E'. 
On  trouve  (2)  pour  Q^  la  valeur  suivante 


:ftÛ,=fô 


1  i  1  r* 

—  :  _ _ _ 

.9  +  29  ces*  9  —  3  sin  9  COS  9  + -j  sin' 9(9  +  siiKp  ces  9) 


190.  —  3*  Cas.  —  Poussée  due  à  un  changement  de  température. 
Cette  poussée  est  d'autant  plus  importante  que  l'arc  est  plus  sur- 
baissé (3). 


(c)  Q  =  - 


2EÛaT8in»9  -r 


7*'  ' 

9  +  29cps*9  — 3  sin 9C0S9  -h  ^  sin*9(9  +  sin9C0S9) 


il)  Recherches  analytiques  sur  la  flexion  et  la  résistance  des  pièces  courbes,  cha- 
pitre it,  page  160,  formule  (13,. 

(2)  Ihid^  page  161,  formule  (14). 

(3)  Ibid,  page  163,  formule  (16j.  Au  lieu  du  produit  EO,  M.  Bresse  introduit  dans 
la  forma  e  une  lettre  e  qui  représente  ta  somme  2Eco,  étendue  A  tous  les  éléments  de  Ja 
lectioD,  poMr  comprendre  le  cas  où  l'élasticité  varierait  d'u*i  nolot  A  l'autre. 

22 
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a  est  le  coelTicient  de  dilatation,  t  le  nombre  de  degrés  qui  mesure 
la  variation  de  température,  E  est  le  coefficient  d'élasticité.  La  même 
formule  s'applique  à  toute  autre  variation  de  longueur  de  la  pièce, 
produite,  par  exemple,  par  le  calage  ;  il  suffirait  d*y  remplacer  le 
produit  ax  par  l'allongement  relatif  de  la  fibre  moyenne. 

191.  —  4*  Cas.  —  Poussée  due  à  une  charge  continue ^  répartie 
'  uniformément  suivant  la  longueur  de  tare. 

Soit  p  le  poids  appliqué  à  l'unité  de  longueur  de  la  fibre  moyenne. 
La  poussée  correspondante  Q  sera  donnée  par  la  formule  (i). 

-— scos»?— <?smçcos9+j--^co8ç  — 5-|8m*<p(sm*?— 5  +  5-^ 

[à]  Q  =  Sppç 1 p i 

ç  +  2çco8"o  —  3  sin 9  ces?  +  -|  sin* ç(f  +  sin f  cosç) 

192.  —  6*  Cas.  —  Poussée  produite  par  une  charge  également 
répartie  en  projection  horizontale  {2).^ 

jD,  poids  également  réparti. 

-l  +  j^sin«9  +  ^^cosy-iy8inyco8y-^ig8»n>y 

{e)  Q=  ^pa i j5 . 

ç  -h  2?  008*9 — Ssinf  COS9  +  -j  8in*o(<p  +  sin^  cos  f) 

193.  M.  Bresse  a  repris  ces  diverses  formules,  pour  les  réduire 
à  une  forme  pratique;  le  %  III  du  chapitre  iv  de  ses  Recherches 
analytiques  est  consacré  à  ces  réductions,  dont  nous  ne  pouvons  ici 
que  faire  connaître  les  résultats  définitifs. 

Formule  {a) , 

La  formule  (a) ,  relative  à  la  poussée  due  à  un  poids  isolé,  peut 


8*écrire  sous  la  forme  : 


(f)  Recherches  analytiques  sur  la  flesion  ii  la  résistanee  des  pièces  courbes^  du- 
pitre  iT,  p.  IBt,  formule  (17). 
(3)  Ibid,  p.  16S,  fonnale  (18). 
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en  posant 


A  =  ^  {sin*  9  —  sin*  6^)  +  cos  v(co8  6j  +  \  sin  S^  —  co»  f  —  f  sin  ç)» 

=  9+  2çcos*o  — 3sinçcos<p, 
__  1  sin'  ?(sin*  9  —  sin*  9^) 

M  _  sin*  9(9  +  sin  y  cos  y) 
X- g  . 


Cette  deruiëre  expression  est  une  fonction  de  la  variable  unique  ?. 
Le  rapport  \ 
approximative 


Le  rapport  —,  étant  toujours  très-petit,  on  regardera  Téquation 


0  =  nx| 

comme  donnant  la  portion  principale  de  la  force  Q,  et  l'autre  fac- 
teur comme  un  coefficient  de  correction  d'une  importance  secondaire. 

M.  Bresse  a  développé  en  série  diverses  valeurs  du  rapport  ^,  et 

a  construit  une  table  à  double  entrée,  donnant  les  valeurs  de  ce 

rapport,  pour  les  valeurs  du  rapport  -£,  de  centièmes  en  centièmes, 

depuis  0,12  jusqu'à  l'unité;  et  pour  les  valeurs  du  rapport  -^ ,    de 

o,o5  en  p,o5,  depuis  0  jusqu'à  l'unité;  le  rapport^  s'annule  pour 

Le  résultat  donné  par  l'équation  approximative  Q=  Q  x  c,  doit 
être  multiplié  par  la  fraction 

a}^ 

r*' 

4  +X'  -- 


lO-Nous  donnons,  planche  I,  flg.  1,  an  tableau  graphique  <iai  peut  tenir  lien  de 
atte  Uble. 
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La  discussion  des  valeurs  de  X  et  de  V  a  conduit  M.  Bresse  à  re- 
connaître : 

V  Que  Ton  pouvait  substituer  au  numérateur  de  la  fraction  la  dif- 
férence 


((?))  "•■ 


•u,  plus  simplement  encore,  l'unité; 
2*  Que  la  valeur  moyenne  du  dénominateur 


est  égale  à 


*  +  ^'S 


.    .  i6r« 


et  que  cette  valeur  moyenne  diffère  peu  des  valeurs  extrêmes.  Il  ré- 
sulte de  là  que  la  formule  pratique  peut  être  ramenée  à  la  forme 
simple  ; 

L'omission  du  dernier  facteur  pourrait,  dans  certûns  cas,  entraî- 
ner à  des  erreurs  sensibles. 

La  table  III  de  H.  Bresse,  donne  d'ailleurs  des  valeurs  approxi- 
matives des  coeifidents  X  et  X'  pour  les  diverses  valeurs  du  rap- 
port ^  (i).  Le  coefficient  X  contenant  l'angle  0^,  on  n'a  pu  intro- 
duire dans  la  table  que  la  moyenne  des  valeurs  de  X  correspondante 
à  chaque  angle  f  •  Ce  coefficient  est  d'ailleurs  toujours  très-petit,  et 
il  est  loin  d'avoir  l'importance  du  coefficient  X'  qui  entre  dans  le  dé- 


(1)  Voir  planche  H^  courbes  des  'X  et  des  V« 
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oominateur.  Une  autre  table,  la  table  IV  (i),  donne  les  valeurs  du 

rapport 


4  4-  X'  — 


en  fonction  des  rapports  -ï  et  t 
ic       c 

Formule  (b).  —  Cette  formule,  qui  est  relative  aux  actions  hori- 
zontales, est  peu  utile  dans  leê  applications,  et  M.  Bresse  ne  Ta  pas 
rédoite  en  table. 

Formule  (c).  —  La  formule  (c)  donne  la  poussée  partielle  due  à 
une  variation  de  température  de  t  ûe^rés  centigrades,  a  étant  le 
coefficient  de  dilatation  de  la  matière  de  l'arc. 

M.  Bresse  Ta  réduite  à  la  forme  très-simple 


_      «rEQr* 


r«  +  i  /• 


L'emploi  de  cette  formule  approximative,  pour  des  arcs  en  fer  ou 
en  fonte,  ne  peut  entraîner  une  erreur  plus  grande  que  o"'  ,09  par 
millimètre  carré,  ce  qui  est  négligeable. 

On  remarquera  que  cette  formule  contient  le  coelDclent  d'élasti- 
cité E. 

L'emploi  des  tables  peut  suppléer  à  cette  formule.  La  quatrième 

colonne  de  la  table  II  fournit,  en  fonction  du  rapport  -^,  une  va- 

leur  que  M.  Bresse  appelle  le  coefGcient  F  de  la  partie  principale 
de  la  poussée  (2)  ;  on  doit  multiplier  ce  coefficient  par  le  produit 

r*  1 

Eûax  X  -r ,  puis  ensuite  par  la  fraction j  que  la  table  III 


(1)  Le  tableaa  graphique  figure  2  de  la  planche  I  Deut  eu  tenir  lien. 
W  Voir  planche  II ,  coortM  dei  P. 
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permet  de  calculer,  ou  que  la  table  IV  fait  approximativement  con- 
naître. 

Formule  (d).  —Poids  également  réparti  suivant  la  longueur  de 
l'arc. 

La  formule  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 

La  fraction 

a* 
qui  peut  se  réduire  approx'unativement  à 

*  +   8   /« 

elle  peut  aussi  se  calculer  soit  au  moyen  de  la  table  III,  soit  à  Taide 
de  la  taUe  lY. 

Le  facteur  F,  réduit  en  série  par  M.  Bresse,  a  été  calculé  et  in- 
troduit dans  la  seconde  colonne  de  la  table  II  (i). 

Formule  (e). — Poids  également  réparti  suivant  l'horizontale.  On 
peut  mettre  la  formule  sous  la  forme  : 

r* 
Û  =  5^xn  =  2paxF''x 2.. 

et  le  facteur  F'  se  trouve  calculé  en  fonction  du  rapport  -2  dans  la. 

seconde  colonne  de  la  table  II  (2). 
M.  Bresse  a  calculé  en  tout  cinq  tables.  Nous  avons  défini  les  troi^ 


(1)  Planche  II,  courbe  des  F'. 
(3)  Planche  II,  courbe  des  F". 
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premières;  k  table  lY  donne,  comme  nous  Tavons  vu»  les  coefficients 
de  correctioa 

i-x4 


r** 

en  fonction  du  rapport  -ï,  et  des  valeurs  de  -i  ;  celles-ci  varient 

de  o,ooo5  à  0,0026. 

La  dernière  table,  ou  la  table  Y,  donne  les  éléments  du  calcul  de 
la  pression  maximum  dans  un  arc  circulaire  à  section  constante, 
uniformément  chargé  suivant  l'horizontale.  Elle  est  à  double  entrée; 

les  arguments  de  la  table  sont  le  rapport  --? ,  et  le  rapport  -  de 

h  hauteur  de  la  section  à  la  demi-portée  de  l'arc. 

Les  formules  {d)  et  {e)  sont  les  plus  utiles  de  toutes;  on  peut  les 
ramener  à  une  forme  très-simple  qui  donne  des  résultats  suffisam  • 

ment  approximatifs  pour  de  petites  valeurs  du  rapport  ^. 

(d)  Poussée  produite  par  une  charge  égcUement  répartie  le  hng 
de  ia  fibre  moyenne  : 


i 


ZP 


{e)  Poussée  produite  par  une  charge  également  r^rtie  en  pro- 
jection  horizontale  : 

pg»  7  g» 

Abstraction  faite  du  second  facteur,  cette  formule  est  celle  qui 
donne  la  tension  horizontale  dans  la  chaîne  d'un  pont  suspendu, 
ayant  une  portée  égale  à  sa  et  une  flèche  égale  à  /.  La  poussée 
horizontale  d'un  arc  rigide  est  donc  moindre  que  la  tension  horizon- 
tale d'une  chaîne  flexible  dans  les  mêmes  conditions  de  poids,  de 
flèche  et  de  portée  totale. 
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104.  Les  formules  qu'on  vient  de  poser  permettent  de  déterminer 
les  valeurs  de  la  poussée  horizontale  d'un  arc  courbe,  et  celte  don- 
née suffit  pour  compléter  l'étude  de  la  distribution  des  efforts  dans 
la  matière.  On  peut  en  effet  déterininer  pour  chaque  point  de  I?.  fibre 
moyenne  les  valeurs  des  forces  P,  A,  et  du  couple  M  ;  la  charge  de  la 
matière  sera  donnée  ensuite  en  un  point  quelconque  de  la  section 
correspondante,  par  les  formules 

en  désignant  par  R  la  pression  normale  à  la  section  transversale,  et 
par  R'  la  lésistance  moyenne  àTeffort  tranchant. 

Ces  formules  se  prêtent  à  une  représentation  géométrique.  Pour 
cela,  on  développera  en  ligne  droite  la  fibre  moyenne  de  l'arc  à  étu- 
dier; on  prendra  cette  droite  pour  axe  des  abscisses,  et  on  élèvera 
perpendiculairement  des  ordonnées  pro[)ortionnelles  aux  valeure  cor- 
respondantes de  R;  pour  cela,  il  conviendra  d'attribuer  à  v  ses  deux 
valeurs  extrêmes,  l'une  positive,  l'autre  négative.  Si  de  plus  on  em- 

P 

ploie  la  valeur  t;  =  o,  on  aura  la  courbe  des  valeurs  de  ^  ,    ou    la 

courbe  des  pressions  moyennes  réalisées  tout  le  long  de  la  fibre 
neutre.  Crie  quatrième  courbe  donnera  les  valeurs  de  -. 

Ces  courbes  tracées,  on  y  découvrira  sans  peine  les  points  où  les 
ordonnées  sont  les  plus  grandes  ;  les  abscisses  de  ces  points  donne- 
ront les  positions  des  sections  transversales  où  les  efforts  atteignent 
leurs  plus  hautes  valeurs. 

On  peut  aussi  traiter  la  question  par  le  calcul,  en  étudiant  dans 
les  limites  convenables  les  variations  des  fonctions  R  et  R',  qui 
sont  exprimées  au  moyen  de  l'angle  8  ou  de  l'arc  5.  Dans  cette  dis- 
cussion il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  les  valeurs  limites  cher- 
chées ne  correspondent  pas  nécessaiiement  à  des  maxima  ou  des 
minima  analyti(jues  des  fonctions  R  et  R',  lesquelles  ne  sont  dériiiies, 
en  effet,  qu'entre  des  valeurs  délei minées  de  la  vaiiable  indépen- 
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daote,  et  ne  sont  pas  oécessaireinent  continues  dans  ces  intervalles. 
Pour  un  arc  symétrique,  par  exemple,  les  limites  de  0  sont — 9  et  +  <p, 
et  tout  ce  que  donne  Tanalyse  en  dehors  de  ces  limites  est  étranger 
à  la  question  particulière  qu'on  veut  traiter.  Il  résulte  de  là  que 
les  maxima  ou  les  minima  de  R  peuvent  correspondre  aux  valeurs 
eitrèmes  de  0,  ou  bien  à  des  points  anguleux  de  la  ligne  qui  en 
représente  les  valeurs  successives,  c'est-à-dire  à  des  points  où  la 
tODgente  à  la  courbe  des  R  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  abscisses. 
La  construction  des  courbes  met,  du  reste,  en  évidence  toutes  ces 
particularités. 

Le  dernier  chapitre  des  Recherches  analytiques  de  M.  Bresse  est 
consacré  à  la  détermination  des  sections  les  plus  fatiguées  dans  un 
arc  circulaire.  La  table  Y  facilite  les  calculs  à  faire  pour  résoudre  la 
qoestion. 

Enfin,  connaissant  la  force  Q  et  la  constante  ^,  on  aura  tout  ce 
qu'il  faut  pour  calculer  les  différences  tf  —  0,  x'  —  x,  y'  — y,  o'est- 
^re  pour  chercher  la  déformation  de  l'arc  sous  l'action  de9  forces 


B£SCliÉ  DES  MÉMOIBES  DE   M.    ALBARET. 


195.  Dans  un  mémoire  inséré  dans  le  tome  II  des  Annales  des 
ponts  et  chaussées^  année  i86iy  M.  Albaret  a  étudié  avec  beaucoup 
de  soins  l'influence  de  la  variation  de  section  des  arcs  métalliques. 
Toici  les  principales  conclusions  de  son  travail. 

l*"  Dans  les  arcs  à  section  constante,  le  point  le  plus  fatigué  est 

situé  à  Textrados  à  la  clef,  toutes  les  fois  que  le  rapport  -^ ,  de  la 

lèche  à  l'ouverture,  est  inférieur  à  ^  ;  il  est  situé,  soit  à  l'extrados  à  la 

o 

def,  soit  à  l'intrados  vers  les  reins,  lorsque  le  rapport  -^estcom- 
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pris  entre  s  et  ^;  enfin,  il  est  toujours  situé  à  Tintrados  vers  les 

reins,  lorsque  -^  est  supérieur  à  ^. 

2*  L'emploi  de  sections  variables  d'un  point  à  l'autre  de  l'arc 
permet,  à  l'égalité  de  résistance,  d'économiser  un  certain  poids 
de  métal.  Pour  les  arcs  surbaissés,  il  y  a  lieu  de  reporter  vers  l'ex- 
trados une  partie  du  métal  de  l'intrados,  en  détruisant  la  symétrie 
de  la  section  par  rapport  à  l'horizontale  menée  par  son  centre  de 
gravité  ;  l'excès  de  matière  doit  être  au  contraire  porté  vers  l'intrados 
pour  les  arcs  se  rapprochant  du  plein  cintre.  Du  reste,  les  applica- 
tions numériques  montrent  que  l'économie  réalisée  par  la  substitu- 
tion de  sections  variables  aux  sections  constantes  est  moins  impor- 
tante pour  les  poutres  en  arc  que  pour  les  poutres  droites;  résultat 
qui  doit  être  attribué  à  ce  que  la  forme  en  arc  répartit  les  efforts 
dans  les  diverses  sections  de  la  poutre  plus  également  que  ne  le  fait 
la  forme  droite. 

3""  M.  Albaret  a  comparé  entre  eux  trois  types  principaux  d'arcs 
métalliques  :  le  premier  est  un  ai*c  dont  la  hauteur  est  constante  et  la 
section  partout  la  même  ;  le  second  a  la  même  hauteur  partout,  mais 
la  section  est  renforcée  des  naissances  vers  la  clef;  le  troisième  a 
une  hauteur  graduellement  décroissante  des  naissances  à  la  cleU 
avec  une  section  croissante.  Le  second  type  est  le  plus  avantageux 

pour  les  arcs  dans  lesquels  le  rapport  -^  est  inférieur  à  ^  ;  le  troi- 
sième convient  particulièrement  aux  arcs  dans  lesquels  -^  est  plus 

grand  que  -= ,  et  l'adoption  de  ce  type  peut  conduire  alors  à  une  éco- 
nomie d'une  certaine  importance.  Enfin,  pour  les  arcs  dont  le  sur- 
baissement  -^  est  compris  entre  ?  et  7 ,  la  forme  de  Tare  paraît 

à  peu  près  indifférente. 

Tous  ces  résultats  supposent  que  les  charges  qui  pèsent  sur  Y  arc 
sont  également  réparties  dans  toute  l'étendue  de  la  portée.  M.  AI- 
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baret  ne  s'est  pas  contenté  de  cette  première  hypothèse  :  il  a  publié 
daDsle  tome  lY  des  Annales  (année  186 a)  un  second  mémoire  où 
il  apprécie  l'influence  des  charges  incomplètement  réparties.  Nous 
ne  pouvons  que  renvoyer  ici  à  cet  important  travail  Les  résul* 
tats  sont  trës-significatifs;  les  surcharges  appliquées  à  la  totalité 
de  la  portée  ne  correspondent  pas  au  plus  grand  effort  subi  par 
la  matière,  et  pour  prévoir  les  cas  les  plus  défavorables,  il  faut  cal- 
culer les  valeurs  de  R  en  différents  points  de  l'arc  pour  des  sur- 
ch3Lrges  incomplètement  réparties.  Dans  la  pratique,  on  peut  suppo- 
ser ordinairement  que  ces  surcharges  incomplètes  s'étendent  à  toute 
QDe  moitié  de  la  portée.  L'emploi  des  sections  variables,  loin  de  cor* 
riger  les  inégalités  d'efforts  produites  par  la  distribution  descharges, 
peut,  dans  certains  cas,  accroître  ces  inégalités.  A  ce  point  de  vue, 
Faniformité  de  la  section  paraît  une  règle  assez  sage  à  suivre. 

Une  fois  la  section  calculée  dans  l'hypothèse  d'une  charge 
complète,  on  l'augmentera  de  i5  à  90  pour  100,  pour  tenir 
compte  de  l'influence  des  charges  inégales,  sauf  à  vérifier  ensuite, 
par  le  calcul  et  la  construction  des  épures,  si  la  section  ainsi  ampli- 
fiée sufBt  aux  efforts  qu'elle  peut  être  appelée  à  supporter. 


MÉTHODE  RAPIDE   POUR  LE   CALCUL  DBS  PliiGES  GOURBIS. 


196.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  construire  un  arc  qui  franchisse 
^  jyj^  un  débouché  AB,  et  qu  on  veuille  donner  à  la 

fibre  moyenne  une  forme  ACB  déterminée.  On 
simplifiera  le  problème  en  admettant  que  dans 
la  section  transversale  moyenne,  c'est-à-dire 
dans  la  section  faite  par  le  plan  vertical  OT, 
mené  perpendiculairement  à  la  courbe  ACB, 
le  moment  fléchissant  soit  nul.  Cette  hypo- 
thèse revient  à  admettre  que  les  deux  par- 
ties AG,  CB  de  Tare  reposent  l'une  sur  l'autre  au  point  C,  en  se  çom- 


Fig.   174. 
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primant  mutuellement,  et  sont  comme  articulées  Tune  avec  l'autre, 
La  réaction  mutuelle  des  deux  parties  AC,  GB,  sera  donc  une  force 
dirigée  suivant  une  certaine  droite  passant  par  le  point  G;  les  réac- 
tions des  appuis  sont  des  forces  passant  par  les  points  A  et  B;  si  Ton 
connaît  la  distribution  des  forces  appliquées  à  l'arc,  de  A  en  G  et 
de  G  en  B,  on  peut  déterminer  par  la  simple  géométrie  les  réactions 
inconnues. 

Nous  supposons  ici,  pour  plus  de  généralité,  qu'il  n'y  ail  symé- 
trie ni  dans  le  tracé  de  l'arc,  ni  dans  l'application  des  surcharges. 
Parle  point  G  menons  une  droite  DE,  pour  représenter  la  direc- 
tion    des     réactions 
mutuelles  des  deux 
p    parties  de  la  pièce 
"™rr-^''""     courbe.  La  direction 
J)E  est  jusqu'ici  in- 
connue. 
Gonsidérons  les  for- 
\\  ces    données    appli- 

quées sur  la  partie  AC 
de  l'arc  \  les  moments  de  ces  forces,  pris  par  rapport  au  point  A, 
donneront  une  cer^ine  somme  connue,  M;  et  comme  il  y  a  équilibre 
par  hypothèse  entre  les  forces  extérieures  de  A  en  G,  la  réaction  de 
la  seconde  partie  de  l'arc,  dirigée  suivant  GD,  et  la  réaction  de  l'ap- 
pui A  qui  passe  en  ce  point  A,  on  a,  en  appelant  F  la  force  inconnue 
dirigée  suivant  GD,  et  en  abaissant  la  perpendiculaire  AD  du  point  A 
sur  la  droite  DE, 

F  X  AD  =  11. 

Appelons  M' la  somme  des  moments  des  forces  appliquées  pur  la 
partie  GD,  par  rapport  au  point  B;  nous  aurons  de  môuie,  en  abais- 
sant du  point  B  une  perpendiculaire  BE  sur  GE, 

F  X  BE  =  M'. 
Donc 

AI)  _  M 
liK  "  M'* 
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La  question  est  donc  ramenée  à  mener  par  le  point  G  une  droite 
telle  que  le  rapport  de  ses  distances  AD,  BE,  à  deux  points  donnés  A 

M 

etB,  soit  égal  à  un  rapport  donné  r^,. 

11  suffit,  pour  résoudre  le  problème,  de  mener  la  droite  AB,  et  de 

prendre  sur  son  prolongement  un  point  P  tel  que  p»  =  ïf  î  P^'s  de 

joindre  PG^  qui  sera  la  droite  cherchée.  Mais  cette  construction  sera 
en  général  peu  commode,  parce  que  le  point  P  est  trop  éloigné.  Il 
iaut  alors  recourir  à  la  construction  suivante. 

Joignons  AG,  puis  déterminons  sur  cette  droite  un  point  H,  tel 
qu'on  ait  la  proportion  : 

CH__ii; 

CA""  M' 

Dn  point  H,  abaissons  HG  perpendiculairepaent  sur  GD«  nous 
aurons  : 


Mais,  par  hypothèse 


Donc  HG=£B,  et  par  suite  la  droite  DE  est  parallèle  à  la  droite  6H, 
(pi  est  connue  de  position. 

On  pourra  donc  tracer  la  droite  DE;  alors  la  distance  AD  sera 
connue,  et  on  en  déduira  la  valeur  de  la  réaction  F  par  Téquaiion 

FxAD  =  lL 

La  force  F,  décomposée  en  G  suivant  Thorizontale  et  suivant  la 
rertîcale,  donnera  les  valeurs  de  la  force  de  compression  P  et  de 
l'effort  tranchant  A  dans  le  plan  de  la  clef  de  l'arc. 

S'il  y  a  symétrie  géométrique  et  symétrie  des  charges  par  rapport 


HG 

CH 

w 

H' 

EB 
AD 
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au  plan  vertical  OY,  les  moments  M,  M'  étant  égaux,  et  les  droites 
CB,  CA  égales,  le  point  lï  coïncide  avec  le  point  A,  et  la  réaction  à 
la  clef  de  l'arc  est  horizontale. 
Dans  ce  cas,  si  on  ajoute  que  les  charges  se  réduisent  à  des  poids 
p.    j,j  également  répartis  suivant  rhorizon- 

tale,  à  raison  de  77  unités  de  poids 
par  unité  de  longueur,  la  force  F  sera 

égale  à  ^ ,  en  appelant  sa  la  por- 
tée AB,  et  /  la  flèche  de  l'arc  ou  la  quantité  CI.  C'est  la  tension  ho- 
rizontale dans  la  chaîne  des  ponts  suspendus.  Nous  avons  vu  que 
l'analyse  conduisait  pour  les  arcs  surbaissés  à  la  formule 

^"5i/         16r»• 
*  ^  8  /• 

La  méthode  rapide  que  nous  venons  d'indiquer,  et  qui  consiste  à 
admettre  qu'il  n'y  a  pas  de  moment  fléchissant  pour  le  point  G»  nous 

donne  le  facteur^,  en  laissant  de  côté  le  facteur  correctif. 

*      7  a» 


«+   g    ft 

En  donnant  à  un  arc  surbaissé  la  forme  parabolique,  on  peut  fair« 
en  sorte  que  le  moment  fléchissant  soit  nul  en  tout  point,  pour  une 
charge  également  répartie  par  unité  de  longueur  horizontale.  La 
résistance  à  la  flexion  ne  sera  alors  mise  enjeu  que  pour  des  charges 
incomplètes  ou  discontinues. 

La  méthode  de  recherche  que  nous  venons  d'employer  nous  ser* 
vu  a  plus  tard  à  l'étude  de  l'équilibre  des  voûtes. 


DU  CALCUL  DES  PIÈCES  COURBES.  3M 


CALCUL  SOMMAIRE   DE    LA    SECTION    d'uN    ARC    SYMÉTRIQUE 
ET  SYMÉTRIQUEMENT   CHARGÉ. 

197.  Le  calcul  de  rétablissement  d'un  arc  métallique  suppose  connu 
le  poids  propre  de  cet  arc,  tandis  que  ce  poids  ne  peut  être  déter- 
flUDé  avec  exactitude  que  lorsqu'on  a  fixé  la  section  de  la  pièce  d'a- 
près les  efforts  auxquels  elle  est  soumise.  Après  avoir  pris  arbitraire- 
ment une  première  valeur  de  la  section,  et  en  avoir  déduit  le  poids 
de  l'arc,  qu'on  fait  entrer  dans  le  calcul  de  la  poussée,  on  applique 
les  formules  de  répartition  des  efforts,  et  on  reconnaît  si  la  section 
ion  être  modifiée  en  plus  ou  en  moins.  On  abrège  ces  tàtonne- 
Bwnts  en  partant  d'une  valeur  de  la  section  voisine  de  sa  valeur 
définitive.  Pour  trouver  cette  valeur,  voici  quelle  marche  on  peut 
suivre.. 

Soit  Q  la  surface  de  la  section  supposée  uniforme  ;  occupons-nous 
seulement  de  la  compression  produite  dans  les  diverses  sections  par 
la  composante  P  normale  à  leur  plan  ;  le  maximum  de  cette  com- 
pression a  lieu  aux  naissances.  Appelons  cp  le  demi-angle  au  centre 
de  la  pièce  courbe.  La  réaction  de  l'appui  se  décompose  en  deux 
forces  :  l'une,  Q,  est  la  poussée  horizontale,  qui  fait,  avec  la  normale 
à  la  section  d'appui,  un  angle  égal  à  <p;  l'autre,  j9a,  est  verticale  et 
^le  au  poids  du  demi-arc  ;  elle  fait  avec  la  normale  à  la  section 

d*appui  un  angle  égal  à f .  La  compression  normale  sur  l'appui 

est  donc 

Q  cos  9  +  pa  sin  9 , 

et  par  suite  la  pression  moyenne  sur  l'unité  de  surface  correspon- 
dante à  cette  action  a  pour  valeur   « 

-.,, _  Qc089jh_pasinjp 
Il  g 
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Cette  quantité  R"  peut  être  fixée  d'avance;  en  effet  elle  s'ajoute 

algébriquement  dans  les  diverses  sections  à  la  pression  variable  -r-, 

produite  par  le  moment  fléchissant;  mais  l'influence  de  ce  second 
terme  peut  être  réduite  à  volonté,  en  disposant  convenablement  delà 
forme  de  la  section,  d'od  dépend  le  dénominateur  I,  sans  altérer 
d'ailleurs  la  surface  û. 

On  peut  donc  admettre,  au  moins  à  titre  provisoire,  que  l'arc  sera 
dans  de  bonnes  conditions  de  résistance,  si  l'on  fixe  d'avance  la 

limite  R",  à  une  certaine  fraction,  les-^,  par  exemple,  de  la  li- 

5 

mite  R;  on  fera  donc  R"  =  4  ooo  ooo,  si  R  =  6  ooo  ooo  est  la  limite 
adoptée  pour  la  résistance  du  métal.  On  aura  alors  pour  détermi- 
ner Q  l'équation 

R''û  =  Qcosf  +  pa  8in9, 

dans  laquelle  R"  est  supposé  connu. 
Pour  trouver  la  valeur  de  Q ,  on  prendra  la  formule  approximative 

Q  =  ^^ ,  qui  correspond  à  une  charge  p  uniformément  répartie  le 

long  de  la  corde,  et  cette  hypothèse  donnera 

8/ 

Il  ne  reste  plus  qu'à  évaluer  le  poids  ;?,  ou  plutôt  le  poids  s/mi, 
qui  représente  la  charge  complète. 

Or  ce  poids  comprend  :  i*  le  poids  de  l'arc,  qu'on  peut  représenter 
par  le  produit  Qx^bxq,  en  appelant  aS  la  longueur  de  la  fibre 
moyenne  et  q  le  poids  spécifique  du  métal  ;  à  la  vérité,  ce  poids  n'est 
pas  réparti  également  suivant  la  corde,  comme  le  suppose  la  for- 
mule Q  =:  ^-j  ;  mais  l'erreur  qui  résulte  de  cette  fausse  supposi- 
tion est  peu  importante ,  surtout  si  le  rapport  -J—  est  très-petit. 

2*'  le  poids  des  accessoires  de  l'arc,  tympans,  contreventement, 


DU  1>01DS  PROPRE.  353 

entrctoisemenU  tablier,  qu'on  peut  supposer  connu  d'avance.  En 
général  le  poids  des  tympans  est  sensiblement  proportionnel  à  Taire 
comprise  entre  la  fibre  moyenne,  la  tangente  menée  en  son  sommet, 
et  les  verticales  passant  par  les  points  d'appui; 

0*  Le  poids  de  la  surcharge  accidentelle,  qu'on  évalue  à  4»ooo  ki- 
logrammes par  mètre  courant  de  voie  simple,  s'il  s'agit  d'un  pont 
de  chemin  de  fer,  ou  à  4oo  kilogrammes  par  mètre  carré  de  tablier, 
s'il  s'agit  d'un  pont  pour  route. 

Ces  deux  derniers  poids  donnent  en  bloc  un  poids  p',  qu'on  sup- 
posera également  réparti  par  unité  de  longueur  horizontale  et  qui 
est  connu  d'avance;  le  poids  total  correspondant  est  p'a.  On  pourra 
doDc  remplacer  pa  par 

et  l'on  aura,  pour  déterminer  Û,  l'équatiou. 

R"û  =  (p'«  +  2ûS,)î^2£I+^Aiii5. 


D'où  l'on  déduit  : 


valeur  de  la  section  qui  peut  servir  de  point  de  départ  aux  calculs» 
En  la  multipliant  par  2  Sy,  on  aura  le  poids  propre  de  l'arc. 


EMPLOI    DES  TENDEURS  POUR  ÉQUILIBRER  LA  POUSSÉE   HORIZONTALE 

DES  ARCS. 


198.   Un  arc  ACB  chargé  dé  poids  et  reposant  sur  deux  appuis  A 
et  B,  exerce  sur  ces  appuis  des  poussées  horizontales  qui  peuvent  en 

23 
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certains  cas  nuire  à  leur  stabilité  propre.  On  empêche  cet  effet  en  les 
pjg  j7^^  réunissant  par  un  tirant  métallique  AB, 

dont  la  tension  tient  en  équilibre  la 
poussée  de  Tare,  de  manière  que  les 
appuis  n'aient  plus  à  supporter  que 
des  actions  verticales.  C'est  le  même 
artifice  qu'on  emploie  pour  détruire  les  actions  latérales  d'une  toi- 
ture sur  les  murs  qui  la  supportent. 

Le  calcul  rigoureux  de  la  poussée  d*un  arc  n^uni  d'un  tendeur 
subit  alors  une  légère  modification.  Supposons  qu'il  y  ait  syniëtrie 
dans  l'arc  et  dans  les  charges.  On  reprendra  les  deux  équations  qui 
donnent  0'  —  Q  et  a/  —  x,  en  faisant  commencer  les  intégrales  dé- 
finies à  partir  de  8  =  o.  La  constante  p  sera  encore  nulle.  Mais  pour 
déterminer  la  force  Q,  on  ne  peut  plus  supposer  que  a!  —  x  soit  nul 
au  point  B;  car  le  point  B  se  déplace  latéralement  d'une  quaplUë 
égale  à  la  moitié  de  l'allongement  pris  par  le  tendeur  AB  sous  l'ac- 
tion de  la  force  Q;  2a  représentant  la  portée  totale  AB,  cet  allonge- 
ment est  égal  à=î-,  E  étant  le  coefficient  d'élasticité  du  tendeur, 

et  (0  sa  section  supposée  constante.  On  aura  donc  s!  —  o:  =  ^  pour 

Eo)  ^ 

le  point  B,  au  lieu  de  a/  —  a?  =  o. 
L'équation  qui  détermine  la  force  Q  est  encore  du  premier  degré, 

mais  elle  contient  un  terme  de  plus,  relatif  à  l'élasticité  du  tendeur  (i), 
199.  On  ne  place  pas  toujours  le  tendeur  à  la  hauteur  de  la  corde 

de  l'arc  AB  ;  cette  position  serait 
inadmissible,  en  général,  dans  un 
pont  jeté  sur  une  rivière,  parce 
qu'elle  réduirait  l'espace  libre 
laissé  entre  l'intrados  de  l'arc  et 
le  niveau  de  Veau.  Dans  ce  cas, 
on  peut  reporter  le  tendeur  au- 


Fig.  177. 


(1)  En  toute  rigueur,  un  terme  pareil  devrait  toujours  figurer  dans  les  équations  géoé- 
raies;  car  11  est  Impossible  d'admettre  la  fixité  absolue  des  appuis  A  et  ^y  qui  sablssent 
Décessairement  un  tassement  latéral  variable  avec  la  force  Q. 
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dessus  de  Tare.  Tantôt  on  le  formera  d'une  ou  de  plusieurs  tiges  mé- 
talliques, DE  (fig.  177),  entretoisant  les  piliers  verticaux  DF,  EG, 
sur  lesquels  l'arc  ACB  vient,  aux  points  A  et  B,  exercer  une  action  la- 
térale. Le  pilier  doit  être  alors  considéré  comme  une  pièce  droite, 
sollicitée  en  B  par  une  force  égale  à  Q,  et  en  E  par  une  force  égale 
et  contraire  qui  représente  la  tension  de  la  tige  DE.  Cette  disposition 
a  été  adoptée  pour  la  toiture  de  la  galerie  des  machines  au  Palais 
de  l'Exposition  de  1867  (fig.  178)  (1).  Tantôt  l'arc  métallique  se 

réunit  à  son  point  le  plus 
haut  à  un  longeron  hori- 
zontal, avec  lequel  il  est 
entretoisé  par  les  diverses 
pièces  entrant  dans  la 
composition  des  tympans , 
et  c'est  le  prolongement 
du  longeron  qui  s'attache 
aux  massifs  sur  lesquels 
l'arc  repose.  Cette  solu- 
tion, applicable  aux  ponts 
en  arc  de  cercle,*  a  été 
adoptée  dans  plusieurs  cas,  et  notamment  au  pont  de  la  Theiss  à 
Szëgédin  (Hongrie)  ;  dans  ce  pont,  les  arcs  métalliques  reposent  sur 
des  piles  tubulaires  (a). 

200.  Enfin,  les  types  Bow-strings^  imaginés  par  Brunel  et  appli- 
(pés  par  lui  aux  ponts  de  Chepstow  et  de  Saltash,  constituent  une 
application  sur  très-grande  échelle  des  tendeurs  destinés  à  équili- 
brer la  poussée  horizontale  des  arcs.  Nous  nous  airêterons  à  décrire 
sommairement  ces  deux  grands  ouvrages. 
Le  pont  de  Chepstow^  construit  sur  la  Wye,  à  son  embouchure 
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(1)  V.  Mémoire  sur  les  épreuves  des  arcs  méialiiques  de  la  galerie  des  machines, 
faites  par  ordre  de  la  commission  impériale,  par  6.  Eiffel.  18€7.  —  Ces  expériences, 
faites  dans  les  ateliers  de  MM.  Ernest  Gouin,  à  Paris,  par  MM.  Fouquet  et  Eiffel,  oiit 
cenfirmé  très-sensiblement  les  résultats  de  i'applicaUon  des  formules  de  M.  Bresse. 

(2)  V.  Annales  des  px>nis  et  chaussées,  1859,  mémoire  n**  241,  par  M.  E.  r.t'z.inne. 


BOW-STRINGS 


Fig.  17». 


dans  la  Severn,  sur  la  ligne  du  sud  du  pays  de  Galles,  a  une  portée 
de  92",95  (fig.  179).  La  poutre  pleine  qui  supporte  le  tablier  repose 
sur  les  deux  culées;  de  plus,  en  deux  points  de  sa  longueur,  elle  est 
soutenue  par  des  haubans  attachés  aune  poutre  tubulaire  cylindrique 
franchissant  la  même  ouverture.  Cette  poutre  tubulaire  a  une  légère 
courbure  dans  le  plan  vertical.  Elle  pose  sur  deux  appuis,  à  ïa- 
plomb  des  deux  culées,  et  elle  y  exercerait  une  certaine  poussée  ho- 
rizontale, sans  les  haubans  inclinés  qui,  des  extrémités  du  tube,  vont 
rejoindre  le  tiers  de  la  portée  totale  de  la  poutre  inférieure,  et  dpnt 

la  tension  fait  équilibre  à 
la  poussée  de  Tare  tubu- 
laire. Le  pont  de  Ghepstow 
n'est  en  définitive  qu  une 
poutre  droite  armée  d'une 
manière  particulière;  la 
grande  hauteur  de  T  arma- 
ture suffit  pour  expliquer 
la  roideur  que  cette  construction  possède.  Le  pont  pèse  plus  de 
5  tonnes  par  mètre  courant. 

201.  Le  Pont  de  Saltash  (Royal  Albert)  (fig.  180),  a  deux  por- 
tées de  1  SS'^fëS^  chacune  ;  la  distance  du  tube  elliptique  à  la  chaîne, 
au  centre  de  la  portée,  est  d'axe  en  axe,  de  i7'",i45. 

Dimension  de  r ellipse  formant  la  |  grand  axe  (horizontal)  5"",  101 
section  du  tube |  petit  axe 3~,657 

Il  existe  un  montant  vertical  au  milieu  de  la  portée  ;  les  autres 
sont  distribués  symétriquement  à  des  distances  qui  varient  de 
1 1",963  à  1 2",o39  ;  il  y  en  a  cinq  de  chaque  côté  du  montant  central. 

Le  poids  total  du  pont  est  d* environ  10  tonnes  par  mètre  courant 
de  simple  voie. 


DE  BRUNEL. 
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Le  pont  de  Saltash,  jeté  sur  un  bras  de  mer  qui  sépare  le  comté 
de  Cornouailles  du  Devonshire,  est  le  type  du  véritable  bow-string, 
tel  que  nous  Tentendons  ici  (i).  Il  se  compose  de  deux  travées  de 
iSg  mètres  chacune  ;  elles  portent  toutes  deux  sur  un  appui  central 
pour  la  construction  duquel  on  a  employé  un  caisson  à  air  comprimé. 
Le  tablier  est  à  plus  de  3o  mètres  au-dessus  des  hautes  mers.  Un 
arc  tubulaire  en  tôle,  à  section  elliptique,  a  sa  poussée  équilibrée 
par  la  tension  d'un  polygone  funiculaire  analogue  à  la  chaîne  des 
ponts  suspendus.  Ces  deux  parties  forment  une  poutre  armée,  soli- 
dement entretoisée  par  des  liens  diagonaux. 

Le  tablier  est  une  poutre  droite,  pleine,  formant  garde-corps  sur  la 
voie  ;  il  est  soutenu  par  un  certain  nombre  de  tiges  accrochées  les 
unes  au  cable,  les  autres  à  Tare  tubulaire.  L'assemblage  d'une  même 
lige  avec  les  deux  parties  principales  de  la  construction,  tube  et 
cable,  ne  permet  pas  de  savoir  exactement  comment  se  répartit  la 
tension  des  tiges  entre  les  deux  pièces  qui  contribuent  à  les  soutenir. 

Le  calcul  des  efforts  développés  dans  une  construction  de  cette 
forme  serait  très-difficile,  si  Ton  voulait  tenir  compte  de  la  résistance 
de  l'arc  métallique  à  la  flexion.  Ordinairement  on  en  fait  abstraction 
et  1*01)  considère  les  divers  éléments  de  la  poutre  comme  réunis 


(l)  Le  nom  de  boto-string  (corde  de  l'arc)  s'applique,  eD  Angleterre,  aux  ponts  à pootrp 
dmite,  lorsque  l'arête  supérieure  des  poutres  a  la  forme  d'uu  arc  de  cercle,  et  que  l'arèle 
inférieure  dessine  la  corde  de  cet  arc. 
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les  uns  aux  autres  par  des  articulations  sans  roideur.  Le  problème 
se  simplifie  alors  et  rentre  dans  les  questions  relatives  aux  systèmes 
articulés,  que'  nous  examinerons  plus  tard. 

202.  Les  ponts  du  système  Pauli,  dont  on  voit  de  nombreuses  appli- 
cations en  Allemagne,  appaj^tiennentàla  même  classe  d'ouvrages.  On 
a  depuis  perfectionné  ce  type,  en  y  introduisant  une  disposition  qui 
permet  de  réaliser  l'encastrement  de  la  travée  sur  ses  appuis,  et  de 
faire  profiter  les  poutres  à  plusieurs  travées  des  avantages  de  latîon- 
tinuité  au-dessus  des  piles  :  1*  artifice  à  employer  consiste  à  croi- 
ser les  courbes  inférieures  et  supérieures,   comme  l'indique  la 
figure  i8i  (i).  Ces  systèmes  se  résument  dans  la  réunion  en  un  seul 
et  même  ouvrage  d'une  pièce  courbe  avec  un  câble  de  pont  suspendu: 
la  composante  horizontale  de  la  pression  dans  l'arc,  et  celle  de  la 
tension  dans  le  câble  étant  sensiblement  constantes  et  égales  en 
tous  les  points,  l'ensemble  peut  être  assimilé  à  une  poutre  droite 
de  hauteur  variable  ;  la  forme  de  la  poutre  est  donnée  par  les  para- 


Fig.  181. 


boles  des  moments  fléchissants  dans  l'hypothèse  d'une  surcharge 
également  répartie  sur  toute  son  étendue. 


COMPARAISON  DES   PONTS  EN   ARC  AVEC  LES   PONTS  A  POUTRES   DROITES 
ET  LES   PONTS   SUSPENDUS. 


203.  Les  divers  systèmes  de  ponts  métalliques  peuvent  se  ramener 
à  trois  types  généraux  : 


(1)  Voyez  Nouveau  système  de  ponts  Piétalliqves  de  grandes  portées^  par  Charles 
deRuppert.  Vienne,  1867,  chez  J.  Bartelmos.  Le  même  système  se  prête  k  l'éUbUsse- 
ment  des  poutres  d*une  seule  travée  encastrées  sur  leurs  appuis. 
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Ponts  à  poutre  droite; 

Fonts  en  arc  courbe; 

Ponts  suspendus 

Dans  les  ponts  à  poutre  droite,  le  tablier  est  porté  par  deux  ou 
plusieurs  fermes  posées  sur  un  certain  nombre  de  points  d'appui» 
culées  ei  piles,  sur  lesquels  elles  exercent  des  efforts  à  peu  près  ver- 
ticaux. Toute  section  transversale  de  la  poutre  se  décompose  en  deux 
régions ,  Tune  où  les  fibres  métalliques  sont  étendues,  l'autre  où 
elles  sont  comprimées. 

Les  ponts  en  arc  de  cercle  reposent  sur  des  arcs  en  fer  ou  en 
fonte,  qui  exercent  sur  leurs  appuis  une  poussée  horizontale  en  même 
temps  qu'une  pression  verticale.  Autant  que  possible,  la  section  en- 
tière des  arcs  doit  être  soumise  partout  à  un  effort  de  compression. 

Les  ponts  suspendus  sont  ceux  où  le  tablier  est  attaché  par  des 
tiges  à  un  certain  nombre  de  câbles  portés  directement  par  les  ap- 
puis. Généralement  les  câbles  exercent  une  traction  sur  des  points  fixes 
extérieurs  à  la  construction.  Les  ponts  baw-stringsy  dont  nous  ve^ 
nons  de  donner  une  description  sommaire,  ont,  avec  les  ponts  sus- 
pendus une  grande  analogie,  en  ce  que  le  tablier  est  soutenu  par 
riotemaédiaire  d'un  câble  \  mais  la  traction  du  câble  est  contre-ba- 
lancée par  la  compression  de  l'arc  métallique  ;  en  réalité,  le  tablier 
est  suspendu  en  plusieurs  points ,  mais  le  système  de  suspension  re^ 
pose  sur  ses  appuis  sans  y  exercer  d'effort  latéral. 

Les  ponts  en  arc  et  les  ponts  suspendus  sont  les  seuls  systèmes 
dans  lequels  le  métal  subisse  ou  puisse  subir  partout  un  effort  de 
même  nature,  une  pression  dans  les  uns,  une  tension  dans  les  au- 
tres, et  les  seuls  où  l'on  emprunte  à  des  points  fixes  extérieurs  la 
réaction  nécessaire  pour  équilibrer  une  poussée  horizontale.  II  résulte 
de  là  que,  de  tous  les  systèmes,  ce  sont  ceux  qui  permettent  d'éco- 
nomiser le  plus  de  matière,  et  ceux  qui  se  prêtent  le  mieux  à  la  con- 
struction d'un  ouvrage  de  peu  de  valeur.  Cette  économie,  propre  au 
type  en  lui-même,  est  encore  accrue  par  l'emploi  de  la  fonte  pour 
les  ponts  en  arc,  et  du  fil  de  fer  pour  les  ponts  suspendus.  La  fonte, 
à  la  compression,  a  autant  et  plus  de  résistance  que  le  fer,  6  à  7  ki- 
logrammes par  millimètre  carré,  et  elle  s'obtient  à  un  prix  bien  infé- 
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rieur;  le  fil  de  fer  peut,  dans  un  pool  suspendu,  supporter  sans 
danger  une  tension  de  12  kilogrammes  par  millimètre  carré,  à  cause 
de  l'excès  de  résistance  que  possède  toujours,  relativement  à  une 
pièce  plus  grosse,  un  fil  de  petit  diamètre.  Parfois  où  a  porté  la 
limite  à  1 8  kilogrammes  ;  mais  cette  extension  paraît  peu  prudente. 
Les  avantages  des  ponts  en  arc  et  des  ponts  suspendus  sont  d'sùl- 
leurs  rachetés  par  des  inconvénients  qui  restreignent  beaucoup  l'ap- 
plication de  ces  types. 

l""  Ils  commandent  une  position  particulière  pour  le  tablier,  au 
haut  de  la  construction  pour  les  ponts  en  arc,  au-dessous  des  câbles 
dans  les  ponts  suspendus  (1).  Dans  certaines  situations,  les  nais- 
sances des  arcs  pourront  donc  être  baignées  par  les  hautes  eaux  [%). 
D*un  autre  côté,  la  constmction  d'un  pont  suspendu  exige  la  plupart 
du  temps  l'érection  de  points  d'appui  en  maçonnerie  d'une  hauteur 
à  peu  près  proportionnelle  à  l'ouverture  des  travées. 

2"  Les  poussées  ou  les  tractions  horizontales,  lorsqu'elles  ne  sont 
pas  reportées  sur  des  points  suffisamment  résistants,  peu  vent,  coiji- 
promettre  la  stabilité  de  l'ouvrage.  Ainsi,  dans  un  pont  en  arc  à 
plusieurs  ouvertures,  les  charges  en  se  déplaçant  poussent  successi- 
vement en  sens  opposés  les  divers  appuis  intermédiaires.  Pour  pré- 
venir les  oscillations  des  piles  sous  ces  efforts  alternatifs,  on  peut, 
comme  on  l'a  fait  au  pont  de  la  Theiss,  relier  lune  à  l'autre 
deux  piles  consécutives  par  un  longeron  droit  qui  touche  en  son 
sommet  l'extrados  de  l'arc  compris  entre  ces  deux  appuis.  Les 
piles  tubulaires  se  prêtent  parfaitement  à  cette  addition  ;  mais  en 
même  temps  le  pont  perd  son  caractère  de  pont  en  arc,  car  tout  le 
métal  ne  travaille  plus  à  la  compression. 

L'inconvénient  des  actions  horizontales  est  plus  grave  encore  dans 
les  ponts  suspendus.  Ici  deux  eff*ets  sont  à  craindre  :  la  culée  peut 


(1)  Il  y  a  cependant  de8  exceptions.  A  Newcastle-on-Tyne,  od  a  placé  au-dessous  des 
arcs  da  pont  sur  lequel  passe  le  chemin  de  Ut,  un  pont  pour  route  de  terre.  A  Geoève, 
le  poni  qui  traverse  le  Rhône  en  touchant  Vie  Jean-Jacques-Rousseau  est  un  pont 
suspendu  à  petites  portées  :  le  tablier  niposé  sur  des  câbles  qui  n'ont  qu'une  faible 
flèche. 

(2)  cela  arrive,  par  exemple,  au  pont  d*Arcole  à  Paris^  dans  les  crues  de  la  Seine. 
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être  insulTisante  pour  équilibrer  la  traction  qui  s'exerce  sur  elle,  et 
loxydaiion  du  métal,  dans  les  régions  humides  où  s  enfoncent  les 
câbles,  peut  aller  jusqu'à  la  destruction  des  fils  et  à  la  chute  du 
pont  tout  entier. 

L'attache  des  câbles  est  en  effet  une  difficulté  des  plus  sérieuses  ; 
c'est  par  là  qu'un  grand  nombre  de  ponts  suspendus  ont  péri. 

Il  est  utile  qu'on  puisse  visiter  le  câble  dans  les  puits  où  il  est 
amarré:  cette  condition,  qui  est  loin  d'être  remplie  dans  la  plupart 
des  ponts  suspendus  construits  avec  trop  de  parcimonie  à  une  cer- 
taine époque,  n'a  pas  été  négligée  pour  les  grands  ponts  établis 
plus  tard.  Dans  le  pont  Saint-Christophe,  sur  le  Scorf,  à  Lorient,  par 
exemple,  les  câbles,  au  lieu  d'être  attachés,  font  partie  d'un  seul  et 
même  écheveau;  un  seul  fil,  non  interrompu,  suit  chaque  câble 
en  particulier,  et  fait  le  tour  de  chaque  culée,  en  passant  dans  des 
galeries  d'un  facile  accès. 

8*  Les  trépidations  sont  nuisibles  à  la  résistance  de  là  fonte  ;  aussi 
convient-il,  dans  les  projets  d'arcs  destinés  aux  passages  des 
trains  et  des  charges  en  mouvement,  de  remplir  les  tympans  de 
manière  à  contrarier  les  oscillations  que  tend  à  prendre  Tare  mé- 
tallique (i).  La  masse  du  pont  est  à  cet  égard  une  garantie  de  sta- 
b'dité.  Néanmoins  le  fer  est  aujourd'hui  généralement  préféré  à  la 
fonte  pour  la  construction  des  arcs,  bien  qu'il  conduise  à  des  ou- 
vrages moins  lourds. 

Les  ponts  suspendus,  tels  qu'on  les  construisait  encore  il  y  a  peu 
d'années,  constituent  un  système  très-déformable.  Les  charges 
agissent  sur  un  point  unique  des  câbles,  qui  ont,  dans  des  di- 
rections normales  à  leur  longueur,  une  résistance  insignifiante. 
La  forme  parabolique  qu'ils  prennent  ne. permet  pas  de  les  réunir 
au  tablier  par  des  liens  diagonaux.  On  peut  gêner  un  peu  les  oscilla- 
tions en  plaçant  de  biais  les  poutielles ;  les  deux  extrémités  d'une 


(1)  Comme  exemple  de  rigidité,  on  peut  étudier,  à  Paris.le  pont  de  Solferino  sur  la 
Seine.  Vojes  Annales  des  ponts  et  cfiaussées,  les  Ponts  de  Paris,  par  M  Féline  Romany, 
1864. —  Annales  des  conducteurs  des  ponts  et  chaussées,  1860-61,  Compte-rendu  som- 
oalre  des  épreaves  et  dessins  du  pont. 
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même  poutrelle  n'agissent  plus  alors  à  la  fois  sur  des  points  dont  les 
oscillations  soient  entièrement  concordantes.  On  obtient  aussi  par  ce 
moyen  une  répartition  des  charges  locales  sur  une  longueur  un  peu 
plus  grande  de  tablier  (i).  Les  garde-corps  en  croix  de  Saint-André 
sont  destinés  de  même  à  donner  au  tablier  une  certaine  roideur  ;  mais 
généralement  les  assemblages  à  mi-bois  pratiqués  dans  les  croix  de 
Saint -André  réduisent  beaucoup  Futilité  de  cette  addition.  Pour  lui 
donner  toute  son  efficacité,  il  faudrait  pour  ainsi  dire  doubler  le  pont 
suspendu  d'une  véritable  poutre  américaine.  On  a  imaginé  récem- 
ment de  donner  de  la  rigidité  aux  câbles  eux-mêmes.  Pour  cela  on 
emploie  le  fer  en  barres  au  lieu  du  fil  de  fer,  et  Ton  pose  deux  cables 
parallèles  que  Ton  entretoise  l'un  avec  l'autre  par  des  barres  décou- 
pant leur  intervalle  en  triangles  à  peu  près  égaux.  Ce  système  est 
appliqué  à  Vienne  pour  le  passage  de  la  voie  qui  joint  la  gare  du 
Nord  aux  gares  des  lignes  de  Raab  et  de  Trieste. 

Les  ponts  suspendus  sont,  en  somme,  des  ouvrages  qu'il  importe 
de  surveiller  très-attentivement,  et  sur  lesquels  le  passage  des 
charges  doit  se  faire  à  très-petite  vitesse.  L'économie  de  la  construc- 
tion est  donc  rachetée  par  un  très-grave  inconvénient*  et  malgré 
quelques  excieptions  plutôt  apparentes  que  réelles,  ils  ne  conviennent 
point  aux  ehemins  de  fer  (2). 

4*  Les  variations  de  température  altèrent  la  poussée  des  arcs  en 
même  temps  que  leurs  flèches,  et  dans  certains  cas  elles  peuvent 
amener  les  arcs  à  ne  plus  poser  sur  leurs  appuis  que  par  une  arête 
de  la  surface  des  naissances  ;  la  construction  chargée  par  en  haut 
peut  n'avoir  plus  alors  toute  l'assiette  qui  lui  est  nécessaire. 

Dans  les  ponts  suspendus,  la  température  fait  varier  la  longueur 
des  câbles,  les  fait  glisser  sur  leurs  appuis,  et  déforme  le  tablier, 
tant  par  suite  des  variations  de  longueur  des  câbles  que  par  suite 
des  altérations  inégales  de  la  longueur  des  tiges  de  suspension. 


(I)  Voyei  Annales  de»  ponts  et  chaustéesy  1859,  mémoire  n*  350,  par  M.  Noyon. 

(3)  Quelques  ponts  suspendus  que  l'on  trouve  en  Angleterre  doivent  leur  rigidité  à  on 
excès  de  matière.  1^  système  n*a  plus  alors  le  mérite  de  l'économie,  le  seul  qu'on  poissa 
lui  acoorder.  Il  est  Juste  d'observer  pourtant  que  le  système  des  ponta  sospeDâus  est 
celui  qui  permet  de  franchir  les  plus  grandes  portées. 
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5*  Le  montage  d'un  pont  en  arc  de  cercle  se  fait  généralement  de 
la  manière  suivante  :  les  arcs,  assemblés  à  plat  sur  le  chantier,  sont 
transportés  à  proximité  des  appuis,  enlevés  et  déposés  à  leur  place. 
Le  montage  des  ponts  à  poutre  droite  se  fait  d'un  plus  grand  nombre 
de  manières,  et  laisse  plus  de  latitude  au  constructeur  po\ir  profiter 
de  toutes  les  circonstances  locales. 

Le  montage  d'un  pont  suspendu  se  fait,  soit  en  composant  le  câble 
sur  place,  soit  en  le  formant  dans  un  chantier  spécial  pour  le  poser 
ensuite.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  c'est  une  opération  délicate  et  dans 
laquelle  ijl  y  a  toujours  lieu  de  craindre  des  malfaçons. 


LIVRE    SIXIEME, 

RÉSISTANCE  DES  SURFACES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

RÉSISTANCE  DES  ENVELOPPES  DE  CHAUDIERES. 


20A.  Après  avoir  étudié  les  lois  de  la  flexion  et  de  la  torsion  des 
pièces  prismatiques,  droites  ou  courbes,  c'est-à-dire  des  solides  dont 
les  dimensions  transversales  sont  petites  par  rapport  à  la  longueur 
et  qu'à  certains  égards  on  peut  assimiler  aux  lignes  géométriques,  il 
conviendrait  d'étudier  l'équilibre  élastique  des  solides  analogues  aux 
surraces,  dont  l'épaisseur  seule  est  petite,  et  qui  ont  de  grandes 
dimensions  dans  les  deux  sens.  Le  problème  de  la  déformation  des 
surfaces  élastiques  a  depuis  longteuips  attiré  l'attention  des  physi- 
ciens et  des  géomètres,  et  nous  pouvons  citer  les  travaux  analytiques 
d*Euler,  de  Lagrange,  d'un  Jacques  Bernoulli  (petit-fils  du  célèbre 
Jean  Bernoulli) ,  de  M"''  Sophie  Germain,  de  Poisson,  les  recherches 
expérimentales  de  Chladni,  les  études  plus  récentes  de  Navier,  de 
Gauchy,  de  M.  Lamé  (i),  de  M.  Kirchhof....  Tous  ces  travaux 
ont  pour  but  principal  la  recherche  des  lois  de  la  vibration  des 

(1)  Uçons  tur  réiastieUé,  14-*.  is-'  et  16-  leçon. 
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plaques  et  des  membranes  élastiques.  Les  équations  générales  con- 
tiennent à  la  fois  les  deux  courbures  de  la  surface  vibrante  ;  ce  sont 
des  équations  aux  diiféreoces  partielles  qui  ne  peuvent  s'intégrer  que 
dans  quelques  cas  particuliers. 

Le  problème  de  la  résistance  des  enveloppes  de  chaudières  est 
beaucoup  plus  élémentaire,  et  c'est  la  seule  question  que  l'ingénieur 
ait  à  étudier.  En  général,  les  chaudières  ont  une  forme  cylindrique  ; 
elles  sont  terminées  dans  la  longueur  par  des  parois  de  forme 
courbe,  et  il  s'agit  de  déterminer  quelle  tension  se  développe  dans 
le  métal  lorsque  la  pression  de  la  vapeur  contenue  dans  V  enveloppe 
atteint  sa  limite  extrême.  Nous  examinerons  successivement  les^  cas 
principaux  qui  peuvent  se  présenter,  en  nous  bornant  aux  plus 
simples. 

205.   1*^  Cas.  —  Enveloppe  cylindrique  indéfinie  à  profil  drca* 
laire^  soumise  à  des  pressions  normales  uniformément  réparties. 

Par  l'axe  0  du  cylindre,  faisons  passer  un  plan  quelconque  MN 

Fig.  182.  .  qui  coupe  l'enveloppe  suivant  deux  géné- 

^^'      "X  ratrices  A  et  B.    Les  efforts  développés 

/  ^  dans  la  matière  suivant  ces  deux  généra- 

M    Â  "  5 ~  B~  N    trices  sont  égaux  entre  eux,  et  indèpen- 

\  y  dants  de  la  direction  du  plan  MN,  à  cause 

^^  — ^  de  la  symétrie  du  profil   et  de  l'égale 

répartition  des  pressions. 

Supposons  d'abord  l'enveloppe  soumise  à  une  pression  intérieure 
égale  à  p  unités  de  poids  par  unité  de  surface  ;  appelons  p  le  rayon 
de  la  surface  intérieure  de  l'enveloppe  et  e  l'épaisseur  du  métal. 
Soit  enfin  R  l'effort  moyen  par  unité  de  surface  développé  dans  le 
métal  par  suite  des  efforts  qui  s'exercent  sur  l'enveloppe. 

En  ne  considérant  qu'une  longueur  de  cylindre  égale  à  Tiinité,  on 
voit  sur-le-champ  que  les  sections  faites  par  le  plan  MN  smvant  les 
deux  génératrices  A  et  B  doivent  développer  une  résistance  totale 
2Re,  égale  à  la  somme  des  pressions  exercées  sur  l'une  des  moitiés 
du  cylindre.  Or  la  somme  de  ces  composantes  est  égale  au  produit 
de  la  pression/?  par  le  diamètre  intérieur  2p  de  la  chaudière.  On  a 
donc  :  Re  =  j^p,  équation  qui  détermine  la  tension  R. 
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Si  la  pression  p  s'exerçait  à  l'extérieur  de  la  chaudière,  la  même 
équation  déterminerait  encore  la  compression  R  de  la  matière  par 
unité  de  surface,  en  ayant  soin  de  prendre  pour  p  le  rayon  extérieur 
de  Venveloppe,  parce  que  c'est  sur  la  surface  extérieure  que  s'exerce 
la  pression. 

Si  la  pression  p  existe  à  l'intérieur,  et  que  la  pression  p  existe  à 
Textérieur,  on  aurait,  en  appelant  p  le  rayon  de  la  surface  interne  et 
jl  le  rayon  de  la  surface  externe  : 

Rtf  =  pp-p'p', 

équation  où  les  valeurs  positives  de  R  correspondent  à  des  tensions, 
et  les  valeurs  négatives  à  des  pressions  dans  la  matière  de  l'enve- 
loppe. 

En  général,  la  différence  p'  —  p  est  assez  petite  par  rapport  à  p 
pour  que  l'on  puisse  remplacer  p'  par  p  dans  le  second  membre  de 
Téquation,  ce  qui  donne  : 

{{]  He  =  p(p-p'). 

Ce  résultat  suppose  que  la  tension  R  est  également  répartie  dans 
l'épaisseur  des  parois  A  et  B  de  l'enveloppe.  Il  est  facile  de  remar- 
quer que  cette  répartition  égale  n'est  admissible  qu'approximative- 
flieot,  et  seulement  lorsque  l'épaisseur  e  est  très  petite. 
£n  effet,  chaque  arc  infiniment  petit  ds,  pris  sur  une  circonférence 
quelconque  A' CE'  se  trouvant  soumis  à  une 
tension  égale  à  R  par  unité  de  section,  subit 

ds 
un  allongement  égal  à  Rx  «-.  L'allonge- 

ment  total  pris  par  la  circonférence  exté- 

rieure  A' CE'  est  donc  égal   à  airp'  x  s, 

et  l'allongement  total  pris  par  la  circonférence  intérieure  est  de 

même  égal  à   a«p  X  ^.  Les  deux  circonférences,  dont  les  rayon? 

sont  p  et  p'  dans  l'état  naturel,  doivent  donc,  par  suite  de  l'ex- 


Fig.  183. 
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tension,  prendre  des  rayons  respectivement  égaux  à  p  (  i  +  „  j , 

et  à  j.'  (i  +  pj»  et  Tépaisseur  primitive  p' — p  devient  égale  à 

(p'  —  p)  (  1  +  p) ,  c'est-à-dire  qu  elle  augmente  dans  le  même  rap- 
port que  les  éléments  de  fibre. 

Or  nous  avons  vu  (§  i5)  qu'une  tige  tirée  par  une  force  dans  le 
sens  de  sa  longueur,  subit  en  même  temps  qu'une  extension,  une 
contraction  latérale.  La  paroi  entière  de  la  chaudière,  étant  soumise 
à  un  tel  eflbrt,  doit  diminuer  d* épaisseur,  tandis  que  l'hypothèse  de 
ia  répartition  égale  des  pressions  sur  toute  l'épaisseur  a  pour  consé- 
quence géométrique  et  nécessaire  un  accroissement  d'épaisseur  : 
cette  hypothèse  conduit  donc  à  une  contradiction 

Lorsque  l'épaisseur  p'  —  p  est  très-petite  par  rapport  au  i-ayon, 
l'inégalité  des  tensions  dans  les  diverses  fibres  de  la  paroi  est  peu 
accentuée,  et  l'on  pourra  sans  erreur  considérer  la  tension  en  un  point 
quelconque  comme  sensiblement  égale  à  la  pression  moyenne.  Il 
n'en  est  plus  de  même  lorsque  l'épaisseur  est  très  forte  ;  alors  l'iné- 
galité devient  plus  grande,  et  les  fibres  intérieures  subissent  une 
tension  beaucoup  plus  élevée  que  les  fibres  extérieures.  La  paroi 
tend  à  se  déchirer  en  commençant  par  les  fibres  du  dedans. 

Cet  exemple  nous  montre  que  la  solidité  des  chaudières  ne  croît 
pas  proportionnellement  aux  épaisseurs  ou  aux  quantités  de  matière. 
Si  Ion  double  la  pression  de  la  vapeur  dans  une  chaudière,  il  ne 
suffit  pas,  pour  assurer  la  même  résistance  à  l'enveloppe,  d'en  dou- 
bler l'épaisseur;'  il  vaudrait  mieux  changer  la  matière  de  la  paroi  et 
adopter  des  matériaux  plus  résistants,  pour  avoir  toujours  une  épais- 
seur moindre,  et  pour  produire  la  répartition  de  tension  la  plus 
égale  possible  (i). 

206.  2'  Cas.  —  Enveloppe  cylindrique  à  profil  circulaire^  limitée 
dans  la  longueur  à  deux  couvercles  de  foi^me  indéterminée.  Re- 
cherche de  la  tension  ou  pression  longitudinale. 


(1)  Cf.  S  63. 
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Appelons  encore  j9  la  pression  intérieure,/)'  la  pression  extérieure 
par  mètre  de  surface;  R'  étant  l'effort  développé  dans  la  matière  sui- 
vant les  génératrices  du  cylindre,  on  a  pour  l'équilibre  l'équation  : 


R' XU (^^^  X e  =  «p*p - icpV- 


Cette  équation  se  simplifie  lorsque  la  petitesse  de  l'épaisseur  par 
rapport  à  p  permet  de  confondre  p  et  p',  et  elle  devient  : 

W  R'tf  =  |p(P-P'). 

Ed  comparant  l'équation  (2)  à  l'équation  (1),  on  voit  que  R'  ==  -  R, 

c'est-à-dire  que  dans  une  chaudière  cylindrique,  la  tension  longitu- 
dinale est  la  moitié  de  la  tension  transversale. 

Nous  chercherons  plus  loin  quelle  forme  il  est  préférable  de  donner 
aux  couvercles  d'une  chaudière  cylindrique  à  section  circulaire. 


CALCUL  DE  l'épaisseur   DBS   CHAUDIÈRES. 


207.  On  calcule  en  France  l'épaisseur  à  donner  à  une  chaudière 
cylindrique  de  machine  à  vapeur,  par  une  formule  contenue  das» 
l'ordonDance  royale  du  23  mai  i8&3: 

c  =  0,0018nd  +  0«003. 

Cette  formule  s'applique  seulement  aux  chaudières  à  pression  inté- 
rieure ;  6  est  en  mètres  l'épaisseur  à  donner  à  la  paroi,  d  est  en  mètres 
le  diamètre  de  la  chaudière,  et  n  le  nombre  net  d'atmosphères 
auquel  la  pression  intérieure  peut  s'élever.  Ce  nombre  s'obtient 
en  retranchant  une  unité  du  nombre  d'atmosphères  indiquant  la 
pression  totale  de  la  vapeur  dans  la  chaudière.  Une  atmosphère 
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équivaut,  comme  on  sait,  au  poids  d'une  colonne  de  mercuro 
de   760  millimètres,  soit  à  environ  i^o3  par  centimètre  carr6. 
Pour  les  chaudières  à  basse  pression,  le  premier  terme  de  la  for- 
mule est  nul  ou  négligeable;  dans  ce  cas,  on  peut  donner  telle 
forme  qu'on  voudra  au  profil  de  l'enveloppe,  elle  sera  toujours  en 
équilibre  entre  les  pressions  exercées  sur  ses  deux  faces.  I^  trace 
du  profil  s'exécute  alors  d'après  d'autres  considérations.  Le  terme 
o'^.ooS  de  la  formule  est  destiné  à  donner  un  surcroît  de -garantie 
pour  la  résistance  et  la  durée  de  la  chaudière.  Le  calcul  des  tensions 
qui  correspondent  aux  épaisseurs  assignées  par  cette  formule  démontre 
que  la  tension  transversale  s'élève  au  plus  à  2^.  80  par  millimètre  carré. 
Cette  faible  limite  se  justifie  en  observant  que  les  fortes  pressions  ne 
s'obtiennent  dans  les  chaudières  que  sous  de  hautes  températures, 
et  que  l'élévation  de  la  température  réduit  la  résistance  du  métal. 
Pour  les  chaudières  des  locomotives,  qui  reçoivent  le  feu  intérieu- 
rement, on  diminue  d'un  tiers  les  résultats  fournis  par  la  formule. 

Lorsque  la  chaudière  doit   supporter  une  pression  extérieure, 
l'ordonnance  du  22  mai  idAS,  complétée  par  une  instruction  minis- 
térielle du  17  décembre  184S,  prescrivait  d'ajouter  moitié  en  sus  à 
l'épaisseur  indiquée  par  la  formule,  et  en  outre  de  consolider  le 
profil  par  des  anneaux  en  fer  forgé  destinés  à  prévenir  les  défor* 
mations.  Cette  précaution  est  nécessaire  lorsque  la  pression  est 
extérieure,  parce  que  les  moindres  déformations  du  profil  tendent  à 
s'accroître  sous  Taction  des  forces  qui  compriment  Tenveloppe;  elle 
est  entièrement  inutile  lorsque  la  pression  est  intérieure,  ces  dé- 
formations tendant  au  contraire  à  s'effacer.  En  d'autres  termes,  la 
forme  circulaire  est  pour  les  enveloppes  une  forme  d'équilibre  ;  mais 
l'équilibre  est  stable  si  la  plus  grande  pression  est  intérieure  à  l'en- 
veloppe, et  il  est  instable  dans  le  cas  contraire. 

L'ordonnance  de  1 843  est  aujourd'hui  remplacée  par  un  décret  du 
25  janvier  i865,  qui  supprime  toutes  les  mesures  préventives,  saui 
l'épreuve  préalable  de  la  chaudière.  Cette  épreuve  se  fait  avec  la 
presse  hydraulique;  la  pression  d'épreuve,  autrefois  fixée  au  triple 
•de  la  pression  nette  de  la  vapeur  dans  la  chaudière  en  service,  a  été 
réduite  au  double  par  le  même  décret. 
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Las  chaudières  à  basse  pression  n'ont  pas  besoin  de  recevoir  une 
forme  particulière  d'équilibre,  et  en  général,  on  leur  donne  le  pi*ofil 
qui  leur  assure  le  contact  le  plus  étendu  avec  le  feu.  Aiissi,  lorsque 
la  pression  augmente  accidentellement,  l'enveloppe  est  exposée  à  se 
déchirer.  Contrairement  à  un  préjugé  fort  répandu ,  les  chàudidreB 
à  basse  pression  présentent  en  somme  moins  de  sécurité  que  les 
chaudières  à  haute  pression  ou  à  pression  moyenne  ;  la  foripe  d'é- 
quilibre et  les  épreuves  donnent  pour  celles-ci  de  précieuses  garan- 
ties, et  d'ailleurs  les  augmentations  subites  de  tension  y  sont  beau- 
coup moins  à  craindre. 

Une  surface  métallique,  mince  et  plane,  soumise  à  un  excès  de 
pression  sur  l'une  de  ses  faces,  fléchirait  nécessairement  si  l'on  ne 
lui  donnait  de  la'rigidité  transversale  au  moyen  d'armatures.  AinÂ 
les  parois  de  la  boite  à  feu  d'une  locomotive ,  lesquelles  sont  planes 
et  soumises  à  une  pression  extérieure  de  7  à  8  atmosphères,  doivent 
être  renforcées,  en  haut  par  des  barres  fixées  de  champ,  et  latérale- 
ment par  l'entretoisement  qu'on  opère  à  Taide  de  boulons  les  réunis- 
sant invariablement  aux  parois  voisines  de  la  chaudière. 

On  comprend  d'après  tous  ces  détails  quelles  difficultés  on  ren- 
contre pour  augmenter  notablement  la  pression  de  la  vapeur  dans 
les  chaudières  des  locomotives.  Il  serait  tout  à  fait  conforme  à  k 
théorie  mécanique  de  la  chaleur  de  pousser  plus  loin  la  pression, 
jusqu'à  16  atmosphères  par  exemple;  mais  pour  y  parvenir,  il  fau- 
drait changer  la  matière  de  l'enveloppe,  substituer  à  la  tôle  de  fer 
un  métal  plus  résistant,  comme  la  tôle  d'acier  fondu.  On  l'a  essayé, 
mais  les  expériences  n'ont  pas  encore  donné  de  résultats  bien  satis- 
iaisants. 

208.  — »  3*  Cas.  —  Etiveloppe  sphérique. 

Appelons  toujours  e  l'épaisseur  uniforme  de  l'enveloppe,  p  etp'  le?, 
rayons  des  faces  internes  et  externes,  jt>  etp'  les  pressions  par  unité 
de  surface  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur.  Nous  aurons  : 

R'(p  +  pV  =  p'p-pVt 
ou  en  négligeant  e  par  rapport  à  p  : 
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(3)  R''=iP{p-jO. 


La  tension  dans  nne  enveloppe  sphériqne  est  donc  la  moitié  de  la 
tension  transversale  d'une  enveloppe  cyliodriqae  de  même  diamètre; 
elle  est  égale  à  la  tension  longitudinale. 

Pour  terminer  les  chaudières  cylindriques  dans  le  sens  de  la  lon- 
gueur, il  serait  par  conséquent  rationnel  de  placer  à  chaque  extré- 
mité deux  enveloppes  demi-sphériques  se  raccordant  suivant  un 
grand  cercle  à  la  surface  convexe  du  cylindre.  La  tension  dans 
chaque  hémisphère  serait  ainsi  la  même  que  la  tension  longitudinale 
du  reste  de  la  chaudièx*e.  L'usage  est  de  substituer  à  ces  deux  demi- 
surfaces  sphériques,  des  calottes  sphériques  d'un  rayon  plus  grand, 
qui,  au  lieu  de  se  raccorder  avec  la  chaudière,  en  coupent  la  paroi 
sous  un  certain  angle.  Cet  angle  est  soumis  à  des  variations  d'ampU- 
tude,  par  suite  de  l'extension  du  métal  sous  l'action  des  pressions 
supportées  par  l'enveloppe.  Mais  la  cornière  qui  assemble  les  deux 
surfaces  nourrit  assez  l'angle  pour  restreindre  ces  variations  entre  de 
fidbles  limites. 

Le  danger  des  couvercles  plats  a  été  mis  en  évidence  par  on  ac- 
cident arrivé  pendant  le  levage  du  pont  de  Britannia  au  oaoyen  de 
presses  hydrauliques  (i). 

Un  cylindre  en  fonte,  de  o"*.  55g  de  diamètre  intérieur,  de  t*.74S 
de  hauteur  totale,  de  o".  254  d'épaisseur,  pesant  i5  tonnes  i/a,  sex* 
vait  <le  corps  de  pompe  à  un  piston  plongeur  de  o'^-SoS  de  diamèu« 
et  de  i"'.85  de  course.  Le  fond  du  cylindre,  au  lieu  d'être  profilé 
suivant  une  courbe  circulaire  raccordée  avec  les  parois  latérales, 
était  à  peu  près  plat  Les  tensions  moyennes  n'étaient  pas  très- 
grandes,  bien  que  le  poids  soulevé  par  le  piston  fût  de  i ,  164  tonnes: 
mais  l'inégalité  de  distribution  des  tensions  due  à  la  grande  épais- 
seur de  la  fonte,  et  l'incompatibilité  des  déformations  simultanées  du 
fond  presque  plat  et  des  parois  latérales,  causèrent  un  accident  qui 


(1)    Voyei  Annaks  des  mines,  1851,  t.  XX,  p.  438,  trtide  de  M.  Cb.  Couche. 
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faillit  avoir  de  très-graves  conséquences.  On  levait,  avec  cette  presse 
use  travée  du  pont  tubulaire,  qui  «  i  ij  mètres  de  longueur ,  elle 
était  arrivée  à  7"'.3o  de  hauteur,  quand  le  fond  du  cylindre  se  dé- 
tacha tout  à  coup;  la  travée,  abandonnée  par  le  piston  de  la  presse, 
fbt  heureusement  retenue  sur  ses  appuis  de  sûreté. 

Pour  continuer  le  levage  on  modifia  la  forme  du  corps  de  pompe, 
et  l'oQ  substitua  aux  fonds  plats  des  fonds  de  forme  ellipsoïdale 
coaunandée  par  la  théorie. 


(«s.  «M4 


FonM  du  eylindrt 
avant  l'accidnt. 


Fome  du  cyliadre 
U  iBOdiAtatioB  dn 


209.  —  4*  Cas.  —  Enveloppe  cyBndrique  à  profil  fathiemerU 


Dans  les  profils  circulaires,  nous  n'avons  eu  à  constater  que  des 
teosions,  soit  longitudinales,  soit  transversales,  mais  toujours  tan^ 
gantes  à  la  surface.  Ici  se  développent  non-seulement  des  tensions, 
inais  encore  des  moments  fléchissants,  comme  dans  une  poutre  sou- 
nûseà  l'action  de  forces  transversales.  Pour  que  ce  phénomène  puisse 
se  produire,  il  est  nécessaire  que  l'enveloppe  ait  une  certaine  roi* 
<iear,  car  si  elle  était  éminemment  flexible,  le  profil  circulaire 
conviendrait  seul  pour  l'équilibre;  de  plus,  l'équilibre  serait  instable 
à  la  pression  s'exerçait  de  dehors  en  dedans. 

La  recherche  delà  déformation  d'une  enveloppe  à  profil  elliptique 
estnne  application  des  formules  de  la  flexion  des  pièces  courbes;  le 
calcul  se  amplifie  quand  on  suppose  à  l'ellipse  une  faible  excentricité. 
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Soh  ABVB'  la  fibre  moyenne  de  l'enveloppe  ;  nous  supposerons 
'**•  "'^*  que  le  cylindre  ait,  perpendiculairement 

au  plan  de  la  figure,  une  longeur  égale 
à  Tunité.  Menonspar  le  centre  0  de  Tel- 
lipse  les  axes  Â'A,  BB'. 

Soit  p  la  pression  nette  qui  s'exerce 
intérieurement  au  vase,  c'est-*à-dire  Fex- 
oës  de  la  pression  intérieure  sur  la  pres- 
sion extérieure. 

Coupons  le  vase  par  le  plan  AA'  ;  les  résultantes  des  forces  élas- 
tiques développées  dans  chacune  des  deux  sections  A  et  A'  font 
équilibre  à  la  résultante  des  pressions  exercées  sur  tout  le  périmètre 
intérieur  de  Tellipse  ;  or  cette  résultante  est  aussi  la  résultante  des 
pressions  exercées  sur  le  diamètre  AA',  qui  pris  avec  l'arc  A'BA, 
achève  de  Fermer  le  contour  A'BA  ;  il  résulte  de  là,  et  de  la  symétrie 
de  la  figure  par  rapport  au  plan  AA',  que  la  somme  des  forces 
élastiques  développées  dans  la  section  A  est  égale  à  pa^  si  l'on  dé- 
signe par  a  le  demi-grand  arc  OA.  La  résultante,  d'ailleurs,  ne  passe 
pas  nécessairement  au  point  A  lui-même  ;  appelons  k  la  distance  du 
point  A  à  son  point  d'application  G.  Nous  compterons  la  distance  k 
positivement  de  A  versO,  négativement  en  sens  contraire.  On  voit  que 
les  actions  moléculaires  développées  au  sommet  A  de  l'ellipse  se  ré- 
duisent en  définitive  à  une  force  appliquée  en  A,  perpendiculairement 
à  AA',  et  à  un  couple,  dont  le  moment  est  égal  au  produit  de  cette 
force  par  la  distance  AG. 

Considérons  une  section  transversale  M,  et  cherchons  le  moment 
fléchissant  qui  s'exerce'  dans  cette  section. 

Soient  x^  y  les  coordonnées  du  point  M.  La  somme  des  moments 
des  pressions  exercées  de  A  en  M  est  égale  à  la  somme  des  moments 
des  pressions  exercées  sur  les  deux  droites  PM,  PA  qui  forment  avec 
l'arc  AM  un  contour  fermé;  il  y  a  de  plus  à  tenir  compte  du  mo- 
ment, par  rapport  à  M ,  de  la  réaction  mutuelle  des  deux  parties  de 
l'enveloppe  qui  se  réunissent  au  point  A.  Le  moment  de  la  force  pa^ 
appliquée  en  G,  est  positif,  puisque  cette  force  tend  à  augmenter  la 
courbure  de  lare  au  point  M  -,  les  moments  des  pressions  ëlémen- 
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taires  réparties  le  long  de  MA,  ou  réparties  le  long  des  droites  HP, 
PA,  tendent  à  redresser  l'arc  et  sont  négatifs.  Nous  aurons  donc  : 

M  =  poxPC  — |pxMP*-|pxPÂ% 


ou  bien 


M  =  pox(a-.a;-A)-^p[y«+la-x)«]. 


Si  Ton  fait 

«  =  a, 
il  vient 

de  sorte  que  pak  est  la  valeur  changée  de  signe  du  moment  fléchis- 
sant au  point  A  ;  appelons  ce  moment  Mo ,  et  nous  aurons 

On  peut  chasser  y  de  cette  équation  au  moyen  de  l'équation  de 
TeDipse 

o«  +  6«  -  *• 

oA  6  désigne  le  demi-petit  axe  OB. 
On  en  déduit 

Substituant  et  réduisant,  il  viendra  : 

M  =  M.  +  ipl2!^(a.-x.). 

Dans  cette  équation,  on  ne  connaît  pas  encore  M»;  pour  le  déter* 
miner  considérons  l'arc  AB  comme  une  pièce  courbe,  soumise  en 
chacun  de  ses  points  au  moment  fléchissant  M. 
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La  loi  de  déformatioa  de  Tare  sera  exprimée  par  l'équation 

où  E  désigne  le  coefficient  d'élasticité,  I  le  moment  d'inertie,  ds 
Télément  de  Tare,  ^  une  constante.  Prenons  l'intégrale  entre  les  points 
A  et  B,  et  observons  qu'en  ces  points  extrêmes,  la  déviation  angu- 
laire des  normales  est  nulle  à  cause  de  la  double  symétrie  de  la 
figure  ;  on  en  conclut 

p  =  0   et   C'"*Md*=0. 

Cette  équation  achèvera  de  déterminer  le  moment  inconnu  M«. 
Nous  aurons  donc  l'équation  : 

La  première  intégrale  représente  la  longueur  S  de  l'arc  AB,  qu'on 
peut  supposer  connue. 
La  seconde  se  décompose  en  deux  termes,  dont  le  premier  est 

ip(a«->)xS; 

le  second, 

i     a«-6t 


"2^     a' 


n^- 


peut  s'obtenir  approximativement  lorsque  l'excentridté  de  Tellipse 

est  très-petite.  En  effet,  /  x^ds  est  la  somme  des  moments  d'inertie 

de  l'arc  AB  par  rapport  à  l'axe  des  y.  Si  cet  arc  AB  appartenait  à  une 
circonférence  de  rayon  égal  à  a,  on  aurait 

Lorsque  les  demi-axes  a  ei  b  sont  peu  différents  Tun  de  Fautive, 
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on  peut  adopter  cette  formule,  dans  laquelle  S  représente  le  quart  du 
périmètre  de  l'ellipse  AB. 
L'équation  précédente  devient  ainsi  : 

«•S  +  J  p(a«-6«)S-  Jp(a«-ô>)S  =  0. 

Supprimons  le  facteur  S  et  réduisons»  il  viendra: 

li.  =  -iP(a»-6«); 

Par  suite,  le  moment  fléchissant  en  un  point  quelconque  M,  défini 
par  son  abscisse  x,  est  donné  par  la  relation 

Sia  =  ft,  ou  si  le  profil  était  circulaire,  on  aurait  en  tous  points 
M  =  0.  Si  a  est  différent  de  6,  M  chaqge  de  signe  au  point 

a 

x  =  — . 

On  peut  se  servir  de  cette  valeur  de  M  pour  calculer  les  limites  de 
la  ciiarge  de  la  matière,  en  appliquant  la  formule  générale  : 

R-g  +  T". 

dans  laquelle  P  doit  recevoir  une  valeur  négative,  parce  que  Teffort 
qae  cette  force  représente  est  un  effort  d'extension  -,  P  varie  d'ail- 
leurs en  valeur  absolue  entre  deux  limitas  assez  étroites  :  pa  au  point 
A,  pb  au  point  B.  Soit  e  l'épaisseur  de  l'enveloppe,  nous  aurons 
pour  une  longueur  égale  à  l'unité  : 

1  =  ^,^; 
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les  limites  de  v  seront 

et  la  plus  grande  valeur  absolue  de  la  tension  s'obtiendra  en 
faisant 

Appliquons  cette  formule  au  point  A,  nous  aurons: 

P  =  — po. 
||  =  M.  =  -ip(o«-.6»), 

Donc,  en  prenant  R  en  valeur  absolue 

Pour  employer  cette  formule,  on  doit  y  introduire  les  valeurs  des 
demi-axes  aei  b  pris  après  la  déformation.  On  les  trouvera  en  fonc- 
tion des  demi-axes  dans  Tétat  naturel,  en  appliquant  aux  points 
A  et  B  les  formules  de  la  déformation  des  pièces*-  courbes,  c'est  à- 
dire  en  calculant  au  moyen  des  formules  les  valeurs  des  variations 
af — j:,  y' — y,  relatives  à  Tare  total  AB,  Nous  nous  bornerons  ici  à 
donner  les  résultats  approximatifs  de  ces  calculs  qui  ne  présentent 
aucune  difficulté.  Appelons  a,  6,  les  valeurs  des  demi-axes  après 
la  déformation, 

ao,  6o9  1^  valeurs  primitives  de  ces  mêmes  demi-axes;  nous 
aurons  : 

,.,.=  4.1(a4.6,g(?!^%i). 

La  somme  a  +  b  est  sensiblement  égale  à  a*  +  bo^  et  naesure  le 
diamètre  moyen  de  la  chaudière. 
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La  discussion  de  ces  formules  démontre  : 

1*  Que  sous  l'action  d'une  pression  intérieure,  l'excentricité  tend 
à  diminuer  tandis  que  sous  l'action  d'une  pression  extérieure,  elle 
tend  au  contraire  à  augmenter; 

s*  Que  la  tension  R  au  sommet  du  grand  axe  augmente  très-rapi- 
dement avec  l'excentricité  du  profil. 

Enfin,  dans  le  cas  où  la  pression  est  extérieui^,  l'analyse  assigne 
une  limite  inférieure  à  l'épaisseur  e,  pour  que  l'enveloppe  ait  par 
elle-même  une  roideur  suflSsante.  Pour  obtenir  cette  limite,  cherchons 
le  rapport  de  l'excentricité  de  l'ellipse  après  la  déformation  à  l'excen- 
tricité primitive;  c'est-à-dire  le  rapport  dei/^à  i/2!Z±, 

puisque  Ton  confond  ensemble  a  +  b  eta.+  b^  Ce  rapport  est 
sensiblement  égal  à 


v/i 


D  sera  réel  ou  imaginaire  suivant  que  le  dénominateur  sera  positif 
ou  négatif  Lorsque  p  est  posiUf,  c'est-à-dire  lorsque  la  pression  est 
intérieure,  le  dénominateur  est  aussi  positif,  et  l'excentricité  nou- 
velle est  réelle  comme  Texcentricité  primitive  ;  dans  ce  cas,  les  for- 
mules sont  applicables,  et  si  l'on  a  a«  >  ^o*  on  aura  aussi  a  >  6, 
bien  que  a  soit  <  a^eib  >  b^.  Lorsque  p  est  négatif,  il  faut,  pour 
que  le  rapport  des  excentricités  soit  réel,  que  l'on  ait  l'inégalité 

îEe»  +  p(a  +  *)•  >  0; 

autrement  la  déformation  du  profil  n'est  pas  limitée  à  une  figure  vm- 
sine  de  la  figure  primitive,  et  l'enveloppe,  à  moins  qu'on  ne  la  ren- 
force par  des  armatures,  s'écrase  sous  la  pression  qu'elle  supporte  de 
dehors  en  dedans  (i). 
210.  M.  Bélanger,  dans  le  §  12  de  sa  Théorie  de  la  résistance 

■  ■  ■  '  k       ■  ■  '■ ■ 

(1)  V.  Bresse,  Cours  de  mécanique  appliquée,  V*  partie,  chap.  v.  $  133. 


'*•  RttSISTAKCE 

et  la  flexion  plane  des  solides  (i),  donne  un  exemple  do  calcul  de  la 
résistance  d'une  chaudière  elliptique,  qui  montre  bien  l'influence  de 
1  excentricité. 

Dne  chaudière  k  foyer  intérieur  dont  le  diamètre  moyen  est  d'un 
mètre,  supporte  du  dehors  en  dedans  une  pression  de  4  atmosphères, 
ou  d'environ  40000  kilogr.  par  mètre  carré.  L'épaisseur  est  de  i5 
milhmètres.  On  trouve  que  la  chaudière  ayant  pour  demi-axes 
primitifs  les  quantités 

O,  =r  0",607, 
6.  =  o-,4»3, 

prend  par  suite  de  la  déformation  les  demi-axes 

o  =  0,6iO, 
b  =  0,490, 

de  sorte  que  soa  excentricité  augmente  ;  la  pression  maximum,  qui 
a  heu  au  sommet  du  grand  axe,  a  pour  valeur: 

.     R  =  1 360000(1  +  3,9«)  =  C6»j  MO. 

Si  le  profil  delà  chaudière  était  rigoureusement  circulaire,  la  près- 
«on  s'élèverait  seulement  à  iV86  par  miU.  carré  ;  la  faible  excen- 
tncité  qui  lui  a  été  donnée  rend  quintuple  la  pression-limite.  Si  l'on 
avait  déduitR  des  valeurs  o-,5o7  et  o-,493  des  demi-axes  primitifs, 
on  aurait  trouvé 

R  =  1Î68000  (1  +  »,T7)  =  6  0*7040  kil., 

résultat  trop  faible  d'un  tiers  environ.  Lorsqu'au  contraire  la 
pression  agit  de  dedans  en  dehors,  l'excentricité  diminuant,  on 
peut  employer  dans  la  formule  les  valeurs  primitives  des  demi- 
axes,  a.  et  b„  et  elle  donnera  une  limite  supérieure  de  la  résistance 
par  unité  de  surface. 


(1)  Paru,  Ualtet-Badidier,  I8&8. 
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CHAPITRE    TL 

RÉSISTANCE  DES  PORTES  D^ÉCLUSE. 


211 .  Aux  problèmes  sur  la  résistance  des  surfaces,  on  peut 
annexer  certaines  «luestions  relatives  aux  planchers,  aux  toitures, 
aux  portes  d'écluse.  Nous  choisissons  les  portes  d'écluse  comme  un 
des  exemples  les  plus  intéressants  d'une  étude  de  cette  nature.  Le 
problème  serait  extrêmement  complexe  s'il  fallait  le  traiter  en  toute 
rigueur;  mais  la  méthode  que  nous  exposons  ici  est  la  méthode  sim- 
plifiée que  Ton  suit  généralement  dans  les  applications. 

Les  écluses  sont,  en  général,  munies  d'une  paire  de  portes  symé* 
triques  et  symétriquement  placées  qui,  mobiles  adtour  de  leurs 
poteaux'tourillons^  ferment  le  passage  en  s'arc-boutant  l'une  contre 
l'autre,  ou  bien  le  laissent  libre  en  s'efiaçant  dans  les  enclaves  ré- 
servées dans  les  bajoyers.  Chaque  porte  consiste  essentiellement 
en  un  cadre  rectangulaire  ;  les  côtés  verticaux  de  ce  cadre  sont 
formés  par  le  poteau-tourillon  et  le  poteau  busqué^  et  les  côtés 
horizontaux  par  la  traverse  supj&rieure  et  la  traverse  inférieure. 
Les  portes  fermées  dessinent  en  plan  un  chevron;  leurs  tra- 
verses inférieures  portent  sur  la  sailàe  du  busc^  leurs  poteaux- 
tourillons  sur  la  maçonnerie  du  chàrdannet,  enfin  leurs  poteaux 
busqués  sont  en  contact,  et  se  fournissent  un  mutuel  appui.  L'inté- 
rieur du  cadre  est  garni  de  pièces  horizontales  appelées  entretoises^ 
ou  bien  de  pièces  verticales  appelées  aiguilles  \  les  premières 
rattachent  le  poteau  -  tourillon  au  poteau  busqué;  les  secon- 
des rattachent  la  traverse  haute  à  la  traverse  basse;  d*auires  pièces 
que  nous  indiquerons  plus  loin  sont  destinées  à  donner  de  la  rigidité 
aux  assemblages  des  éléments  principaux  de  l'ossature;  enfin  le  bor- 
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dage  recouvre  toute  cette  charpente  et  reçoit  directement  la  pres- 
sion dé  Teau. 

On  peut  considérer  la  porte  d'écluse  dans  deux  situations  prind- 
paies,  quand  elle  est  fermée,  et  quand  elle  est  ouverte.  Quand  elle 
est  fermée,  elle  supporte  sur  la  face  d'amont  une  pression  supérieure 
à  la  pression  qui  s'exerce  sur  la  face  d'aval,  et  elle  se  trouve  dans 
les  conditions  les  plus  défavorables  de  résistance  lorsque  la  diffé- 
rence du  niveau  de  l'eau  dans  les  deux  biefs  est  la  plus  grande  pos- 
sible. Lorsque  la  porte  est  ouverte,  elle  n'est  plus  soumise  qu'à 
l'action  delà  pesanteur  qui  tend  à  la  fois  à  la  renverser  autour  de  la 
crapaudine  du  poteau-tourillon  en  arrachant  le  collier,  et  à  déformer 
le  cadre  rectangulaire  en  faisant  tasser  d'une  certaine  quantité  le 
poteau  busqué.  Nous  examinerons  successivement  ces  deux  situa- 
tions. 

212.  Considérons  d'abord  l'équilibre  de  la  porte  fermée. 
Soit  ABC  le  buse,  donné  par  la  largeur  AG  du  pertuis  libre  et  par  la 
^«-  ^^'  flèche  BF  du  chevron  au  milieu 

de  cette  ouverture. 

AE,  CD  sont  les  enclaves  où 
les  portes  s'engagent,  en  re- 
traite sur  le  parement  des 
bajoyers.  A  et  G  sont  les  deux 
chardonnets  voisins  des  axes  de 
rotation.  Nous  représenterons 
par  2a  la  distance  AG  des  points 
d'appui  latéraux  des  portes,  et 
par  /,  la  flèche  FB.  Il  en  résulte  que  la  longueur  AB  ou  BC  de  chaque 

vantail  est  égale  à    a*  +  /*,  quantité    que  nous  représenterons 
par  /. 

Coupons  le  vantail  par  un  plan  vertical  normal  à  sa  direction  et 
soit  MN  sa  hauteur  (fig.  187)  ;  soit  PQ  le  niveau  de  l'eau  sur  la  face 
d'amont,  FQ'  le  niveau  de  Teau  sur  la  face  d'aval.  Pour  trouver 
la  pression  totale  exercée  par  la  porte  sur  chaque  vantail,  menons 
par  le  point  M  une  horizontale  indéfinie  sur  laquelle  nous  pren- 
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Fig.  iw. 


droBS  les  longueurs  MS  =  MP,  MT  =  MQ';  joignant  PS  et  Q'T, 

nous  aurons  des  triangles  isocMes  rec- 
tangles PMS,  Q'MT,  dont  les  ordonnées 
horizontales  mesureront  en  chaque 
point  la  pression  par  unité  de  surface 
exercée  en  ce  point  par  l'eau,  et  dont 
les  aires  mesureront  les  piessions  ta* 
taies.  Retranchant  du  grand  triangle 
TU  as      PMS  la  surface  du  petit,  HRS  =  TMQ', 

sans  altérer  les  hauteurs  des  ordonnées  représentatives  des  pressions 
locales,  nous  obtenons  en  définitive  un  contour  polygonal,  PHR,  dont 
les  ordonnées  représentent  les  poussées  nettes  subies  par  la  porte; 
elles  croissent  de  P  en  Q'  parce  que,  sur  cette  région,  l'une  des  faces 
de  la  poite  est  seule  soumise  à  l'action  de  l'eau,  et  elles  restent 
constantes  de  Q'  en  M,  région  où  l'eau  agit  sur  les  deux  faces. 

La  pression  totale  est  donc  proportionnelle  à  l'aire  du  trapèze 
PHRM,  dans  lequel  les  bases  PM  et  RH  sont  les  hauteurs  d'eau  A,  h 
de  chaque  côté  de  la  porte,  comptées  à  partir  du  seuil  m,  ou  de  la 
traverse  basse,  et  la  hauteur  MR=Q'H=PQ'  est  la  différence,  h—N^ 

de  ces  deux  hauteurs  d'eau.  L'aire  est  donc  égale  à  -  (A*  —  A") ,  et 

si  Ton  appelle  n  le  poids  du  mètre  cube  d'eau,  la  poussée  totale 

subie  par  la  porte  pai-  mètre  de  largeur,  sera  égale  à  —  (A* — A'*) ,  et 

par  suite  égale  à  —  (A*  —  A'*)  pour  la  largeur  L  Appelant  P  cette 
poussée,  nous  aurons  : 


Le  point  d'application  de  la  force  P  est  situé  sur  la  verticale 
moyenne,  1,  du  cadre  formé  par  le  vantail,  (fig.  186),  à  la  hauteur 
du  centre  de  gravité  G  du  trapèze  PMRH  (fig.  187);  pour  trouver 
le  point  G,  on  observera  qu'il  se  trouve  à  la  fois  sur  la  droite  SL, 
menée  du  point  S  au  milieu  de  la  droite  PM,  et  sur  la  droite  gg'  qui 
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joint  les  centres  de  gravité  g^  ^  des  deux  triangles  PRM,  PBH. 
La  même  poussée  s'exerce  eu  T,  à  la   même  hauteur,  sur  le 
second  vantail.   Les  forces  P  et  F  sont  équilibrées  par  les  réac- 
tions des  appuis  des  deux   portes,  c'est-à-dire  par  les  réactions 
du  buse  et  des  deux  cbardonneis;  les  deux  portes  exercent  de 
plus  une  poussée  l'une  sur  l'autre  par  l'intermédiaire  de  leurs 
poteaux   busqués;  Si  l'on  connaissait  exactement  la  loi  suivant 
laquelle  la  charpente  des  portes  fléchit  sous  l'action  des  forces  qui 
y  sont  appliquées,  on  pourrait  déterminer  avec  précision  la  por- 
tion d'effort  qui  se  transmet  en  chacun  des  points  d'appui.  Mats 
le  problème  ainsi  envisagé  est  d'une  complication  qui  en  rend  la 
solution  presque  impossible.  On  simplifiera  la  question  en  admettant 
que  la  poussée  de  l'eau  sur  chaque  vantail  se  partage  seulement 
entre  le  chardonnet  et  le  poteau  busqué,  et  en  négligeant  la  réaction 
du  J)usc  sur  la  traverse  basse.  11  est  certain  qu'on  pourrait  disposer 
du  tracé  de  la  traverse  basse  et  de  la  pièce  de  bois  qui  garnit  le  buse, 
de  telle  sorte  que  la  réaction  de  ces  deux  pièces  fût  aussi  petite 
qu'on  le  voudrait.  On  peut  donc  à  la  rigueur  la  considérer  comme 
nulle.  La  réaction  mutuelle  R,  R'  des  deux  vantaux  devant  être  nor- 
male à  la  ligne  d'axe  BF  de  l'écluse,  à  cause  de  la  symétrie,  on 
mènera,  par  le  point  B,  la  droite  BR  perpendiculaire  à  BF,  et  on  U 
prolongera  jusqu'à  la  rencontre,  au  point  K,  de  la  direction  IP.  Joi- 
gnant KA,  on  aura  la  direction  de  la  réaction,  R,  du  chardonnet,  et 
l'on  trouvera  ensuite  les  forces  R  et  R,  en  décomposant  la  force  don- 
née P,  transportée  au  point  K,  suivant  les  directions  connues  KA,  KB; 
ces  deux  forces  R  et  R^  seront  égales.  Ce  que  Ton  fait  ainsi  pour  la 
poussée  totale  à  lahautenr  du  centre  de  gravité  G,  on  peut  le  faire  à 
toute  hauteur  comprise  entre  le  point  M  et  le  point  P  pour  la  pres- 
sion locale  qui  s'exerce  à  cette  hauteur  et  qui  est  donnée  par  l'or- 
donnée correspondante  du  contour  PHR;  on  saura  donc,  pour  chaque 
tranche  horizontale,  quelle  pression  s'exerce  entre  le  poteau-touril- 
lon et  le  chardonnet,  d'une  part,  entre  les  deux  poteaux  busqués  de 
Fautre.  La  traverse  basse,  dans  cette  hypothèse,  est  en  contact  avec 
le  buse,  sans  y  développer  aucun  effort.  On  peut  remarquer  que  les 
forces  égales  R,  R^,  projetées  sur  la  direction  de  P,  donnent  par  leur 
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somme  une  force  égale  à  P;  donc 

P  =  2R  cos  BKI  =  2R  cos  ABF  =  2R?5  =  2R  (, 

et  par  suite 

213.  La  direction  de  la  force  Rp  ou  plutôt  celle  de  la  force  R,« 
réaction  égale  et  contraire  de  la  porte  sur  la  maçonnerie  de  Técluse, 
indique  quelle  position  il  faut  donner  aux  massifs  de  maçonnerie  desti- 
nés à  contre-buter  cette  force.  Le  tracé  du  poteau-tourillon  et  du  char- 
donnet  doit  aussi  être  tel  qu'au  moment  où  la  porte  se  ferme,  ces  deux 
surfaces  se  touchent  suivant  un  élément  normal  à  la  direction,  AR,, 
de  la  pression  mutuelle.  Si  le  contact  n'était  pas  ainsi  assuré,  le 
poteau-tourillon  ne  serait  pas  soutenu  sur  toute  sa  longueur  contre 
l'action  de  Tune  des  composantes  de  la  force  R^,  et  les  réactions 
de  la  crapaudine  et  du  collier  devraient  équilibrer  à  elles  seules 
cette  composante;  la  rupture  du  poteau-tourillon  est  la  consé- 
quence ordinaire  d'une  erreur  commise  à  cet  égard.  On  peut  éviter 
ce  danger  en  adaptant  au  poteau-tourillon,  d'une  part,  une  pièce  de 
charpente  plaquée  sur  la  face  d'aval  du  vantail  et  qui  sert  de  matelas 
entre  la  porte  et  la  maçonnerie,  et  d'autre  part  des  saillies  métalli- 
ques discontinues,  prolongeant  chaque  entretoise  extérieurement 
au  cadre  et  venant  buter,  quand  la  porte  se  ferme,  sur  le  fond  de  la 
courbe  du  cbardonnet.  Cette  solution  est  particulièrement  indiquée 
pour  les  portes  en  tôle  qui  sont,  depuis  quelques  années,  passées 
dans  les  usages  de  la  construction.  Elle  revient 
à  proprement  parler  à  décompo&er  la  force  R^ 
en  deux  forces,  l'une  normale,  l'autre  parallèle 
à  la  direction  de  la  porte  et  à  offirir  à  chacune  une 
surface  d'appui.  La  force  normale  sera  égale  à 
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et  la  force  parallèle  à 
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21  â.  Revenons  à  la  distribution  des  pressions  de  Teau.  Pour  tout 
point  compris  entre  les  niveaux  P  et  Q'  (fig.  187),  à  la  profondeur  x 
au-dessous  du  bief  d'amont,  la  pression  de  l'eau  par  unité  de  surface 
est  égale  à  Dx;  au  point  Q'  elle  devient  égale  à  n  {h-K)  et, conserve 
cette  valeur  entre  les  niveaux  Q'  f  ^  ^  ' . 
Supposons  que  le  cadre  de  k  ;  jrte  soit  garni  d'entretoises  hori- 
zontales. La  poussée  de  l'eau  sur  une  en- 
tretoise m  sera  représentée  approximative- 
a   '     ment  (fig.  189)  par  l'aire  comprise  entre  la 
ligne  des  pressions  PHR  et  les  ordonnées 
IK,  TK',  menées  à  moitié  de  rintervalle  des 
deux  entretoises  voisines   m',  wl\  Cette 
_^_  charge  s'applique  à  chaque  unité  de  lon- 
gueur de  la  pièce. 

Cette  détermination  est  purement  appro- 
ximative; pour  trouver  les  réactions  exactes, 
il-laudrait  appliquer  au  bordage  qui  s'aj)puie  sur  les  entretoises 
successives,  les  équations  fournies  par  le  théorème  des  trois  moments  ; 
on  sait  d'ailleurs  {§  169)  que  de  petits  déplacements  des  appuis  en- 
traînent de  grandes  variations  dans  les  moments  fléchissants  et  dans 
les  pressions  que  ces  appuis  ont  à  supporter.  Il  est  donc  permis 
d'admettre  que  la  position  exacte  des  appuis  a  été  réglée  de  manière 
âî  assurer  la  répartition  d'efforts  qui  vient  d'être  définie. 

On  détermine  ainsi  une  valeur  approchée  de  la  poussée  horizon- 
tale qui  s'exerce  sur  chaque  entretoise  en  particulier,  et  qui  est  ré- 
partie uniformément  dans  sa  longueur.  On  assimilera  Teotretoise  à 
une  pièce  posée  sur  deux  appuis,  i^irésentés  ici  par  les  assem- 
blages avec  les  poteaux  verticaux  du  vas^tail,  et  sollicitée  par  une 
charge  normale  uniformément  distribuée;  les  foraiules  connues 
permettront  de  calculer  les  flèches  prises  par  la  pièce,  et  les  pres- 
sions locales  développées  en  différents  points  des  sections.   Mais 
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Teotretoise  oe  subit  pas  seulement  cette  poussée  normale  ;  elle  est 
encore  soumise  aux  réactions  obliques  du  chardonnet  et  du  poteau 
busqué;  projetant  ces  réactions  sur  Taxe  longitudinal  de  la  pièce, 
OD  aura  la  valeur  de  la  compression  à  laquelle  elle  doit  résister. 
Le  calcul  de  cette  force  de  compression  est  facile,  lorsqu'on  a  dé- 
terminé la  réaction  R  des  deux  vantaux;  en  effet,  si  jd  est  la  pous- 
sée exercée  par  l'eau  sur  l'unité  de  longueur  de  l'entretoise,  pi 
est  la  poussée  subie  par  l'entretoise  entière  \  elle  se  décompose  de 
la  même  manière  que  la  poussée  totale  P,  et  donne  par  consé- 
quent sur  le  poteau  busqué,  parallèlement  aux  forces  R  une  force 
égale  à 

,     R 

011  bien  à 

la  compression  de  l'entretoise  est  la  projection  de  cette  force  sur  la 
direction  de  la  pièce;  c'est  donc  le  produit  de^  par  le  cosinus  de 
l'angle  KBÂ  (fig.  186) ,  ou  de  Fangle  égal  BAF,  ou  enfin  par  le  rapport 

AB  ^  /  ' 
la  compression  de  l'entretoise  est  donc  égale  à 

Le  moment  fléchissant  au  milieu  de  l'entretoise  est  égal  à 

8  ' 

appelons  m  et  n  les  dimensions  de  la  section  de  l'entretoise  suppo- 
sée rectangulaire,  m  étant  la  dimension  horizontale  et  n  la  dimension 
yerticale,  nous  aurons 

Û  =  mn, 
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les  plus  grandes  valeurs  absolues  de  v  sont  égales  à  —,  et  les  char- 
ges extrêmes  de  la  matière  dans  la  section  du  milieu  seront  don- 
nées par  l'équation 

p^     m 
pla  8   ^2_p/«      /g  3\ 

où  le  signe  supérieur  correspond  à  la  face  antérieure  de  la  pièce,  la 
compression  et  la  flexion  s' ajoutant  sur  cette  face  pour  raccourdr  les 
fibres,  et  le  signe  inférieur  à  la  face  postérieure,  la  compression 
générale  des  fibres  y  étant  au  contraire  soulagée  par  la  flexion  et 
par  l'extension  qui  en  est  la  suite. 

En  réalité,  l'entretoise  n'est  pas  simplement  posée  contre  le  poteau 
tourillon  et  le  poteau  busqué;  elle  y  est  réunie  par  des  assemblages 
qui  constituent  une  sorte  d'encastrement  imparfait;  le  moment  flé- 
chissant limite  en  est  un  peu  diminué  et  la  pression  maximum  est  par 
conséquent  un  peu  moindre  que  la  pression  calculée. 

215.  Cherchons  quel  espacement  il  faut  donner  aux  entretoises 
pour  que  les  poussées  qu'elles  subissent  soient  sensiblement  égales. 
Au-dessous  du  niveau  FQ',  l'espacement  uniforme  assure  à  peu  près 
cette  égalité  des  poussées,  puisque  la  pression  de  l'eau  devient  con- 
stante. Nous  n'avons  donc  à  nous  occuper  que  de  l'inteiTalle  PQ'où 
la  pression  varie  avec  la  profondeur. 
Nous  supposerons  qu'il  y  ait  une  entretoise  à  la  hauteur  du  bief 
**«•  "®-  d'aval   Q'  et  une   autre   à   la  hauteur 

du  bief  d'amont,  P. 
.   X  D'après  notre  hypothèse,  si  nous  par- 

,1     \r»  tageons  en  deux  parties  égales  les  inter- 

I*»  X  ^.  valles  Pm,  mn,  np,  pQ*  et  que,  par  les 

Jp j\  ,         points  de  division  I,  T,  I",  F",  nous  me- 

>    'J.^  "-•— V^     nionsleshorizontales IK,  l'K',  F'K",  TK*^, 

r  "  jusqu'à  la  rencontre  de  la  droite   PH, 

inclinée  à  46»,  l'entretoise  P  subira  une  poussée  représentée  par 


i 


f '-^ 
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laire  du  triangle  PIK-,  l'entretoise  m,  une  poussée  représentée  par 
l'aire  du  trapèze  IKKT,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  lentretoise  Q'  qm 
subira  une  poussée  représentée  par  l'aire  du  trapèze  I'"K"'HQ\  d'une 
part,  et  de  l'autre,  par  l'aire  d'un  rectangle  Q'HH'y,  qui  compléta 
la  poussée  subie  par  cette  entretoise,  en  y  ajoutant  la  part  de  pres- 
sion due  à  la  présence  du  liquide  au-dessous  du  niveau  Q',  Laissons 
décote  ce  rectangle  complémentaire;  Ja distribution  sera  sensible- 
ment égale  si  les  surfaces 

PiK,  iKK'r,  l'KK'i",  i"R''rr, 

sont  équivalentes,  et  si  l'aire  rK'"IIQ'  est  la  moitié  de  leur  valeur 
commune;  on  espacera  ensuite  les  entretoises  inférieures  à  (y,  de 
manière  que  le  rectangle  Q'yH'H,  ajouté  au  trapèze  r"K'"HQ',  com- 
plète la  valeur  commune  des  aires  des  trapèzes  précédents. 
S'il  en  est  ainsi,  les  aires  cumulées 

PIK,    PI'K',     Pl'R'',    PrK",     PQ'H 
seront  proportionnelles  aux  nombres 

i,        2.        3,        4,        4^ 
ou  aux  nombres 

2,        4.        6,        8,        9, 

ei,  plus  généralement,  si  n  est  le  nombre  d'entretoises  du  point  P  au 
point  (y,  y  comprisses  entretoises  placées  aux  niveaux  extrêmes,  les 
triangles  successifs  qui  représentent  les  charges  cumulées,  seront 
entre  eux  comme  les  nombres, 

2,      4,      6, 2n^2,      «n  — 1. 

Or  tous  ces  triangles  sont  semblables  ;  leurs  côtés  homologues, 
c'est-à-dire  les  distances  du  point  P  aux  points  I,  F,  I",  T,  (y,  sont 
Mans  le  rapport  des  racines  carrées  des  surfaces,  ou  comme  les 
lombres 
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on  aura  donc 

PI  =  PQ'  X      ^ 


PI'  =  PQ'  X 
Pr=PQ'x 


V^gyi  —  g 


ce  qui  permettra  de  placer  les  points  I,r,r',..,  sur  la  verticate  PCy. 
Qd  placera  ensuite  les  points  m,  n,  p,  de  manière  que  les  points 
I  l't  r,  V'\  soient  les  milieux  des  intervalles  successifs 

Pm,    mn,    np,    pQ\ 

La  construction  des  points  I  peut  se  faire  géométriquement. 

Partageons  la  distance  PQ'  en  2n — i  parties  égales,  et  marquons  les 

Pig.i«i.  points  de  division  a,  p,  y, ...  correspondants  aux 

nombres  paire  s,  4»  6,...  un — a  ;  sur  PQ'  comme 

diamètre  décrivons  un  demi-cercle  ;  par  les  points 

\^x  "v  \      *•?»  ï»  •"  ™^^°ons  des  perpendiculaires  sur  le 

p_   j^-Kj2>JB'  <iÎ2iDiètre  de  ce  cercle.  Soient  a',  p',  y', ...  les 

"     '       \]     P^îû^  de  rencontre  de  ces  perpendiculaires  avec 

^'     la  circonférence;  nous  aurons»  en  joignant  Pa, 

pp\  py....  : 


V 


ou  bien 


P«'*=P«XPQ'  =  Pû'"x5"?-3^ 


Pd'rrPQ'X     ^y^    ,, 


PP'  =  PQ'  X 


Il  sufiit  donc  de  rabattre  sur  la  verticale  les  distances  Pa',  P^, ... 
pour  trouver  les  points  cherchés,  I,  T,  T.*. 
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Ce  tracé  donne  des  entœtoises  très-serrées,  dans  le  bas  de  la 
porte  et  très-écartées  dans  le  haut.  On  ne  s'astreint  pas,  dans  la 
pratique,  à  suivre  cette  répartition. 

216.  Si  le  cadre  de  la  porte  est  garni  d*aigùilles  verticales  au  lien 
d'eotretoises  horizontales,  il  faut  en  outre  introduire  à  différentes  hau- 
teurs, dans  le  sens  horizontal,  des  pièces  capables  d'équilibrer  la  com- 
pression due  à  la  réaction  mutuelle  des  deux  poteaux  busqués.  On 
peut  employer  à  cet  effet  une  série  de  manchons  cylindriques  creux, 
en  foDte  ou  en  bronze,  ayant  pour  longueur  exacte  la  distance  libre 
entre  deux  aiguilles  voisines,  et  les  enfiler  sur  une  même  tige  métal- 
lique traversant  la  porte  horizontalement,  et  perçant  les  aiguilles  en 
divers  points  de  leur  axe  neutre.  Le  serrage  d'un  écrou  adapté  à  cette 
•  tige  fournit  un  excellent  moyen  de  donner  de  la  rigidité  à  tous  les 
assenjblages.  Ce  système  introduit  pour  ainsi  dire  une  sorte  de  divi- 
sion du  (j'availentre  les  éléments  de  l'ossature  ;  les  pièces  verticales 
résistent  à  la  poussée  de  Teau,  et  la  partagent  entre  la  traverse  basse 
et  la  traverse  haute;  la  traverse  basse  transmet  la  poussée  qu'elle 
reçoit  à  la  saillie  du  buse  (i)  ;  la  traverse  haute  la  reporte  sur  le 
chardonnet  et  le  poteau  busqué.  Enfin  les  différents  cours  de  man- 
cfaons  et  les  tiges  qui  les  traversent,  s'opposent  à  toute  variation  de 
Técartement  des  aiguilles  et  des  montants  verticaux  du  cadre  :  les 
aiguilles  ne  travaillent  qu'à  la  flexion,  les  manchons  qu'à  la  com- 
pression. Les  entretoises  au  contraire  subissaient  à  la  fois  les  deux . 
genres  d'efforts. 

Nous  avons  traité  (§  84)  le  problème  de  la  répartition  des  efforts 
dans  une  aiguille  verticale  soumise  sur  ses  deux  faces  à  la  poussée 
de  Teau  ;  on  admet  dans  ce  calcul  que  l'aiguille  est  posée  sur  ses 
appuis  ;  Tencastrement  incomplet  qui  la  réunit  aux  deux  traverses, 


(')  Ceci  semble  en  contradiction  avec  l'hypothèse  que  nous  avons  faite  en  commen- 
^nt,  à  savoir,  qu'il  n'y  avait  pas  de  pression  au  contact  de  la  saillie  du  buse  et  de  la 
îraverae  hn^se.  Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  cette  hypothèse  n'a  rien  de  réeL 
On  l'a  faite  pour  se  placer  tout  d'abord  dans  le  cas  le  plus  défavorable.  On  calcule  les 
«dimensions  des  pièces  d'après  cette  supposition  ;  (a  résistance  en  sera  à  fortiori  assurée, 
ii  la  porte  trouve  un  nouvel  appui. 
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Fig.  19Î. 


-rjF  K 


soalage  la  pièce  et  réduit  la  valeur  extrême  des  moments  fléchis- 
sants. 

La  disposition  par  aiguilles  paraît  plus  avantageuse  au  point  de 
vue  de  laroideur,  à  la  disposition  par  entretoises  horizontales,  lors- 
que le  vantail  a  une  largeur  plus  grande  que  sa  hauteur  «  ce  qui 
aiTive  fréquemment  pour  les  écluses  à  la  mer;  le  rapport  de  l'épais- 
seur d'une  pièce  à  sa  portée  est  un  des  éléments  qui  influent  le  plus 
sur  sa  rigidité.  Si  donc  la  hauteur  de  la  porte  est  moindre  que  sa 
largeur,  on  pourra,  pour  une  même  épaisseur  de  porte ,  avoir  dep 
pièces  plus  rigides  en  les  plaçant  verticalement  qu'en  les  plaçant 
horizontalement. 
217.  Considérons  enfin  la  porte  ABCD  dans  son  enclave  ou  pendant 

sa  rotation  autour  du  poteau-touril- 
lon. Le  poids  Q  de  la  porte,  diminué, 
s'il  y  a  lieu,  de  la  poussée  que  l'eau 
exerce  de  bas  en  haut  sur  ce  système, 
en  partie  plongé,  est  équilibré  par  la 
réaction  verticale  de  la  crapaudine 
E|  laquelle  est  égale  à  Q,  et  par  un 
\._-NvK  couple  (X,-X)  de  deux  forces  hori- 
uj  ^^zontales,  développées  en  E  par  la 
crapaudine,  en  F,  par  le  collier.  Les  forces  X  seront  donc  déterminées 
par  l'équation  des  moments 

û  X  GH  =  X  X  EF. 

On  devra  s'assurer  tout  d'abord  que  la  force  Q  ne  menace  pas 
d'écraser  le  poteau-tourillon  AD  ou  la  crapaudine  E ,  et  que  les 
forces  X  ne  sont  capables  d'arracher  ni  la  crapaudine,  ni  le  collier, 
ni  les  liens  qui  attachent  le  collier  à  la  maçonnerie,  ni  enfin  les  assises 
de  maçonnerie  qui  servent  à  cet  amarrage.  Le  poids  de  la  porte  tend 
en  outre  à  déformer  le  quadrilatère  ABCD,  tm  faisant  descendre  le 
cdtéBG,  et  en  faisant  varier  les  angles  dé  la  figure.  On  prévient  cette 
déformation  en  réunissant  les  sommets  opposés  du  quadrilatère  par 
des  liens  diagonaux,  savoir,  par  un  bracon^  DB,  pièce  qui  travaillera 
à  la  compression,  ou  par  une  écharne  AC»  qui  aura  à  résister  à  l'ex- 
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tension.  Le  bracon,  pièce  de  bois  interrompue  à  chaque  entretoise, 
paraît  moins  eOicaee  que  Técharpe,  qu'on  peut  tendre  à  volonté  sur 
les  deux  Taces  de  la  porte.  Puur  calculer  la  dimension  de  Técharpe,. 

00  iisaginera  que  le  poids  -  Q  soit  suspendu  au  point  G ,  Tautre 

moitié  du  poids  Q  étant  supposée  appliquée  au  poteau-tourillon,  et 
OD  décomposera  ce  poids  suivant  les  directions  CD,  et  AG  prolongée; 
on  trouvera  ainsi  une  force  GL,  qui  sera  la  compression  produite  par 
Técharpe  dans  la  traverse  basse;  et  une  force  CN,  qui  sera  la  tension 
développée  dans  Técbarpe.  Connaissant  cette  tension,  on  déterminera 
la  section  de  l'écharpe  de  telle  sorte  que  l'efTort  par  millimètre  carré 
n'y  excède  pas  une  faible  limite,  et  n'y  con*esponde  quà un  allon- 
gement insensible. 

La  force  CN  se  transmet  par  Técbarpe  au  point  Â  ;  là  elle  se  dé- 
compose en  deux  :  la  force  AS  z=:  -^^  tend  à  comprimer  le  poteau- tou- 
rillon, la  force  AK  =  CL  tend  à  le  fléchir;  la  force  CL  qui  comprime 
la  traverse  basse  se  transmet  de  même  en  D  et  tend  à  fléchir  le 
poteau-tourillon  dans  la  direction  DI.  Nous  retrouvons  encore  ici 
un  couple  (AK,  DI)  qui  fait  équilibre  au  couple  (X,-X)  des  réactions 

des  appuis  extérieurs  ;  la  force  Q,  somme  des  forces  -  et  AS,  est 

équilibrée,  nous  l'avons  vu  çiéjà,  par  la  réaction  verticale  de  la  cra- 
paudine. 

On  peut  aussi  donner  aux  portes  d'écluse  de  la  résistance  aux 
actions  de  leur  propre  poids  en  assurant  par  des  équerres  les  angles 
des  entretoises  et  du  cadre,  ou  en  boulonnant  les  pièces  de  char- 
pente qui  en  composent  l'ossature,  de  manière  à  prévenir  tout 
icartement,  ou  enfin  en  couvrant  toute  la  porte  d'un  bordage  r>gide. 
II  existe  enfin  des  portes  courbes  dont  la  convexité  est  dirigée  vers 
le  bief  d'amont.  Cette  disposition  a  pour  effet  de  rendre  plus  égales 
les  pressions  développées  aux  diffêients  points  des  entretoises.  Les 
calculs  de  résistance  pourront  se  faire  dans  ces  différents  cas  en  sui- 
vant une  marche  analogue  à  celle  que  nous  venons  d'indiquer. 


LIVRE  SEPTIÈME. 


EQUILIBRE  ET  STABILITE  DES  MASSIFS. 


INTRODUCTION. 


21S,  La  stabilité  dont  il  sera  question  dans  ce  livre  n'a  pas  la 
même  définition  que  la  stabilité  étudiée  dans  la  statique  rationnelle. 
En  statique,  on  dit  qu'un  système  en  équilibre  est  dans  une  position 
stable,  lorsqu'il  tend  à  revenir  dans  cette  position  quand  on  l'en 
écarte  infiniment  peu.  Dans  la  théorie  de  la  résistance  d'un  massif,  on 
dit  de  l'équilibre  qu'il  est  stable,  lorsqu'il  persiste,  sans  déformations 
sensibles,  après  qu'on  a  fait  subir  aux  forces  de  légères  variations  de 
direction  et  de  grandeur.  En  un  mot,  l'équilibre  d'un  ouvrage  ne 
doit  pas  être  un  équilibre  strict,  dans  lequel  les  forces  soient  inva- 
riablement déterminées  ;  les  efforts  extérieurs  sont  variables  au  con- 
traire entre  certaines  limites  :  et  ces  variations  ne  doivent  point 
altérer  d'une  manière  sensible  la  forme  de  l'ouvrage  ;  elles  doivent 
fleolement  produire  des  variations  dans  les  réactions  de  ses  appuis 
et  dans  les  tensions  et  pressions  intérieares. 

Mous  avons  déjà  étudié  au  moyen  d'une  hypothèse  la  répartition 
des  pressions  sur  les  différentes  sections  horizontales  d'un  massif 
pesant,  ou  plus  généralement  la  répartition  d'une  pression  dirigée 


396  LOIS 

comme  on  voudra  sur  un  plan  perpendiculaire  à  sa  direction.  Nous 
aurqns  à  employer  dans  ce  qui  suit  les  résultats  obtenus  dans  notre 
premier  livre.  Outre  les  efforts  normaux  aux  plans  de  joint,  que  nous 
savons  répartir,  il  y  a  lieu  de  considérer  aussi  des  efforts  tangen- 
tiels,  ou  parallèles  aux  mêmes  plans.  Ce  sont  les  effi^rts  tran- 
chants du  massif.  Lorsque  le  plan  de  joint  est  réel,  les  efforts  paral- 
lèles doivent  être  équilibrés  par  le  frottement  des  deux  pai-tîes 
solides  qui  se  touchent  par  cette  surface.  Mais  on  peut  aussi  étudier 
l'équilibre  d'une  portion  de  massif  terminé  à  un  plan  quelconque, 
qui  devient  en  quelque  sorte  un  plan  de  joint  fictif  (§  64).  Alors  les 
efforts  tranchants  sont  équilibrés  non-seulement  par  le  frottement  des 
parties  en  contact,  mais  encore  par  la  cohésion  qui  s'exerce  entre  les 
molécules  appartenant  à  un  seul  et  même  solide  rencontrées  par  le 
plan  sécant. 

2 1 9.  Les  lois  du  frottement  de  glissement  sont  assez  bien  connues^ 
depuis  les  belles  recherches  de  Coulomb  (i)  ;  les  études  plus  récentes 
sur  le  même  sujet  ont  confirmé  les  résultats  qu'il  avait  obtenus.  On 
sait  que  le  frottement  entre  solides  au  repos  a  pour  limite  une  force 
dirigée  en  sens  inverse  du  sens  dans  lequel  le  déplacement  relatif 
tend  à  s'opérer,  et  égale  en  intensité  au  produit  de  la  pression  nor- 
male par  un  nombre  appelé  coefficient  du  frottement^  qui  dépend  de 
la  nature  des  corps  en  contact.  Lorsqu  il  y  a  glissement  mutuel  des 
deux  solides,  le  frottement  est  égal  à  sa  limite;  il  est  dirigé  en  sens 
contraire  du  mouvement  relatif-,  il  est  proportionnel  à  la  pression, 
et  le  coefficient,  une  fois  le  mouvement  commencé,  devient  un  peu 
moindre  qu'au  moment  du  départ.  Enfin  le  coefficient  du  frottement 
des  solides  est  indépendant  de  la  vitesse  relative,  du  moins  entre 
des  limites  de  vitesse  très-étendues,  et  comme  le  frottement  total  est 
proportionnel  à  la  pression  totale  qui  s'exerce  entre  les  deux  corps» 
le  coefficient  du  frottement  est  indépendant  de  l'aire  des  surfaces  de 
contact. 


(1)  Théorie  d$t  maehinn  simples,  1781. 
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L'angle  du  frottement  est  l'angle  dont  la  tangente  trigonométrique 
tôt  égale  au  coefficient  du  frottement. 

Le  coefficient  du  frottement  des  matériaux  entrant  dans  les  ma- 
çonneries a  été  déterminé  par  divers  expérimentateurs.  Nous  em- 
pruntons à  Y  Introduction  à  la  Mécanique  industrielk  de  M.  Pon- 
celet  les  tableaux  suivants. 

Rétistanee  au  départ  après  un  certain  temps  de  repos  (*). 
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Expériences  de  M.  Morin. 


Calraire  tendre  bien  dressé  sor  calcaire  tendre 

Calcaire  dur —  

Brique  ordinaire —  

Chêne  debout —  

Fer  forgé ~  

Calcaire  dur  bien  dresse  snr  calcaire  dur 

Calcaire  tendre —  

Brique  ordinaire —  

Cheoe  debout —  

Fer  forgé —  

Calcaire  tendre  sur  calcaire  tendre  avec  mortier  frais  en  sable  fin. 

Expériences  de  divers. 
Grès  uni  sur  gré  uni  à  sec  (Rennie). 


avec  mortier  frais  (id.). 
lei 


Calcaire  dur  poli  sur  calcaire  dur  poli  (Rondelet) 

—     buuchardésur  calcaire  bouciiardé  (Boistard) 

Graiyt  bien  dressé  sur  granit  bouchardé  (Rennie) 

—     avec  mortier  frais  sur  granit  boudiardë  (id.) 

Caisse  en  bois  sur  pavé  (Régnier) 

—  la  terre  battue  (Hubert) 

Pierre  de  libage  sur  un  lit  d'argile  sèche  (Lesbros) 

—  ,  Targile  étant  humide  et  ramollie 

—  ,  Targiie  étant  pareillement  humide,  mais  recou- 

verte de  grosse  grève 


EAPPOAT 

du  frotteoMat 

à  la 

pression. 


0.74 
0.76 
0.67 
0.63 
0.49 
0.70 
0.75 
0.67 
0.G4 
0.42 
0.74 


0.71 
0.66 
0.58 
0.78 
0.66 
0.49 
0.58 
0.33 
0.61 
0.34 

0.40 


(^  Pa^e  48«. 
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LOIS 


Frottement  pendant  le  glitsement  (*). 


iNxncAnoii  BEI  snrkcu. 


ifPFon 

do  frottement 

àU 

pnnion. 


Calcaire  tendre  bien  dressé,  sur  calcaire  tendre. 

Calcaire  dur — 

Brique  ordinaire — 

Ctiéne  debout.  .......  » 

Fer  forgé — 

Calcaire  dur  bien  dressé  sur  calcaire  dur.  .  .  . 

Calcaire  tendre ^  .... 

Brique  ordinaire —  .... 

Ctiéne  debout.  ......  —  .... 

Fer  forgé  (en  long). ...  —  .... 

Fer  forgé —  ,  les  surfaces  étant  mouil- 


lées. 


0.64 
0.67 
0.6S 
0.38 
0.69 
0.38 
0.65 
0.60 
0.88 
0.24 

0.80 


220.  Les  lois  de  la  cohésion  sont  moins  connues  que  celles  du  frot- 
tement de  glissement.  Oi\  admet  que  la  cohésion  est  proportionnelle 
à  l'étendue  de  la  surface  de  jonction  des  deux  parties  du  solide  entre 
lesquelles  elle  s'exerce,  et  qu'elle  est  indépendante  de  la  pression  mu- 
tuelle. Des  expériences  de  M.  Boistard  et  de  M.  Morin,  dont  les  prin- 
cipaux résultats  sont  rapportés  dans  VintroductioD  à  la  mécanique 
industrielle  de  M.  Poncelet,  p.  4^9,  ont  conduit  à  une  évaluation 
approximative  de  la  cohésion  ou  de  l'adhérence  des  pierres  et  des 
mortiers  ou  enduits  interposés  entre  elles,  la  rupture  des  massifs  de 
maçonnerie  soumis  aux  expériences  s'est  toujours  opérée  suivant  les 
plans  de  joint;  mais  avec  le  mortier,  la  rupture . divise  la  couche 
placée  entre  les  pierres  ;  avec  le  plâtre  au  contraire  la  rupture  ne  di- 
vise pas  l'enduit,  et  le  sépare  de  l'une  des  pierres  voisines.  Dans  le 
premier  cas,  il  y  a  cohésion  proprement  dite  ;  dans  le  second,  il  y  a 
adhérence.  La  cohésion  et  l'adhérence  des  mortiers  et  autres  en- 
duits croissent  avec  le  temps  jusqu'à  la  parfaite  Solidification  des 
i:i:uières.   La  cohésion  dans  l'intérieur  des  pierres  a  été  l'objet 
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d'uD  très-petit  nombre  d'expériences;  Coulomb  en  rapporte  trois  oa 
quatre  dans  son  essai  sur  les  voûtes.  En  résumé,  on  ne  possède  pas 
de  données  bien  positives  sûr  les  valeurs  de  la  cohésion  ;  ces  données 
seraient  d'ailleurs  peu  utiles,  car  généralement  on  n'a  pas  à  en  faire 
usage.  Il  ne  serait  pas  prudent  de  compter  sur  la  cohésion  des  mor- 
tiers pour  assurer  l'équilibre  d'un  massif  en  maçonnerie;  le  frot- 
tement doit  suffire. 

Des  principes  analogues  s'appliquent  aux  terres  et  aux  corps  qui 
peuvent  se  présenter  à  l'état  semi-fluide.  Il  y  a  entre  les  molécules 
terreuses  des  forces  qui  proviennent  du  frottement,  et  qui  permettent 
à  uue  terre  fraîchement  remuée  de  se  tenir  en  équilibre  sous  un  talus 
incliné  d'un  certain  angle  à  l'horizon.  S'il  n'y  avait  pas  de  frottement, 
les  terres  seraient  dans  les  mêmes  conditions  qu  un  liquide,  et  la 
surface  libre  devrait  être  pour  l'équilibre  un  plan  horizontal.  L'exis- 
tence du  frottement  est  démontrée  par  l'inclinaison  du  talus  naturel. 
De  plus,  la  terre  pilonnée,  ou  même  la  terre  qui  a  été  exposée  long- 
temps aux  actions  atmosphériq[ues,  acquiert  une  cohésion  qui  lui 
donne  à  certains  égards  les  propriétés  d'un  solide. 

Ce  livre  a  pour  objet  l'étude  de  l'équilibre  intérieur  et  de  la  sta- 
bilité des  massifs;  nous  nous  occuperons  d'abord  des  voûtes;  puis 
nous  passerons  aux  murs  soumis  à  des  poussées  latérales. 


CHAPITîlE   PREMIER. 

VOUTES  EN  BERCEAU. 


22i .  Les  principes  de  la  construction  des  voûtes  sont  connus  depuis 
l'antiquité,  mais  c'est  seulement  dans  les  temps  modernes  qu'on  a 
cherché  à  donner  une  théorie  géométrique  des  conditions  de  leur 
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équilibre.  La  plus  ancienne  méthode  de  véiification  deréquUa>re 
d'une  voûte  est  attribuée  au  célèbre  géomètre  De  La  Hire,  qui  mourut 
en  1 718  ;  et  malgré  les  défauts  de  cette  itiéthode,  elle  fut  longtemps 
suiv'^e,  et  est  encore  recommandée  dans  les  ouvrages  de  Bélidor  (mort 
en  1761)  ;  c'est  seulement  Coulomb  qui  la  compléta  en  faisant  pa- 
raître, vers  la  fin  du  siècle  dernier,  son  essai  sur  une  application  des 
règles  de  maximis  et  de  minimis  à  quelques  problèmes  de  statique 
relatifs  à  t  architecture.  Coulouib  étudie  dans  ce  mémoire  les  lois  de 
la  résistance  des  piliers,  des  murs  de  revêtement  et  des  voûtes,  en 
tenant  compte  du  frottement  et  de  la  cohésion  des  diverses  parties 
de  ces  massifs.  Jusqu'alors,  lorsqu'on  avait  décomposé  les  voûtes  eu 
plusieurs  fragments  pour  s'assuier  de  l'équilibre  particulier  de  cha- 
cun d'eux,  on  avait  opéré  arbitrairement  ces  décompositions;  Cou- 
lomb employa  les  méthodes  analytiques  pour  chercher  les  décom- 
positions les  plus  importantes  à  considérer,  c'est-à-dire  celles  qui 
mettent  en  évidence  les  points  les  plus  faibles  de  l'ouvrage.  Ses  re- 
cherches sont  rationnelles,  et  ont  servi  de  point  de  départ  aux  études 
plus  récentes. 

222.  Lorsqu'on  fait  abstraction  du  frottement,  une  voûte  infiniment 
mince  peut  être  assimilée  à  une  courbe  funiculaire  en  équilibre.  C'est 
ce  qu'avait  observé  Grégory  dans  les  Transactions-  philosophiques. 
La  chaînette  étant  la  courbe  d'équilibre  d'un  fil  souaiis  à  l'action  de 
la  pesanteur,  lorsque  son  poids  par  unité  de  longueur  est  constant 
dans  toute  son  étendue,  il  suflit  pour  avoir  une  voûte  en  équilibre, 
de  supposer  la  chaînette  renversée,  et  le  fil  remplacé  par  une  série 
de  voussoirsinfinimentpetits,  tous  égaux  entre  eux  etayant  leurs  joints 
normaux  à  la  chaînette  qui  leur  sert  de  ligne  moyenne  ;  la  réaction 
mutuelle  des  voussoirs   remj)lacera  la  tension  du  fil,  et  l'équilibre 
subsistera  encore.  Coulomb,  qui  rapporte  cette  remarque  de  Gregory, 
la  généralise,  et  démontre  que  s'il  n'y  a  pas  de  frottement  entre  les 
voussoirs,  l'équilibre  d'une  voûte  infiniment  mince,  soumise  à  des 
forces  quelconques,  est  assuré  en  donnant  à  la  ligne  moyenne  de  la 
voûte  la  forme  d'équilibre  d'un  fil  sollicité  par  les  mêmes  forces 
prises  en  sens  contraire.  Soit  ÂB  la  courbe  moyenne;  menons  dans 
son  plan  deux  axes  OX,  OY,  de  coordonnées  rectairgulaires;  consi- 
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dérons  un  arc  infiniment  petit  MN;  puisque,  par  hypothèse,  il  n'y  a 

pas  de  frottement,  la  réaction  des  deux  voussoirs 

'°'  ^  qui  se  touchent  en  M  est  tangente  à  la  courbe  AM 

r JL  au  point  M  ;  et  si  Ton  appelle  S  cette  réaction,  elle 

aura  pour  composante  suivant  OX,  S -7-,  et  pour 


I  ^'^   composante  suivant  OY,  S^.  De  même  la  réac- 

i|  lion  mutuelle  dans  le  plan  de  joint  N  aura  pour 

composantes  suivant  les  axes 

Si  donc  on  désigne  par  \dsy  Yds,  les  valeurs  de  la  force  appliquée  à 
l'arc  MN,  laquelle  est  du  même  ordre  de  grandeur  que  cet  arc  lui- 
même,  on  aura  pour  équations  d'équilibre: 


\ds. 


Or  si  Ton  supposait  que  la  courbe  AB  fût  la  figure  d'équilibre  d'ua 
01  soumis  aux  forces  — Xcfe,  — Ycfe,  on  trouverait  pour  l'équilibre 
deux  équations  toutes  semblables,  où  la  pression,  S,  des  voussoirs 
serait  remplacée  par  la  tension,  T,  de  la  courbe  funiculaire.  Il  y  a  donc 
entre  les  deux  problèmes  une  complète  analogie. 

Mais  cette  analogie  n'est  plus  aussi  évidente  lorsque  les  voussoirs 
exercent  les  uns  sur  les  autres  des  actions  obliques,  c'est-à-dire 
lorsqu'il  y  a  lieu  de  faire  intervenir  le  frottement, 

22s.  Après  les  recherches  analytiques  de  Coulomb,  vinrent  les 
recherclies  expérimentales  de  M.  Boistard,  qui  s'attacha  surtout  à 
mettre  en  évidence  le  mode  suivant  lequel  une  voûte  se  déforme  et 
tend  à  se  rompre.  L'observation  des  voûtes  construites  a  montré  que 
généralement  une  voûte  en  plein  cintre  ou  en  anse  de  panier  tend  à 

26 
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s'ouvrir  vere  l'intrados  à  la  clef,  et  vers  l'extrados  sluk  joints  de  rupture^ 
lesquels  sont  situés  à  peu  près  à  30  degrés  d'inclinaison  sur  l'ho- 
rizon ;  elles  se  partagent  donc  en  quatre  morceaux  :  les  deux  morceaux 
du  centre  tendent  à  s'abaisser,  tandis  que  les  deux  extrêmes  tendent 
à  s'écarter  latéralement.  Dans  les  voûtes  en  arc  de  cercle,  la  clef 
tend  encore  à  s'abaisser,  et  les  joints  des  naissances  tendent  à  s'ou- 
vrir en  lézardant  la  maçonnerie  des  tympans.  Des  effets  inverses  se 
manifestent  dans  les  voûtes  en  ogive. 

t2:2/i.  La  théorie  des  voûtes  a  reçu  de  M.  Méry,  ingénieur  des  ponts 
et  chaussées,  un  perfectionnement  des  plus  importants  (i)  ;  M.  Méry 
est  r auteur  d'une  méthode  géométrique  exclusivement  suivie  au- 
jourd'hui et  connue  sous  le  nom  de  Méthode  de  la  courbe  des  pressiotis. 
C'est  une  sorte  de  traduction  graphique,  d'une  clarté  parfaite,  des  di- 
verses opérations  que  l'on  a  à  faire  pour  vérifier  l'équilibre,  quand 
on  suit  la  marche  tracée  par  Coulomb.  Elle  a  l'avantage  de  mettre  en . 
évidence  les  points  où  la  théorie  demande  de  nouveaux  perfection- 
nements. Enfin  elle  se  prête  à  la  résolution  de  tous  les  problèmes 
qu'on  peut  se  proposer  sur  les  voûtes. 

La  théorie  de  la  courbe  des  pressions  a  été  exposée  par  M.  Méry 
dans  les  Annales  des  ponts  et  chaussées^  année  i84o. 


EXPOSITION  DE   LA   MÉTHODE    DE   LA   COURBE   DES   PRESSIONS. 


225.  Proposons-nous  de  chercher  les  efforts  auxquels  les  matériaux 
sont  sounriis  dans  une  voûte  en  berceau,  droite,"  à  axe  horizontal, 
sons  l'action  de  forces  déterminées  de  grandeur  et  de  position,  et 
également  réparties  sur  la  longueur  de  la  voûte. 

Coupons-la  par  deux  plans  parallèles  aux  têtes,  et  écartés  l'un  de 
Tautre  de  l'unité  de  longueur,  et  cherchons  les  conditions  d'équilibre 
et  de  résistance  de  ce  fragment. 


(1}  L'idée  de  la  conrbe  des  pressions  se  trouve  déjà  indiquée  dans  les  ouvrages  de 
G-nitliey  et  de  Novler. 
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Soient  ABCLMDEFGHKA  le  profil  de  la  voûte  et  de  ses  pieds-droits. 
ABC  est  Vintradosy 
A  et  C  sont  les  naissances^ 
FED  est  \  extrados. 

Le  point  le  plus  haut  B  de  l'intrados  est  la  ckf. 
Le  premier  problème  qu'on  doit  se  poser  consiste  à  déterminer  en 
grandeur  et  en  direction  la  poussée  à  la  clef  ou  la  réaction  mutuelle 
des  deux  parties  de  voûtes  qui  se  touchent  suivant  le  plan  BE  Ce 
problème  est  indéterminé  tant  qu'on  ne  tient  pas  compte  des  défor- 
mations de  la  matière  ;  pour  le  résoudre,  il  est  nécessaire  de  faire 
des  hypothèses  sur  les  points  d'application  des  réactions  des  diverses 
parties  de  la  voûte  dans  trois  joints  différents.  Supposons,  par 
exemple,  que  Ton  admette  que  la  poussée  à  la  clef  est  appliquée  au 
point  R,  et  que  les  réactions  des  naissances  soient  appliquées  en  S  et 
en  T  ;  je  dis  que  la  poussée  en  R,  ou  la  réaction  mutuelle  des  deux 
portions  de  voûte  séparées  par  le  joint  BE,  s'en  déduit  immédiatemenL 

Nous  répéterons  le  raison- 
nement fait  pour  déterminer 
la  poussée  horizontale  d'une 
pièce  courbe,  lorsqu'on  sup- 
pose nul  le  moment  fléchis- 
sant dans  la  section  trans- 
versale  à  la  clef  de  l'arc 

(S  '96). 

Soit  X  la  résultante  des  actions  exercées  sur  la  pordon  de  voûte 
BEDC ,  et  du  poids  propre  de  cette  portion  de  voûte;  Y  la  résultante 
des  actiohs  exercées  sur  l'autre  portion  BEFGA,  et  du  poids  de 
cette  portion;  ces  forces  étant  connues  de  position  et  d'iniensité, 
appelons  X  la  distance  de  X  au  point  T,  et  y  la  distance  de  Y  au 
point  S  ;  appelons  F  la  poussée  à  la  def,  p  la  distance  de  P  au 
point  T,  y,  la  distance  de  la  force  P  au  point  S  :  nous  aurons  pour 
l'équilibre,  en  appliquant  le  théorème  des  moments  à  chaque  demi- 
voûtQ  par  rapport  aux  points  S  et  T  : 


Àwv  >.\v>.>s:\->ss  c  vc>^;55 


ÎÎ^NÎÏÎïwô^^^îî^vÂIÇ 


Pp  =  Xa;    et    Pp'=Yy. 
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Entre  ces  deux  équations,  éliminons  P  par  la  division.  Il  vient 

£  __  Xx 

La  direction  PP  est  donc  donnée  par  rapport  de  ses  distances  h 
deux  points  fixes  S  et  T. 

Menons  la  droite  SR,  et  prenons  sur  cette  droite  un  point  V  tel 
qu'on  ait  la  proportion  : 

RV      X^ 
RS  ""  Yy' 

Puis  des  points  S  et  V  abaissons  sur  la  direction  RP»  des  perpen- 
diculaires S5,  Vu;  nous  aurons 

Vu  _  RV  _Xx  __p, 
Sj  ~  RS  ""  Yy  "■  /' 

mais 

Sj  =  p',      donc     VtJ  =  p, 

et  par  suite  la  droite  PP  est  à  égale  distance  des  deux  points  T  et  Y, 
ou  bien  est  parallèle  à  la  droite  TV. 
La  distance  p  étant  connue,  on  a 

*--  p. 

Cette  construction  donne  donc  la  poussée  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, pourvu  que  Ton  connaisse  la  position  des  points  R,  S,  T. 

En  général,  les  voûtes  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  de 
joint  à  la  clef,  et  symétriquement  chargées.  Alors  Xa;=Yy,  le  point 
S  et  le  point  T  étant  pris  semblablement  sur  les  joints  des  naissan- 
ces, et  la  poussée  P  est  horizontale.  Dans  ce  cas,  l'étude  de  la  résis- 
tance d'une  demi-voûte  suffit. 

La  position  (fes  points  R  et  S  reste  arbitraire  :  les  constructeurs 
admettent  ordinairement  que  l'on  doit  prendre  pour  R  le  tiers 
supérieur  du  joint  à  la  clef,  et  pour  S,  le  milieu  du  joint  aux  nsds- 
sances. 
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Connaissant  P,  on  n'a  qu'à  composer  P  et  Y  pour  avoir  la  réaction 
de  1^  portion  GABEF  dé  la  voûte  sur  le  pied-droit;  la  résultante  passe 
par  le -point  S. 

^26.  Décomposons  la  portion  de  voûte  GABEF  en  fragments  aussi 
petits  qu  on  voudra,  par  des  plans  soit  convergents,  soit  parallèles; 
nous  pourrons  composer  successivement  la  poussée  P  avec  les  forces 
qui  agissent  sur  le  premier  fragment,  la  résultante  avec  les  forces 
qui  agissent  sur  le  second,  la  nouvelle  résultante  avec  les  forces 
qui  agissent  sur  le  troisième,  et  ainsi  de  suite.  Nous  formerons  ainsi 
un  polygone  dont  les  côtés  peuvent  être  rendus  moindres  que  toute 
grandeur  donnée  en  multipliant  les  éléments  de  la  voûte,  et  qui  devient 
à  la  limite  la  courbe  des  pressions^  lorsque  le  nombre  des  éléments 
est  supposé  poussé  à  l'infini.  En  décomposant  de  même  en  éléments 
le  profil  GAKH  du  pied-droit,  nous  pourrons  composer  successivement 
la  réaction  en  S,  avec  les  forces  qui  agissent  sur  le  premier  élément, 
la  résultante  avec  les  forces  qui  agissent  sur  le  second,  et  ainsi  de 
suite,  et  prolonger  la  .courbe  des  pressions  jusqu'à  la  base  du 
pied-droit. 

La  courbe  des  pressions  doit  être  contenue  dans  f  épaisseur  de  la 
voûte  et  du  pied-droit  :  c'est  la  première  condition  d'équilibre.  Autre- 
ment, la  résultante  des  actions  d'une  portion  de  la  voûte  sur  la 
portion  contiguë  s'exercerait  en  dehors  de  la  surface  du  joint;  pour 
que  cela  fût  possible,  il  faudrait  que  les  réactions  mutuelles  des 
diverses  parties  du  plan  de  joint  fussent  les  unes  des  compressions, 
les  autres  des  tensions  \  or  un  massif  de  maçonnerie  ne  peut  subir 
d'efforts  d'extension  sans  se  disjoindre.  Les  efforts  locaux  sont  donc 
ou  nuls,  ou  positifs;  ils  ne  peuvent  être  négatifs,  et  leur  résultante 
traverse  la  région  comprimée. 

227.  La  seconde  condition  d'équilibre  est  relative  à  l'angle  du 
plan  de  joint  avec  la  direction  de  la  réaction  mutuelle. 

.  Considérons  par  exemple  la  portion  de 

-v 1»    voûte  limitée  par  la  clef  BA,   et  un  joint 

-\  J^  CD  :  soit  R  le  point  d'application,  et  OP  l'in- 
tensité et  la  direction  de  la  poussée  à  la 
clef,  OT  la  résulunte  des  actions  qui  s'exer- 
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cent  sur  la  portion  de  la  voûte  considérée.  La  résultante  des  forces 
OP,  OT,  est  la  diagonale  OH  du  parallélogramme  construit  sur  ces 
deux  forces.  Or,  la  droite  OH  coupe  le  joint  CD  en  M.  Le  point  de 
passage  de  la  réaction  sur  ce  joint  est  donc  le  point  M,  où  Ton  peut 
concevoir  appliquée  une  force  MN=OH.  Cette  force  se  décompose 
en  deux  autres,  Tune  MQ,  normale  à  CD,  l'autre  égale  à  NQ,  et 
agissant  dans  le  plan  CD.  Cette  dernière  force  tend  à  faire  glisser  la 
portion  de  voûte  suivant  le  plan  de  joint  CD;  elle  est  contre  balancée 
par  le  frottement  qui  s'exerce  entre  les  deux  portions  de  voûte  con- 
tîguës,  et  dont  la  limite  est  MQx/,  /étant  le  coefficient  du  fi-otte- 
ment  de  pierre  sur  pierre.  Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  est  donc 
nécessaire  que  NQ  soit  au  plus  égal  à  MQx/,  c'est-à-dire  que 
l'angle  NMQ  de  la  réaction  OH  avec  la  normale  au  joint  CD  soit  au 
plus  égal  à  l'angle  dont  la  tangente  est  /.  En  général,  cette  condition 
est  satisfaite  quand  on  mène  les  joints  normalement  à  la  courbe 
d'intrados. 

Par  conséquent  il  faut  et  il  suffit^  pour  qdil  riy  ait  pas  glisse- 
ment  suivant  U7i  plan  de  joint  quelconque^  que  la  réaction  mutuelle 
fasse  avec  la  normale  à  ce  plan  de  joint  un  angle  moindre  que  r  angle 
du  frottement  de  pierre  sur  pierre. 

228.  Enfin,  pour  la  troisième  et  deniière  condition  d'équilibre, 
il  faut  quaux  points,  les  plus  fatigués ^  la  chai^ge  de  la  matière  par 
unité  de  surface  soit  inférieure  à  la  limite  pratique  de  résistance. 
Cette  vérification  se  fait  à  Faide  de  la  composante  normale  MQ  de  la 
réaction  mutuelle.  . 

Nous  avons  posé  dans  notre  premier  livre  (§  61)  la  règle  qui  sert  à 
répartir  une  force  noimale  entre  les  éléments  superficiels  d'un  joint 
rectangulaire.  Deux  cas  peuvent  se  présenter. 

1*  Si  le  joint  CD  a  une  longueur  supérieure  au  tiiple  de  la  distance 
MD  de  la  force  Q  à  l'arête  la  plus  voisine,  la  pression  moyenne  sera 

égale  à  ^  (l'autre  dimension  du  joint  étant  supposée  égale  à 

l'unité  de  longueur),  et  la  pression  maximum,  double  de  la  pi^ession 
moyenne,  s'exercera  sur  l'arête  projetée  en  D.  Le  joint  tend  à  s'ou- 
vrir du  côté  opposé. 
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2'Si  le  joint  CD  a  une  longueur  moindre  que  le  triple  de  MD, 
toute  la  surface  du  joint  est  comprimée  et  la  pression  R  par  unité  de 
surface  au  point  défini   par   son   abscisse    x, 
comptée  à  partir  du  point  I,  milieu  du  joint,  est 
^'û  donnée  par  l'équation  (§  39)  : 


Fiiî    190. 


La  pression  maximum,  qui  a  lieu  au  point  D, 
se  trouvera  en  faisant  x  =  lï): 


«=â(— if> 


229.  En  résumé,  dès  qu'on  se  donne  les  points  de  passage  des 
réactions  mutuelles  en  trois  plans  de  joints  quelconques,  la  con- 
struction de  la  courbe  des  pressions  fait  connaître  toutes  les  autres 
réactions  mutuelles.  Cette  courbe  une  fois  construite,  il  faut  et  il 
suffit  pour  l'équilibre  : 

1^  Qu  elle  soit  comprise  dans  l'intérieur  de  la  voûte  et  de  :îes 
pieds-droits  ; 

•2'  Qu'elle  coupe  les  joints  réels  sous  des  angles  plus  grands  que  le 
complément  de  l'angle  du  frottement  de  pierre  sur  pierre  ; 

ô"  Que  la  pression  par  unité  de  surface,  sur  les  arêtes  les  plus 
voisines  de  la  courbe  des  pressions,  n'excède  pas  la  limite  pratique 
de  résistance. 

Le  tracé  de  la  courbe  des  pressions  indique  en  outre  les  ré- 
gions où  les  joints  tendent  à  s'ouvrir,  soit  vers  l'intrados,  soit  vers 
l'extrados. 

Enfin  cette  méthode  permet  de  corriger,  par  voie  de  tâtonnements, 
les  foruies  d'une  voûte,  de  manière  à  lui  donner  le  plus  de  légèreté 
possible  sans  nuire  à  sa  stabilité.  Il  suffit  pour  cela  de  réduire  les 
épaisseurs  de  manière  que  dans  chaque  secLioa  la  charge  par  unité 
de  surface  soit  voisine  de  la  limite  adoptée  pour  la  résistance  pratique 
des  matériaux. 
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POLYGONE  ET  COURBE 


La  courbe  des  pressions  étant  entièrement  définie  quand  on  en 
prend  arbitrairement  trois  points,  est  donnée  par  une  équation  dif- 
férentielle du  troisième  ordre,  dont  l'intégrale  générale  contient 
trois  constantes  arbitraires.  La  théorie  des  voûtes  serait  complète  si 
l'on  trouvait  une  méthode  pour  la  détermination  rationnelle  de  ces 
trois  constantes.  La  recherche  de  la  déformation  de  la  voûte  con- 
duirait certainement  au  résultat  demandé  ;  mais  cette  partie  du  pro- 
blème des  voûtes  n'est  pas  encore  résolue. 


POLYGONE   DES  CENTRES   DE  PRESSION. 


230.  Le  polygone  des  pressions  a  ses  sommets  successifs  sur  les 
directions  des  forces  extérieures  appliquées  aux  éléments  individuels 
de  la  voûte;  il  y  aurait  donc  erreur  à  confondre  ce  polygone  avec  le 
polygone  des  centres  de  pression  daijs  les  plans  de  joint  ;  le  centre 
de  pression  dans  un  joint  quelconque  est  le  point  de  passage  de  la 
réaction  mutuelle  des  deux  voussoirs  séparés  par  ce  plan.  Le  poly- 
gone des  centres  de  pression  qu'on  obtient  en  joignant  les  centres 
de  pression  successifs,  a  ses  sommets  sur  les  lignes  de  joint,  à  la 
rencontre  des  côtés  du  polygone  des  pressions. 

Soit  MNN'AT  un  voussoir,  BF  la  force  extérieure  qui  y  est  appliquée, 

A  le  centre  de  pression  du  joint  MN, 
et  BC  la  grandeur  et  la  direction  de  la 
poussée  qui  s'exerce  en  ce  point  dans 
le  sens  AC. 

Composons  la  poussée   BG   avec  la 

force  BF.  La  résultante  B£  sera,  en 

grandeur  et  en  direction,    la  réaction 

exercée  dans  le  plan  de  joint  M'N',  et 

le  point  H,  où  elle  coupe  la  ligne  M' N'  sera  le  centre  de  pression  de 

ce  joint. 

La  droite  AH  représentera  un  côté  du  polygone  des  œntres  de 


Fis.  197 


DES  CENTRES  DE  PRESSION. 
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Fig.  193. 


pression,  tandis  que  les  droites  AB  et  BH  sont  deux  côtés  successifs 
du  polygone  des  pressions. 

11  peut  arriver  qu'à  la  limite  cette  droite  AH  prenne  une  direction 
différente  des  positions-limites  des  droites  AB,  BH, 

2Ji.  Mais  si  les  forces  extérieures  qui  agissent  sur  la  voûte  sont 
toutes  parallèles,  ce  qui  a  lieu  presque  toujours,  on  peut  rendre  iden" 
tiques  la  courbe  des  centres  de  pression  et  la  courbe  des  pressions,  en 
décomposant  la  voûte  par  une  infinité  de  plans  parallèles  à  la  direction 
des  forces  et  jouant  le  rôle  de  plans  de  joints  fictifs.  Cherchons  dans 
cette  hypothèse  l'équation  de  la  courbe  des  centres  de  pression  ;  nous 

prendrons  pour  axe  des  abscisses  la 
direction  RP  de  la  poussée  à  la  clef,  et 
pour  axe  des  ordon  nées  la  droite  B A ,  pa- 
rallèle aux  forces.  Soit  6=PRA.  l'angle 
des  axes;  soit  OT  la  direction  de  la  ré- 
sultante des  forces  parallèles  qui  agis- 
sent sur  la  portion  de  voûte  limitée  au 
plan  de  joint  fictif  CD,  mené  parallèle- 
ment à  OT  et  à  RA. 

P  est  la  poussée  à  la  clef,  et  T  la  résultante  des  forces  extérieures; 
composant  P  et  T,  on  aura  pour  résultante  H  la  réaction  mutuelle 
des  deux  portions  de  voûte  qui  se  touchent  suivant  le  plan  CD  :  M 
«t  un  point  de  la  courbe  des  centres  de  pression;  nous  poserons 


C                            F' 

'                       T 

PL                 0 

E           D 
G 

•    D 

T 

F         A 

RL  =  X    et    LM  =  Y. 

I  et  Y  étant  les  coordonnées  de  ce  point. 

Appelons  x  l'abscisse  R6  d'un  plan  de  joint  fictif  EF,  et  z  la  dimen- 
sion EF  du  joint  fictif  que  détermine  ce  plan  ;  appelons  p  la  force 
constante  ou  variable  qui  agit  sur  la  voûte,  rapportée  à  l'unité  de 
surface  de  la  section  transversale;  pzdx^va  6  sera  la  force  qui  agit 
sor  Félément  EFFE\  et  nous  aurons  à  la  fois 


'  =  \  pzdz  si 


sin  0     et     T  x  OR  = 


sinO. 
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Cette  dernière  équation  est  Téquatiou  des  moments  par  rapport 
au  point  R ,  en  prenant  les  bras  de  levier  suivant  la  direction  obli- 
que RO,  au  lieu  d'une  direction  normale,  ce  qui  revient  à  multipUer 
les  deux  membres  de  Téquation  par  un  même  facteur. 

On  en  déduit 

\  pzxdx  sin  0 
OR  -  ^' 


\    pzdx 


sin  0 


et  par  suite 


OL  =  RL  —  OR  =  X  - 


\  pzxdx  sin  ^ 


\    pzdx  sin  0 

Le  coefficient  angulaire  de  la  direction  OM  est  égal  à 

LM      T      i  C'    ^    •   o 

OL  =  P  =  Pjo^^^'*"^ 

Donc 

N       /        \ pzxdx  8\n^' 

LM  =  Y  =  i(  \  pzdxain^)x\  X  — 4^ 

^^'^^  ^       \        ypzdTsine 

X  f»  1  (^ 

=  p  \  pxdxsinQ  —  -^  \  pzxdx  sin  6. 

Telle  est  l'équation  de  la  courbe  des  centres  de  pression.  Or  je  dis 
que  la  droite  OM  est  tangente  à  cette  courbe  au  point  M.  En  effet, 
le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  en  ce  point,  est 

//Y 

-^;  et  l'équation  précédente  donne,  eu  différentiant  par  rapport  à 
la  limite  X, 


5j=:pJ^pzda:  smO  = 


LM 
OL' 


Donc  la  tangente  à  la  courbe  des  centres  de  pression  au  point  M 
se  confond  avec  la  direction  OM  de  la  réaction  des  deux  portions  de 
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Yoâte  séparées  par  le  joint  fictif  CD,  c'est-à-dire  avec  la  tangente  à  la 
courbe  des  pressions,  de  sorte  que  les  deux  courbes  n'en  font  plus 
qu'une. 

Cette  coïncidence  n'a  plus  lieu  si  les  plans  de  séparation  CD,  sui- 
vant lesquels  on  décompose  la  voûte,  ne  sont  pas  menés  parallèle- 
ment aux  forces  extérieures  T.  Comme  dans  la  plupart  des  cas,  les 
forces  extérieures  sont  des  forces  verticales  ;  on  simplifie  le  tracé  de 
la  courbe  des  pressions  en  décomposant  Ja  voûte  en  éléments  par 
te  plans  verticaux. 

Lorsqu'on  la  décompose  par  les  plans  de  joint  réels  MN,  M'N',  on 
admet  que  chaque  voussoir  supporte  la  portion  de  surcharge  qui  s'é- 
lève verticalement  au-dessus  de  sa  surface  d'extrados  ;  ainsi  le  vous- 
soir MNN'M'  est  supposé  porter  la  charge  MM'FP.  Si  A  est  le  centre 
de  pression  du  joint  MN,  et  AG  la  direction  de  la 
poussée  qui  s'exerce  sur  ce  joint,  il  faudra  com- 
poser la  force  AG  avec  la  somme  F  des  poids  du 
voussoir  et  de  sa  surcharge,  laquelle  somme  est 
Appliquée  au  point  G^»  centre  de  gravité  de  Taire 
totale  PP'M'N'NM.  11  peut  donc  arriver,  comme  le 
montre  là  figure,  que  la  force  GjF  coupe  la  di- 
rection de  la  poussée  AG,  en  un  point  B  qui  soit 
extérieur  au  voussoir,  de  sorte  qu'en  achevant  le 
parallélogramme  RFEG,  la  diagonale  BE,  qui  re- 
présente en  grandeur  et  en  direction  la  poussée 
sur  la  face  de  joint  M'N',  ne  rencontre  ce  joint  qu'en  un  point  H  situé 
sur  son  propre  prolongement.  Dans  ce  cas,  il  serait  inexact  de  sub« 
stituer  la  courbe  des  centres  de  pression  à  la  courbe  des  pressions. 
La  substitution  est  sans  inconvénient,  comme  on  l'a  vu,  lorsque 
chaque  vousscrir  et  sa  surcharge  sont  compris  entre  les  mômes  ver- 
ticales. 

Cette  introduction  de  plans  de  joints  fictifs  verticaux  au  lieu  des 
plans  de  joint  réels  qui  sont  en  général  normaux  à  l'intrados,  a  pour 
principal  avantage  de  simplifier  les  équations  de  l'équilibre  des 
voûtes.  Elle  a  été  adoptée  par  M.  Garvalho,  ^ans  une  étude  sur  la 
stabilité  des  voûtes  insérée  en  i853  dans  les  Annales  des  ponts  et 
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chaussées.  Après  avoir  construit  la  courbe  des  centres  de  pression,  en 
supposant  la  voûte  et  sa  surcharge  en  maçonnerie  partagée  par  des 
plans  parallèles  à  la  direction  des  forces  extérieures,  on  mène  les 
joints  réels  de  la  voûte  proprement  dite,  de  manière  que  l'angle  de 
la  courbe  avec  la  normale  au  joint  réel  soit  au  plus  égal  à  l'angle  du 
frottement,  condition  qui  sera  remplie  le  plus  souvent  lorsque  les 
joints  réels  seront  normaux  à  l'intrados.  Il  y  a  sans  doute  dans  une 
telle  marche  quelque  chose  d'arbitraire,  mais  la  décomposition  de  la 
surcharge  en  maçonnerie  par  des  plans  verticaux  soulève  la  même 
objection. 


JOINT  DE    RUPTURE. 


232.  La  courbe  des  pressions  une  fois  tracée,  Tinspection  de  la 
courbe  suffit  pour  faire  reconnaître  les  régions  de  la  voûte  qui  sont 
soumises  aux  charges  les  plus  grandes.  Ces  régions  varient  avec  les 
hypothèses  faites  sur  les  points  de  la  courbe  qui  ont  été  pris  arbi- 
trairement pour  la  construire.  Si  Ton  suppose,  comme  cela  a  lieu 
ordinairement,  la  voûte  symétrique  et  symétriquement  chargée  par 
rapport  au  plan  vertical  passant  par  la  clef,  la  poussée  à  la  clef  sera 
horizontale,  et  la  courbe  des  pressions  joindra  par  un  trait  continu 
le  point  de  passage  A  à  la  clef,  au  point  de  passage  il  aux  nais- 
sances; on  pourra,  sans  modifier  le  point  de  départ  A  de  la  courbe, 
mais  en  déplaçant  convenablement  le  point  B,  l'amener  à  toucher 
l'intrados  en  un  certain  point  C.  Ce  point  de  contact  G  de  l'intrados 
et  de  la  courbe  des  pressions  détermine  le  joint  de  rupture  de  la 
voûte  correspondant  à  la  position  prise  pour  le  point  d'application 
de  la  poussée  à  la  clef.  On  voit  que  la  tangente  à  l'intrados  au  joint 
de  rupture  C,  la  poussée  à  la  clef,  et  la  résultante  des  forces  exté- 
rieures qui  agissent  sur  la  portion  de  voûte  comprise  entre  le  joint 
de  rupture  et  la  clef,  concourent  en  un  même  point.  Si  Ton  déplace 
ensuite  le  point  A,  on  obtiendra  sur  l'intrados  pour  chaque  position 
successive  de  A,  un  point  C  particulier,  les  limites  des  portions  de  ces 
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points  détermineront  suri*  intrados  un  arc  de  rupture^  qui  indique 
la  région  de  la  voûte  où  les  pressions  ont  leur  plus  grande  intensité. 


COMPLÉMENT   DE   LA    MÉTHODE    DE   M.    MÉRY.  — METHODE 
DE   M.    A.    DURAND- GfJlYE. 


233.  La  courbe*  des  pressions  d'une  voûte  donnée  n'est  pas  com- 
plètement déterminée,  et,  pour  la  tracer,  on  prend  arbitrairement 
trois  points  de  pas?age,  ou  bien  deux  points  de  passage,  et  la  direc- 
tion de  la  tangente  à  la  courbe  en  Fun  de  ces  points.  L'indétermina- 
tion ne  disparaîtrait  que  si  Ton  pouvait  compléter  le  calcul,  comme 
pour  les  poutres  droites,  en  tenant  compte  de  la  déformation  subie  par 
le  système  matériel,  et  de  la  fixité,  réelle  ou  supposée,  des  surfaces 
d'appui  extérieures.  Mais  cette  suite  du  calcul  serait  extrêmement 
laborieuse,  et  en  pratique  elle  ne  mériterait  pas  grande  confiance,  les 
lois  de  la  déformation  des  maçonneries  étant  encore  inconnues,  et 
assurément  très-complexes.  On  a  donc  cherché  à  tourner  la  diffi- 
culté plutôt  qu'à  la  résoudre.  La  méthode  que  nous  allons  exposer, 
d'après  M.  Alfred  Durand-Claye,  ingénieur  des  ponts  et  chaussée3, 
nous  parait  atteindre  ce  but  de  la  manière  la  plus  heureuse  (i). 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  poussée  à  la  clef  soit 
horizontale,  ce  qui  a  lieu  quand  la  voûte  est  symétrique,  symétri- 
quement chargée,  et  que  les  circonstances  de  pose  n'entraînent 
aucune  dissymétrie  entre  les  deux  moitiés  dont  elle  se  compose. 
Considérons  (fig.  200)  un  fragment  quelconque  dégoûte  compris  entre 
le  plan  de  la  clef  c^  do ,  et  un  plan  de  joint  cd.  La  résultante  des  actions 
mutuelles  qui  s'exercent  de  Co  en  do  est  normale  à  la  droite  Co  d.  par 
bypothèse,  et  est  appliquée  sur  cette  droite  en  un  certain  point  com- 
pris entre  les  points  c»  et  (4.  De  même  la  résultante  des  actions  mu- 
tuelles qui  s'exercent  de  c  en  £?  coupe  le  joint  cd  en  un  certain  point 


(i)  Annales  des  ponts  et  chaussées,  1867^  u«  142,  t.  },  p.  63.  —  On  peut  consulter 
aussi  SUT  le  même  sojetim  mémoire  de  M.  Dronets,  1865,  n*  103,  t  I,  p.  179. 
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de  la  droite  cd. 


MËTHODE 

Soit  a  ce  point  La  poussée  à  la  clef  et  la  réac- 
^'««  ^^'  tion  du  joint  cd  résultent 

de  rhypothèse  iaite  sur 
la  position  de  ces  deux 
points.  Tandis  que  la  ré- 
action du  joint  cd  passe 
constamment  au  point  a, 
faisons  parcourir  au  point 
d'application  de  la  pous- 
séeà  la  clef  toute  l'étendue 
du  joint  c^  rfo,  et  pour  cha- 
que position  construisons  la  grandeur  correspondante  de  la  poussée  à 
la  clef,  et  la  grandeur  et  la  direction  de  la  réaction  du  joint.  Faisons 
cette  opération  pour  les  positions  extrêmes  c^  et  do*  Nous  aurons,  pour 
la  position  rfo»  ^  décomposer,  suivant  les  directions  Frfo  et  Fa,  le  poids 
de  la  voûte  FF  appliqué  en  F,  et  pour  la  position  c^»  ^  décomposer  le 
même  poids,  GG',  transporté  au  point  G,  suivant  les  direction^  Gco  et  Ga; 
nous  trouvons  wnsi  une  force  FP  pour  la  poussée  correspondante  au 
point  do,  une  force  G'Q  pour  la  poussée  correspondante  k  c^^  et  les 
forces  FP,  GQ,  pour  les  réactions  exercées  au  point  a  dans  ces  deux 
hypothèses.  Après  avoir  opéré  de  même  pour  un  certain  nombre  de 
points  pris  sur  le  point  c^  do^  portons,  à  partir  de  ces  points,  per- 
pendiculairement au  plan  de  la  clef  des  ordonnées  d^  A« ,  Co  6, ,  res- 
pectivement égales,  à  une  échelle  arbitraire,  «aux  forces  correspon* 
dantes  FP  et  G'Q;  nous  obtiendrons  par  là  un  arc  de  courbe  A,  B, 
dont  les  ordonnées  représenteront  les  seules  valeurs  admissibles  de 
la  poussée  à  la  clef,  quand  la  réaction  du  joint  cd  passe  au  point  a. 
Nous  pouvons  de  même  prendre,  à  la  même  échelle,  sur  la  perpendi- 
culaire à  cdj  des  longueurs  a^^^  oB^,  respectivement  égales  aux 
compQsantes  normales  des  réactions  FP,  GQ;  ces  longueurs  et  les 
longueurs  intermédiaires  seront  les  valeurs  successives  de  la  réac- 
tion normale  au  point  a,  lorsque  le  point  d'application  de  la  poussée 
à  la  clef  occupe  toutes  les  positions  possibles  sur  le  point  c^  d^ 

Nous  pouvons  répéter  toutes  ces  opérations  sur  tout  autre  point 
du  joint  cd\  à  chaque  position  correspondra  une  courbe  A,  B«  des 
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valeurs  de  la  poussée  à  la  clef,  et  une  série  d'ordonnées  portées 
Bor  la  Dornoale  à  la  surface  du  joint  au  point  a ,  donnant  cha- 
cune la  valeur  de  la  réaction  normale  correspondante.  Imaginons 
qu'on  ait  opéré  ainsi  pour  toiis  les  points  du  joint  cd;  nous  c^- 
tieûdrons  en  définitive  à  la  clef  une  infinité  d*arcs  de  courbe, 
qui  seront  tous  compris  entre  les  deux  courbes  extrêmes  ol^^,  et 
r,o„  correspondant  Tune  au  point  c,  l'autre  au  point  d  ;  et  pour  le 
joint  crf,  une  infinité  d'ordonnées,  comprises  entre  deox  séries  d'or- 
données-limites,  dessinant  les  deux  arcs-limites  a.v.,  p,5^.  La  première 
condition  d'équilibre  de  la  voûte  exige  que  les  résultantes  des  réac^ 
tions  subies  par  le  fragment  de  voûte  cddoCo^  sur  ces  faces  crf,  cXi  per- 
cent les  joints  cd^  Codo^  suivant  lesquels  ces  réactions  s'exercent;  nous 
pouvons  donc  exprimer  cette  condition  en  disant  que  t extrémité  de 
la  droite  qui  représente^  à  F  échelle^  à  partir  dun  point  du  joint 
c«d,,  la  poussée  horizontale  à  la  clef^  tombe  dans  H intérieur  du 
contour  fermé  a,p,8,Y„  et  que  [extrémité  de  la  droite  qui  repré* 
sente,  à  la  même  échelle,  à  partir  dun  point  du  joint  cd,  la  compo- 
iante  normale  de  la  réaction  totale  subie  par  ce  joint,  est  comprise 
dans  ^intérieur  du  contour  fermé  a.^.Sfy,.  Rémarquons  qu'il  y  a  cor- 
respondance entre  les  deux  quadrilatères  a^Sy  :  le  sommet  a,  corres- 
pond au  sommet  a^,  le  côté  a,p,  au  côté  a.Pp  le  côté  a,5,  au  côté  a^S^. 
23ik.  Faisons  usage  de  la  troisième  condition,  celle  qui  est  re- 
lative à  la  limite  des  pressions  locales  (§  228).  Nous  avons  vu  (§62) 
comment  cette  condition  pouvait  se  traduire  géométriquement  lors- 
que la  surface  d'appui  est  rectangulaire.  Au  point  0,  milieu  du 
(Fig.  îoi.)  oint  cd,  prenons  à  l'échelle  sur  la  perpendi- 

culaire   Oa>,   une   longueur   0<i>  égale   à  la 
force,  qui,  répartie  uniformément  sur  la  sur- 
^\   ^.oJ^  ^^^^  rectangulaire  de  ce  joint,  donne  une  pres- 

sion de  R  kilogrammes  par  unité  de  surface 
égale  à  la  limite  pratique  de  la  résistance  des 
pierres.  Aux  points  wi',  n',  tiers  du  joint,  pre- 
nons- deux  longueurs  m'm,  n'n,  égales  à  la 
^  ^     moitié  de  Oco.  Joignons  par  des  droites  les 

points  rfn,  cm,  et  prolongeons-les  par  les  arcs  d'hyperbole  mw,  nw, 
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tangents  à  ces  droites  en  m  et  en  n.  Le  contour  cmiond  donnera  pour 
chaque  point  de  passage  de  la  résultante  la  valeur  limite  admis- 
sible pour  cette  force  estimée  perpendiculairement  au  joint. 

Appliquons  cette  construction  sur  notre  épure  au  joint  crf,  et  à  la 
clef  CoC?o;  nous  obtiendrons  les  deux  courbes-limites  c^Worfo,  et  cwd. 

En  vertu  de  la  pre- 
mière  condition  d'é- 
quilibre,   la   compo- 
sante    normale     au 
joint  cd,  doit  aboulit 
dans    l'intérieur    du 
polygone  a^p.S.y.;  ea 
vertu  de  la  troisième, 
elle  doit  aboutir  en 
dedans  du  trait  con- 
tinu   co>rf;    donc   en 
vertu  des  deux  con- 
ditions prises  ensemble,  elle  doit  aboutir  en  un  point  intérieur  au 
polygone  'S^'p'fxY,  commun  aux  aires  des  deux  polygones  pris  sépa- 
rément. Cette  limitation  de  la  pression  normale  à  cd  entraîne  une 
limitation  correspondante  de  la  poussée  en  Codo;  car  la  connaissance 
de  la  réaction  normale  en  un  point  du  joint  cd  permet  de  définir  en 
grandeur  et  en  position  la  poussée  à  la  clef  (1).  Faisant  usage  suc- 
cessivement, par  exemple,  des  pressions  normales  qui  correspondent 


Fig.  203. 


(i)  Voici  comment  on  peut^  en  général,  déterminer  géométriquement  la  poussée  à  la 
clef  qui  correspond  à  une  composante  normale  donnée  p'n.  En  un  point  quelconque,  0, 
prenons  sur  la  verticale  une  longueur  OC  égale  au  poids 
de  ia  voûte  cdd^^CQ,  estimé  à  réclielle;  traçcms  au  poini  0* 
une  horizontale  indéCnie  O'X;  menons  par  le  point  0 
une  perpendiculaire  OV  au  Joint  cd,  et  prenons  sur  celte 
droite  une  longueur  OP  égaie  k  la  valeur  donnée  p'n  de  la 
composante  normale.  Au  point  P,  élevons  PR  perpendi- 
culaire à  OP;  cette  droite  coupe  en  R  la  droite  O'X.  et 
'  joignant  OR,  on  aura  en  O'R  la  poussée  horizontale  à  la 
clef,  et  en  OR  la  réaction  du  Joint  cd.  On  mènera  ensuite 
une  parallèle  iRO  par  le  point  n;  elle  coupera  la  verti- 
cale FF'  en  un  point  qui  sera  à  la  hauteur  du  point  con- 
jugué sur  le  point  c^q. 
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aux  points  p',  o-',  ^',  ^',  on  en  déduira  les  positions  p,  o-,  y  et  *tsr^  des 
extrémités  des  poussées  horizontales  qui  leur  sont  conjuguées;  les 
points  p  et  'Z^'  appartiendront  au  côté  a^y,,  qui,  comme  nous  l'avons 
observé,  correspond  à  la  courbe  a^y,  ;  et  de  même  o-  et  y^  seront  situés 
sur  le  côté  §,8,,  qui  correspond  à  la  courbe  p^S^.  Les  courbes  fc,  ^y^ 
pourront  être  tracées  par  points  en  suivant  une  marche  analogue  et 
correspondront  point  pour  point  aux  courbes  p'cr'  tsr^y^.  La  poussée 
à  la  clef,  ainsi  limitée  au  contour  çtsr-jfjr^  et  limitée  d'ailleurs  au  con- 
tour djii^oCo  pî^i'  la  troisième  condition,  aboutira  en  définitive  dans 
l'intérieur  de  la  partie  pqsr  commune  à  ces  deux  contours.  De  cette 
limitation  de  la  poussée  à  la  clef  résulte  une  nouvelle  limitation  de 
la  réaction  normale  au  joint  cd\  car  aux  points  /?,  y,  s,  r,  correspon- 
deni  les  points  P,  Q,  S,  R,  et  aux  courbes jor,  qs^  les  courbes  PR,  QS  ; 
(le  sorte  que  Tensemble  des  deux  conditions  dont  nous  avons  tenu 
compte  se  traduit  géométriquement  de  la  manière  suivante  :  il  faut 
pour  que  F  équilibre  du  fragment  de  voûte  soit  possible,  que  les  extré- 
mités des  droites  représentatives  de  la  poussée  et  de  la  réaction  nor- 
male soient  respectivement  comprises  dans  tintériew*  des  contours 
conjugués  pqsr,  PQSR. 

285.  Nous  n'avons  pas  fait  intervenir  jusqu'ici  la  seconde  condi- 
Uoo,  celle  qui  est  relative  à  l'angle  du  frottement,  ou  au  glissement 


Fig.  204. 

^*^«_f  *    4^ F 

^^  s 


de  la  voûte  sur  les  plans  de  joint.  En  général  elle  est  remplie  dans 
la  pratique,  lor3que  les  plans  de  joint  sont  dirigés  normalement  à 
l'intrados:  mais  on  peut  aussi  l'introduire  dans  la  méthode  de  M.  Du- 
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rand-Claye.  Il  suffit  en  effet,  pour  en  tenir  compte,  d'exclure  toute 
direction  de  la  réaction  du  joint  qui  ferait  avec  la  normale  au  joint 
un  angle  supérieur  à  l'angle  du'  frottement.  Un  exemple  montrera 
comment  on  doit  opérer.  Aux  points  c  et  d^  menons  sur  la  droite  r.d 
des  normales  cN,  d^\  et  faisons  de  part  et  d'autre  de  ces  normales 
des  angles  Ne/,  Ne/',  N'rf/",  N'rf/".  égaux  à  l'angle  du  frottement. 
Si  le  point  d'application  de  la  réaction  est  en  e,  on  voit  sur  la  figure 
que  la  seconde  condition  sera  remplie  quelle  que  soit  la  position 
de  la  poussée  à  la  clef;  car  les  directions  extrêmes  Fc,  Gc,  sont  toutes 
deux  comprises  dans  l'angle  fcf.  Il  n'en -est  pris  de  même  pour  le 
point  d:  la  réaction  Frf  y  est  bien  encore  comprise  dans  l'angle  /'rf/"» 
mais  la  réaction  6(/ serait  extérieure  à  cet  angle.  Si  donc  on  construit 
la  courbe  y,  8,  qui  correspond  au  point  rf,  il  faudra  l'arrêter  au  point 
m,  à  la  hauteur  de  la  plus  basse  poussée  ml,  qui,  composée  en  l 
avec  le  poids  de  la  voûte,  donne  pour  résultante  une  réaction  \d  fai- 
sant avec  la  normale  l'angle  /"  d^'  égal  à  l'angle  du  frottement. 

Par  le  point  G,  menons  la  droite  6A:,  parallèle  à  df*.  Le  point  A- 
sera  de  même  la  limite  à  partir  de  laquelle  la  poussée  horizontale 
appliquée  en  c^  cesse  d*être  admissible.  Construisons  la  courbe  k,  B« 
correspondante  au  point  k;  la  portion  utile  de  la  droite  %  S,  sera 
limitée  au  point  B^,  et  l'aire  a«  y«  8,  p,,  se  réduira  en  définitive  à  Taire 
a.  Y,  rri  B,  p„  dont  le  côté  mB,  est  une  droite  parallèle  à  d^  c^.  En  effet, 
les  ordonnées  de  cette  ligne  sont  les  valeurs  de  la  poussée  qui,  com- 
posées avec  le  poids  constant  appliqué  suivant  la  droite  GF,  donnent 
une  résultante  parallèle  à  la  direction  Gâ.  Les  valeurs  de  ces  poussées 
sont  donc  constantes,  et  sont  représentées  par  la  portion  de  droite  m^, 
parallèle  à  c^  do. 

Le  contour  a,  y,  8,^,  subit  une  réduction  semblable,  et  une  droite 
m,B,en  retranche  F  angle  8,.  L'introduction  de  la  seconde  condition 
peut  donc  se  traduire  graphiquement  par  le  retranchement  de  cer- 
taines surfaces,  et  rentre  par  suite  dans  les  procédés  généraux  de  la 
méthode. 

236.  Ces  préliminaires  posés,  on  voit  que  la  vérification  de  la  sta- 
bilité d'une  voûte  revient  à  constater  l'existence  de  raire  commune 
à  toutes  les  aires  r  sp  y,  qui  correspondent  chacune  à  l'équilibre  d'un 
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cours  quelconque  de  voussoirs.  Si  une  telle  aire  existe,  l'équilibre 
sera  possible  dans  les  conditions  où  il  a  été  défini  ;  si  elle  n'existe 
pas,  l'instabilité  de  la  voûte,  au  point  de  vue  des  mêmes  conditions, 
sera  par  cela  même  constatée.  L'aire  limite  peut  être  plus  ou  moins 
étendue;  elle  peut  se  réduire  à  un  point  :  alors  l'équilibre  n'est  pos- 
sible que  d'une  seule  manière,  et  la  voûte  est  dans  l'état  d'équilibre 
strict.  L'aire  limite  peut  avoir  la  forme  d'un  triangle  ;  plus  généra- 
lement, elle  aura  la  forme  d'un  quadrilatère/? 9 ^r,  terminé  latéra- 
lement aux  deux  côtés  du  contour  do^oCo*  Le  quadrilatère  jo^^r 
^'fi -oî^-  étant    disposé 

comme  dans  la 
figure  2o5,  les 
valeurs  et  posi- 
tions extrêmes 
de  la  poussée 
à  la  clef  sont 
définies  par 
les  sommets 
y>,  9,  r,  5,  et  en 

faisant  usage  de  ces  quatre  poussées  successives,  on  pourra  construire 
les  courbes  de  pressions  limites  admissibles  dans  la  voûte,  savoir 
py.q^f^s's'^f^r";  la  première,  p'p",  correspond  à  Teffort-limite 
^'extrados  à  la  clef,  et  à  \ extrados  en  un  certain  joint  ;  la  seconde  q'q 
à  l'effort-limite  à  X intrados  à  la  clef,  et  à  X extrados  en  un  certain 
joint  ;  la  troisième  s's\  à  l'effort-limite  à  X intrados  à  la  clef,  et  en  un 
ceitain  joint;  la  quatrième  enfin,  r'r'\  à  l'effort-limite  kV extrados 
à  la  clef,  et  à  Yintrados  en  un  certain  joint. 

237.  La  méthode  de  M.  Alfred  Durand  Claye  se  résume  dans  la 
série  des  opérations  suivantes  : 

«  1*  Détermination  des  poids  des  diverses  portions  de  voûte  avec 
leurs  surcharges;  détermination  des  verticales  contenant  leurs  cen- 
tres de  gravité  respectifs  ; 

«  2*  Tracé  des  courbes  ap,  yS,  ou  a-y,  pS,  limitant  les  poussées  et 
pressions  compatibles  avec  l'équilibre,  quelle  que  soit  la  résistance 
i  admettre  pour  les  matériaux  ; 
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«  3*  Tracé  des  courbes  ctod,  limitant  les  pressions  compatibles 
avec  la  résistance  propre  des  matériaux  ; 

«  4*  Superposition  des  deux  séries  de  courbes  précédantes  et 
détermination  des  aires  rspq  au  sommet  de  la  voûte; 

«  5*  Superposition  de  ces  aires  et  recherche  de  la  surface  com- 
mune, surface  qui  comprendra  les  extrémités  des  lignes  représentatives 
de  toutes  les  poussées  admissibles  ; 

«  G*  Tracé  des  courbes  de  pression  limites,  qui  correspondent 
aux  sommets  de  la  surface  commune  et  détermination  des  parties 
faibles  de  la  voûte.  » 

Cette  dernière  partie  des  opérations  n* est  pas  indispensable,  car 
les  constructions  préparatoires  renseignent  sur  les  principaux  résul- 
tats qu'on  déduirait  du  tracé  effectif  des  courbes  de  pression. 

La  méthode  se  prêt^  à  une  définition  précise  des  points  faibles, 
à  la  recherche  de  l'équilibre  et  de  la  stabilité  des  piles  et  culées;  à 
la  détermination  du  coefficient  de  stabilité  d'une  voûte  (i)  ;  enfin, 
M.  Durand  Claye  en  a  donné,  dans  les  Annales  des  ponts  et  chaus- 
sées^ année  i868,  n""  176,  page  10g,  une  extension  intéressante  à  la 
recherche  des  conditions  de  stabilité  des  arcs  métalliques,  ou  des 
voûtes  où  Ton  aurait  à  tenir  compte  de  la  résistance  des  mortiers  à 
rexU;nsion. 


MÉTHODE  PRATIQUE  POUR  LA  VÉRIFICATION  DE  LA  STABILITÉ  D'UNE  VODTE 
DONNÉE ,  SYMÉTRIQUE  ET  SYMÉTRIQUEMENT  CHARGÉE. 


238.  La  surface  d'un  joint  réel  est  entièrement  comprimée  lorsque 
le  centre  de  pression  est  situé  dans  le  tiers  central  de  Tépaisseur 


(1)  Le  coefflcient  de  stabilité  se  détermine  en  faisant  yarier  la  pression  limite  R  par 
ooité  de  surface.  A  chaque  valeur  deR  correspond  on  contour  c^iù^d^^  qui  est  d'autant 
moins  aigu  que  la  limite  R  e^t  plus  l)«isse;  i'aiie  limite  r^p7  se  ris«err«  donc  de  plos 
en  plus  à  mesure  que  R  diminue.  Déterminons  la  valeur  R'  de  R,  qui  réduit  Taire 
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de  ce  joiDt.  On  admet  en  général  que  la  poussée  à  la  clef  et  la 
réaction  dans  le  plan  des  naissances  sont  appliquées  en  des  points 
pris  dans  le  tiers  central  de  l'épaisseur  de  la  voûte  aux  naissances 
€t  à  la  clef,  ce  qui  revient  à  supposer  que  les  surfaces  de  ces  joints 
sont  partout  comprimées. 

Les  principales  hypothèses  que  Ton  peut  faire  sans  modifier  cette 

première  supposition  sont  au  nombre  de  quatre,  et  donnent  quatre 

courbes  de  pressions  à  construire  : 

La  première  passe  par  le  tiers  supérieur  du  joint  à  la  clef  et  le 

tiers  supérieur  du  point  des  naissances; 

La  seconde,  par  le  tiers  supérieur  du 

te    joint  à  la  clef  et  le  tiers  inférieur  du  joint 

des  naissances; 

La  troisième,  par  le  tiers  inférieur  du 
joint  à  la  clef  et  le  tiers  supérieur  du 
joint  des  naissances  ; 

La  quatrième,  par  le  tiers  inférieur  du 
joint  à  la  clef  et  le  tiers  inférieur  du  joint  des  naissances  ; 

El  à  chacune  de  ces  hypothèses,  qui  paraissent  également  admis- 
sibles, correspond  une  distribution  d'efforts  qu'on  peut  déterminer 
complètement. 

Les  constructeurs  se  bornent  ordinairement  àexaminer  un  seul  cas; 
ils  prennent  pour  point  de  passage,  dans  le  joint  de  la  clef,  le  tiers 
supérieur  de  l'épaisseur  de  la  voûte,  et  pour  point  de  passage  dans 
lo joint  (les  naissances,  le  milieu  de  ce  joint;  le  plan  des  naissances 
subit  alors  en  tous  ses  points  une  compression  égale. 

239.  Nous  supposerons  qu'on  ait  adopté  cette  méthode  simpli- 
^'»5e.  la.  voûte  proposée  est  symétrique  par  rapport  à  la  clef;  elle 
a  un  profil  déterminé  ABCDE.  "Cette  voûte  supporte  une  certaine 


limite  à  un  seal  point.  Nous  aurons  la  plus  grande  valeur  des  pressions  locales  qui 

nr 

corresponde  à  la  stabUité;  le  rapport  r;-,  dont  Tinverse  mesure  en  quelque  sorte  la 
'tudiette  de  l'ouvrage,  est  ce  que  M.  Durand  Claye  appelle  le  coefflciefU  de  stabilité. 
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charge,  que  Ton  peut  évaluer,  et  qui  peut  être  représentée  par  une 

surface  BGFG;  il  suffit  pour 

Fig.  107.  _ 

opérer   cette    transformation, 
d'estimer  les  charges  en  vo- 
lumes de  la  maçonnerie  com- 
posant la  voûte.  On  prendra 
ensuite  le  tiers  supérieur  R  du 
joint  BA  à  la  clef,  et  le  milieu  S 
du  joint  aux  naissances  pour      | 
points  de  passage  de  la  courbe      | 
des  pressions. 

Partageons  le  profil  AEDFG 
de  la  voûte  en  un  certain  nombre  de  parties,  en  quatre  parties,  par 
exemple,  par  des  verticales  P,  Q, ,  P.  Q„  EQ, ,  et  substituons  aux 
courbes  AE  et  GF  les  cordes  inscrites  AP, ,  Pi  P, »  P,  E.  GQ, ,  Q»  Q,* 
Q, .  Q,i  Q.  F-  ^^  substitue  wnsi  des  trapèzes  aux  figures  mixtilignes 
APj  q!  g,  etc.,  sans  altérer  sensibleiœnt  les  surfaces  et  la  position 
des  centres  de  gravité  de  ces  figures. 

n  s'agit  dès  lors  de  chercher  :  !•  les  centres  de  gravité  des  tra- 
pèzes ;  $•  les  surfaces  de  ces  trapèzes,  que  l'on  peut  représenter  par 
des  lignes  droites  en  faisant  choix  d'une  échelle  pour  cette  éva- 
luation. 

!•  Pour  obtenir  le  centre  de  gravité  du  trapèze  AP^  Q^  G  menons  I 
une  diagonale  Q,  A;  prenons-en  le  milieu  1  ;  joignons  ce  point  aux 
extrémités  P^  et  G  de  l'autre  diagonale;  prenons  sur  les  lignes  de 
jonction  les  points  M  et  N,  au  tiers  de  leur  longueur  à  partir  du 
.  point  I.  Joignons  MN  ;  cette  droite  rencontre  en  0  la  première  diago- 
nale Q,  A;  puis  prenons  sur  MN  une  distance  MH  =  NO,  et  le  point 
H  sera  le  centre  de  gravité  cherché. 

En  effet,  les  points  M  et  N  sont  les  centres  de  gravité  des  deux 
triangles  AP,  Q, ,  AGQ^ ,  qui  réunis  forment  le  trapèze  Al\  Q,  G;  donc 
le  centre  de  gravité  du  tiapèze  est  sur  la  ligne  MN  ;  il  y  est  d'ailleurs 
Bitué  en  un  point  H  tel  que  l'on  ait  l'égalité 


«urf.  AGQj  X  NU  =  surf.  AP^Ûj  x  MH. 


ET  ÉVALUATION  DES  SURFACES.  «3 

Mais  les  triangles  AP,  Qj ,  AGQ, ,  ayant  même  base  AQ,  ♦  sont  entre 
eux  comme  leurs  hauteurs,  lesquelles  sont  proportionnelles  aux 
segments  de  la  diagonale  P,6  déterminés  par  l'autre  diagonale;  or 
MO  et  NO  sont  respectivement  égaux  aux  tiers  de  ces  s^ments,  et 
par  suite  on  a  la  proportion  : 

surf.  AP^Q^       MO 
surf.AGQt  "NO' 

En  rapprochant  ces  deux  relations,  et  observant  que 
MO  +  NO  =  MH+NH  =  MN, 

on  en  déduit  l'égalité 

MH  =  NO. 

2»  L'aire  du  trapèze  AP^  Q,  6  peut  s'obtenir  soît  en  multipliant  la 
demi-somme  des  bases  AG  +  Pj  Q,  par  la  distance  des  bases,  soit  en 
prenant  le  produit  de  l'une  AQi  des  diagonales  par  la  projection  de 
Vautre  sur  une  perpendiculaire  à  la  première.  Comme  on  cherche  à 
représenter  les  poids  par  des  lignes  droites,  on  réduira  tous  ces  rec- 
tangles à  une  même  dimension  arbitraire,  et  l'autre  dimension  sera 
proportionnelle  à  la  surface. 

Soit  par  exemple  ab,  la  longueur  de  l'une  des  diagonales,  et  be  la 

longueur  de  la  projection  de  l'autre 
Fig.  208.  ^  ,/    /.      ^  ,  .. 

sur  une  perpendiculaire  a  la  première. 

Le  quadrilatère  aura  pour  surface  le 
produit  abxbc,  c'est-à-dire  qu'il 
sera  équivalent  au  carré  construit  sur 
l'ordonnée  bd  de  la  demi-circonférence 
décrite  sur  ac  comme  diamètre.  Si  l'on 
veut  réduire  tous  les  rectangles  analogues  à  une  dimension  com- 
mune be,  il  suffit  de  joindre  de,  et  d'élever  au  point  d  une  perpen- 
diculaire d/sur  de,  La  dimension  bf  représentera  l'aire  du  quadri- 
latère, et  par  suite  le  poids  de  maçonnerie  correspondant  à  cette  aire. 


424 


EMPLOI  D'UN  POLYGONE 


240.  On  pourra  représenter  de  cette  façon  les  poids  qui  agissent 
sur  la  demi-voûte  par  des  droites  finies,  verticales,  passant  par  les 
centres  de  gravité  de  chaque  surface  partielle.  Ou  cherchera  alors 
la  résultante  de  tous  ces  poids.  Le  théDrème  des  moments  permet 
de  calculer  la  position  de  cette  résultante;  mais  on  peut  la  trouver 
exclusivement  au  moyen  de  constructions  graphiques. 

Soient  T,,  T,,  Tj,  T^  les  positions  de  quatre  forces  parallèles 
données  qu'il  s'agit  de  composer. 

Considérons  la  force  T^,  comme  appliquée  en  un  point  déter- 
miné H,  de  sa  direction,  et  appliquons  en  ce  point  une  force  quel- 
conque U,  faisant  un  certain 

Fig.  20».  * 

angle  avec  Tj.   Le  parallélo- 
gramme construit  sur  les  forcer 
T,  et  U  donnera  la  résultante 
V,  de  ces  deux  forces  :  prolon- 
geons la  direction  de  cette  ré- 
sultante jusqu'au  point  H,,  où 
elle  rencontre  la  direction  de  la 
force  T,;  composons  V^  et  T,, 
ce  qui  nous  donnera  la  direc- 
tion et  l'intensité  de  la  résul- 
tante V,  ;  transportons  de  même 
le  point  d'application  de  la  force 
V,  en  H,  sur  la  direction  de  T,;  composons  V^  et  T,,  ce  qui  nous 
donnera  Vj,  que  nous  composerons  en  H^avec  T^  pour  avoir  V^.  Celte 
construction  peut  être  prolongée  aussi  loin  qu'on  voudra;  on  par- 
viendra toujours  à  déterminer  une  force  V^,  telle  que  le  système 
formé  par  toutes  les  forces  parallèles  T, ,  T, ,  T, ,  T^ ,  par  la  force  U 
et  la  force — V^,  soit  en  équilibre.  Cai' —  V^  est  égale  et  coniraire.à  la 
résultante  V^  de  toutes  les  autres  forces.  Donc  la  résultante  des  forces 
U  et  — V^  est  égale  et  contraire  à  la  résultante  des  forces  parallèles 
T,,  T,  T,,  T4,  et  si  l'on  prolonge  les  directions  de  U  et  V^ ,  ces  deux 
droites  se  couperont  en  un  point  0^,  qui  appartiendra  à  la  direction 
de  la  résultante  cherchée. 

On  prouverait  de  môme  que  le  [  oint  de  rencontre  0,  do  L  et  V,  ap- 


FUNICULAIHE. 
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partient  à  la  résultante  des  forces  T,  et  T,,  et  que  le  point  0,  où  se 
rencontrent  les  directions  de  U  et  V,,  est  un  point  de  la  résultante 
des  forces  T,,  T,,  T,. 

Cette  construction  revient  à  considérer  l'équilibre  d'un  polygone 
funiculaire  UH^  H,  H,  H,  (— VJ  sollicité  par  des  forces  parallèles  T,, 
Tj,  T,,  T^,  et  par  deux  forces  U  et  —  V^,  appliquées  suivant  les 
directions  des  côtés  extrêmes. 

241.  Une  fois  tous  ces  travaux  préparatoires  eflectués,  on  mènera 
par  le  point  R  une  horizontale  indéfinie  RX,  qui  sera  la  direction  attri- 

buéee  à  la  poussée  à  la  clef; 
on  vient  de  déterminer  en 
grandeur  et  en  position  la  ré- 
sultante OZ  des  forces  exté- 
rieures appliquées  à  la  demi- 
voûte.  Les  deux  droites  RX, 
OZ  se  coupent  en  un  point  K  ; 
on  joindra  KS,  et  prenant  sur 
KZ  une  longueur  KL  égale  à 
la  résultante  OZ,  on  achèvera 
le  rectangle  KUIN,  dont  KM 
est  la  diagonale.  Le  côté  KN  représentera  la  poussée  ii  la  clef,  et  la 
diagonale  KM,  la  réaction  sur  le  plan  des  naissances.  On  achèvera 
ensuite  la  construction,  en  composant  la  force  KN  avec  la  force  H,T,, 
appliquée  au  premier  élément;  puis  la  résultante  avec  la  force  H,T,, 
appliquée  au  second,  ce  qui  revient  à  composer  la  poussée  KN  avec 
la  résultante  des  forces  T,  et  T,,  dont  le  point  d'application  0,  est 
connu  par  le  tracé  du  polygone  funiculaire.  On  passera  ensuite  au 
troisième  élément  P,  Q,  Q,  E,  et,  pour  avoir  la  réaction  dan;<  le  plan 
EQt,  il  suffira  de  même  de  composer  la  poussée  KN  avec  la  résultante 
des  forces  T^,  T,,  T,,  laquelle  est  appliquée  au  point  0,. 

Lorsque  le  polygone  des  pressions  est  ainsi  tracé  dans  la  voûte,  on 
peut  vérifier  si  les  trois  conditions  de  l'équilibre  stable  sont  satis- 
faites; il  faut,  comme  nous  l'avons  vu,  que  la  courbe  soit  entière- 
ment contenue  dans  l'épaisseur  de  la  voûte  proprement  dite,  c'est- 
à-dire  qu'elle  ne  sorte  pas  de  la  surface  ADCDE  ;  il  faut  de  plus  que 
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les  joints  réels  fassent  avec  la  courbe  des  angles  au  moins  égaux  au 
complément  de  l'angle  du  frottement  des  matériaux  entrant  dans  la 
composition  de  l'ouvrage  ;  il  faut  enfin  que  la  pression  sur  le  joint 
réel,  au  point  le  plus  chargé,  soit  inférieure  à  la  limite  de  résistance 
pratique. 

Dans  ces  deux  dernières  vérifications,  on  fait  usage  des  joints  réels, 
et  non  des  joints  fictifs  qu'on  avait  d'abord  considérés.  Cette  mé- 
thode simplifiée  n'est  pas  entièrement  satisfaisante;  car  la  courbe 
des  pressions  différerait  légèrement  de  celle  qu'on  a  construite  en 
employant  les  joints  fictifs,  si  l'on  décomposait  la  voûte  par  ses  plans 
de  joints  réels.  Mais  l'arbitraire  subsisterait  encore  si  l'on  employait 
la  décomposition  réelle  de.  la  voûte  proprement  dite  ;  car  il  faudrait 
toujours  admettre  dans  la  surcharge  une  certaine  décomposition, 
pour  laquelle  on  manque  absolument  de  données  positives. 
On  paitage  ordinairement  cette  surcharge  par  des  plans  verticaux, 
p.    2^^  en  se  fondant  sur  ce  que  les  disjonctions 

des  maçonneries  des  tympans  semblent  se 
faire,  en  général,  suivant  des  lignes  à  peu 
près  verticales.  Ce  fait  n'est  pas  assez 
bien  constaté  pour  qu'on  puisse  voir  dans 
ce  mode  de  partage  autre  chose  qu'une 
hypothèse  arbitraire;  et  il  n'y  a  par  conséquent  aucun  iDconvénient 
à  étendre  cette  hypothèse  à  la  voûte  elle-même. 

2A2.  La  courbe  des  pressions  peut  se  prolonger  dans  le  pied  droit, 
tout  aussi  bien  que  dans  la  voûte.  On  décompose  pour  cela  le  pied- 
droit  en  assises  horizontales. 

Le  pied-droit  qui  reçoit  la  poussée  d'une  voûte  unique  est  ap- 
pelé culée.  Le  pied-dmit  qui  reçoit  les  poussées  de  deux  voûtes  juxta- 
posées est  appelé  pile.  En  général,  une  pile  est  adjacente  à  deux 
voûtes  égales  et  également  chargées. 

Pour  l'équilibre  d'un  pied-droit,  culée  ou  pile,  il  faut  que  la  résul- 
tante des  actions  exercées  par  la  voûte,  ou  par  les  deux  voûtes  ad- 
jacentes, passe  dans  l'intérieur  de  la  base  du  pied-droit.  Dans  une 
pile,  la  résultante  des  actions  qui  s'exercent  sur  la  maçonnerie  étant 
sensiblement  verticale,  cette  condition  est  toujours   remplie.    Le 
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calcul  suivant  indique  Tépaisseur  uiinimum  à  donner  à  une  culée 
pour  qu'il  en  soit  ainsi  malgré  l'obliquité  de  Taction  de  la  voûte. 
Soit  ABGD  le  profil  de  la  culée  ;  nous  le  supposons  rectangulaire  ; 
la  dimension  de  la  culée  perpendiculaire  à  la 
figure  est  égale  à  l'unité  de  longueur;  soit  M  le 
point  d'application  de  la  résultante  des  actions 
de  la  voûte  sur  le  pied-droît;  posons  AB=a;, 
AD=H. 

Soit  P  la  poussée  à  la  clef,  Q  le  poids  de  la 
demi -voûte  qui  repose  sur  DC  ;  P  et  Q  seront  les 
composantes  de  la  réaction  de  la  voûte  et  du  pied- 
droit  au  point  M.  Désignons  la  quantité  connue 
MC  par  la  lettre  a,  appelons  p  le  poids  de  l'unité 
de  volume  de  la  maçonnerie  du  pied-droit,  et  soit  R  le  poids  du  pied- 
droit.  11  faudra  pour  que  la  résultante  des  forces  P,  Q  et  R  passe  dans 
la  base  AB,  qu'en  prenant  les  moments  de  ces  forces,  par  rapport  au 
point  A  on  ait  l'inégalité  : 


Mjdàs 


PU  <  Ofx  -^  a)  4-  K  ; 


R^plïx, 


puisque  le  pied-droit  a  une  longueur  égale  à  l'unité. 
Donc  la  condition  posée  équivaut  à  celle-ci  : 


PH  +  Qa  <  Qa;  +  g  pHx«. 


Ou  encore 

pli  pM 

Le  premier  membre  de  l'inégalité  se  décompose  en  deux  facteurs, 


savoir  : 
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Le  second  facteur  étant  toujours  positif,  il  faut  que  le  premier  le 
soit  également,  ce  qui  donne  Tinégalité  : 


Et  si  Ton  fait  H  infîni,  cette  inégalité  donne  pour  limite  de  l'épais- 
seur X  du  pied-droit  : 

La  limite  inférieure  de  l'épaisseur  d'une  culée  ne  croît  donc  pas  indé- 
finiment à  mesure  que  la  hauteur  augmente. 

On  peut  toujours  faire  usage  de  cette  inégalité  pour  déterminer 
une  limite  inférieure  de  l'épaisseur  à  donner  à  un^  culée  ;  mais  il 
faudra  appliquer  ensuite  la  méthode  de  la  courbe  des  pressions  pour 
s'assurer  que  la  charge  de  la  matière  au  point  A  n'excède  pas  la 
limite  de  la  résistance  des  matériaux. 

Il  est  quelquefois  nécessaire  de  s'assurer  de  la  stabilité  du  pied- 
droit  relativement  à  la  poussée  des  terres  qui  agissent  sur  sa  face  AD. 

Les  méthodes  exposées  à  la  fin  de  ce  livre  permettent  de  résoudre 
cette  partie  du  problème. 


MÉTHODES  USUELLES  POUR  LA  CONSTRUCTION  DES  VOUTES 
EN  BERCEAU. 

SAS.  L'intrados  des  voûtes  en  berceau  peut  être 

En  plein-^intre^ 

En  arc  de  cercle^ 

En  ellipse. 

En  anse  de  panier^ 

Enfin,  dans  certains  cas  assez  rares,  en  ogive. 
Los  problèmes  qui  se  présentent  le  plus  fréquemment  dans   la 
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pratique  de  Trogénieur  sont  relatifs  au  tracé  des  voûtes  et  à  la 
détermination  des  épaisseurs  qui  peuvent  en  assurer  la  stabilité. 

Les  voiltes  étant  un  genre  de  construction  fort  anciennement 
connu,  on  a  depuis  longtemps  des  formules  qui  résolvent  ces  pro- 
blèmes d'une  manière  usuelle.  Nous  les  passerons  sommairement  en 
revue. 


VOUTES   EN   PLEJN-CINTRE. 


244.  L'intrados  est  en  plein-cîntre,  lorsqu'il  dessine  unedemî-cir- 
conférence.  Le  rayon  ou  le  diamètre  du  cercle  est  donné  ;  les  incon- 
nues principales  à  déterminer  sont  l'épaisseur  à  la  clef  et  l'épaisseur 
du  pied-droit. 

L'épaisseur  à  la  clef,  d'après  Perronnet,  est  exprimable  par  une 
fonction  linéaire  du  rayon  du  plein  cintre  ;  la  formule  de  Perronnet, 
traduite  en  mesures  métriques,  esta  peu  près  la  suivante  : 


«=:^  +  o,33i 


r  est,  en  mètres,  le  rayon  du  plein-cintre, 
e  est,  en  mètres,  l'épaisseur  à  la  clef. 

Cette  formule  est  incomplète  ;  car  elle  ne  contient  pas  de  terme 
variable  avec  la  surcharge  de  la  voûte,  élément  dont  on  ne  peut  pas 
négliger  l'influence.  On  trouve  dans  les  ouvrages  de  Sganzin  une 
table  des  voûtes  en  plein -cintre,  pour  des  surcharges  à  peu  près 
définies,  celles  qui  conviennent  aux  ponts  pour  route  ;  on  suppose  les 
reins  de  la  voûte  remplis  jusqu'au  niveau  de  l'extrados  à  la  clef, 
et  par  dessus,  une  voie  charretière,  formée  d'un  pavage  de  0".  40 
d'épaisseur.  Voici  cette  table. 
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4.80 

5.20 

40 

1.69 

4.20 

4..'i0 

4.80 

5.10 

5.40 

6.80 

6.20 

60 

206 

5.15 

5.40 

5.80 

6.10 

6.40 

6.80 

7.20 

(l)  L 

orsc[tie  la  ▼ 
ars  a  la  clef 

oùteest  00 

ostrnite  en 

maçonnerie 

de  ciment 

,,  on  peut  ] 

réduire  d'un  tien  les  | 

épaisse 

données  {a 

ir  cette  Tal 

)le  ou  par  la 

formule  é 

B  Ferronnet. 

'làb.  Les  ponts  en  dessus  pour  chemins  de  fer  sont  dans  d'autres 
conditions,  et  ces  tables  ne  peuvent  suffire.  Le  remblai  qui  pèse  sur 
la  voûte  peut  être  très-élevé  et  s'il  y  a  peu  de  hauteur  enti*e  la  voie 
et  l'extrados,  on  cherche,  en  générai,  à  introduire  entre  ces  deux 
niveaux  un  matelas  de  terrassement  assez  épais  pour  amortir,  pendant 
le  passage  des  trains,  les  ébranlements  qui  seraient  nuisibles  à  la 
conservation  des  maçonneries.  Pour  les  voûtes  très-cbargées,  l'em- 
ploi de  la  courbe  des  pressions  paraît  donc  indispensable. 

2/16.  On  se  sert  en  Allemagne  et  en  Russie  des  formules  suivantes 
où  entre  la  hauteur  de  la  surcharge  en  terre  au-dessus  de  Textrados  de 
la  voûte.  Ces  formules  s'appliquent  aux  pleins-cintres  et  aux  voûtes 
en  ellipse  ou  en  anse  de  panier. 

Soit  D  l'ouverture  libre,  ou  portée  de  la  voûte. 


FORMULES  USUELLES. 


Xoi 


/,  la  flèche  ou  montée,  égale  à  -  dans  les  voûtes  en  plein- 
cintre. 

€,  l'épaisseur  à  la  clef; 

H,  la  hauteur  du  pied-droit,  entre  la  fondation  et  les  nais- 
sances ; 

R,  la  hauteur  de  la  surcharge  de  terre  au-dessus  de  Textrados 
à  la  clef; 

r,  le  rayon  de  Tintrados,  égal  à  /ou  à  -dans  les  pleins-cintres  ; 

égal,  dans  les  ellipses,  au  rayon  de  courbure  au  sommet  ; 
T,  l'épaisseur  de  la  culée  ou  piédroit; 
On  calculera  e  et  Y,  qui  sont  les  inconnues,  par  les  formules  : 

«  =  «■•"  +  ^•'-50' 

Lorsque  la  voûte  est  en  plein-cintre,  Y  devient  égal  à 

0-.305 +  1  D  +  i  H  +  1  R. 

L'extrados  des  voûtes  en  plein-cintre  peut  se  tracer  comme  il 
suit  : 

Soit  ACB  le  plein-cintre.  AB  le  plan  de  naissance,  AE  la  hauteur 
F>g-  ï<3.  des  pieds-droits. 

La  formule  donne  l'épaisseur  CD  à  la  clef, 
et  Fépaisseur  EF  de  la  culée. 
\       Par  le  centre  0  dé  Tintrados,  menons  une 
B  droite  OH  faisant  avec  T  horizon  un  angle 
de  3o"  ;  à  partir  du  point  G  où  cette  droite 
rencontre  l'intrados,  prenons  GH  =  DCx  a. 
Puis  faisons   passer  par  le  point  D  un  arc 
de  cercle  ayant  son  centre  L  sur  la  verti- 
cale GO,  et  passant  par  le  point  H.  Prolon- 
geons cet  arc  par  une  tangente  en  H  jusqu'à  la  rencontre  de  la 


T) 
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\ 

K 

1 

\ 

\ 
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F 
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verticale  FK  qui  représente  la  face  postéiieure  de  la  culée.  La  ligne 
DHK  sera  l'extrados. 
On  a  aussi  les  formules  : 

surface  HGCD  =  |  (1 ,317  er  +  0,806  c«) 
et  arc  IID  =  -^  4 

O  T 

qui  simplifient  le  métré  de  la  voûte. 

La  solution  qu'on  vient  d'indiquer  conduit  à  donner  à  la  voûte 
une  épaisseur  croissante  de  la  clef  aux  naissances,  et  au  pied-droit 
une  épaisseur  constante.  Tous  les  constructeurs  ne  sont  pas  d'ac- 
cord sur  ce  sujet;  les  uns  veulent  que  la  voûte  reçoive  partout  la 
môme  épaisseur,  comme  Tarchivolte  d'une  arcade  ;  d'autres  font 
varier  l'épaisseur  du  pied-droit  aux  diverses  assises  en  donnant  à  la 
maçonnerie  des  retraites  successives  de  la  base  au  sommet.  La 
théoiie  est  trop  imparfaite  pour  décider  laquelle  est  la  meilleure 
de  toutes  ces  solutions. 

247,  On  peut  se  proposer  de  tracer  l'extrados  d'une  voûte  dont  l'in- 
trados est  donné,  de  manière  qu'il  y  ait  coïncidence  exacte  entre  les 
courbes  des  pressions  que  Ton  obtient  en  considérant  successivement 
la  voûte  avec  ou  sans  sa  surcharge.  S'il  en  est  ainsi,  l'addition  delà 
surcharge  n'aura  d'autre  effet  que  d'augmenter  dans  chaque  section 
les  pressions  dans  un  môme  rapport,  et  la  déformation  de  la  voûte 
n'en  sera  pâs  sensiblement  modifiée.  On  résout  facilement  ce  pro- 
blème quand  on  admet  le  partage  de  la  voûte  par  des  plans  veiti- 
caux;  il  suffit  en  effet  de  prendre  pour  extrados  une  ligne  qui  di- 
vise dans  un  même  rapport  les  portions  de  verticales  compri.9es 
entre  la  courbe   d'intrados  et  la  ligne  limitative  de  la  surcharge, 
qu'on  suppose  ramenée  au  même  poids  spécifique  que  le^  matériaux 
de  la  voûte.  On  peut  passer  alors  de  la  voûte  chargée  à  la  voûte 
sans  surcharge  par  une  simple  réduction  du  poids  spécifique  attribué 
aux  matériaux.  La  poussée  à  la  clef  et  toutes  les  pressions  subissent 
une  réduction  proportionnelle. 


VOUTES  SURBAISSÉES.  h%t 


TOUTES   BN   ARC  DE  CERCLE. 


2A8.  Oi>  donne  en  général  aux  voûtes  en  arc  de  cercle  une  flèclie 
qui  varie  du  huitième  au  douzième  de  l'ouverture;  le  plus  souvent 
elle  est  du  dixième. 

Les  formules  que  nous  avons  données  pour  le  plein-cintre  s'ap- 
pliquent aux  arcs  de  cercle.  Le  rayon  r  de  l'arc  se  déduit  de  l'ou- 
verture D  et  de  la  montée  f. 

On  a  en  effet: 

d'où  l'on  tii'e  : 

Si  l'arc  est  surbaissé  au  dixième, 

VOUTES  BW  ELLIPSE   OU    EN   ANSE   DE   PANIER, 


249.  Soient  encore  /  la  montée,  D  l'ouverture  ;  si  Ton  appelle 
it  et  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'ellipse,  rap- 
portée à  son  centre  et  à  ses  axes,  on  aura  entre  a:  et  y  la  relation 

qui  permet  de  construire  la  courbe  par  points. 

Eu  général  on  prend  /  égal  au  tiers  de  D,  et  alors  on  peut  se 
servir  de  la  table  qui  suit  pour  déterminer  l'épaisseur  à  la  clef  et 
l'épaisseur  des  pieds-droits,  les  conditions  de  charge  de  la  voûte 
étant  les  mêmes  que  celles  qui  ont  été  indiquées  §  245. 
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met. 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

12 

15 

20 

30 

40 

50 


mètres. 
0.38 
0.43 
050 
0.56 
O.Cl 
0.06 
0.70 
6.74 
0.79 
0  84 
0.95 
1.10 
1.35 
1.86 
2.35 
2.85 


ÉPAISSEDI  SES  CDLÉBS  Y,  LA 

HADTBm  I 

4  mètres. 

[  DBS  PIEDS-DROITS   1^ 

l  mètre. 

i  mètres. 

3  mètres. 

5  mètres. 

«mètres. 

mètres. 

mètres. 

mètres. 

mètres. 

mètres 

mètres. 

i.eh 

0.75 

0  80 

0.85 

0.90 

0.96 

0.90 

1.05 

1.10 

KI5 

t.20 

1.25 

1.10 

1.35 

1.45 

1.56 

1.60 

1.65 

1.35 

1.65 

1.80 

1.90 

1.95 

2.00 

1.55 

1.85 

2.<i0 

2.10 

2.20 

2.30 

1.65 

1.95 

2.15 

2.30 

2.45 

2.66 

1.75 

2.05 

2.35 

2.50 

2.65 

2.76 

1.85 

2.25 

2.50 

2.70 

2.85 

3.00 

1  95 

2.40 

2.70 

2.90 

3.13 

3.26 

2.10 

2.50 

2.80 

3.05 

3.20 

3.40 

2.30 

2.80 

3.15 

3.40 

3.66 

3.80 

2.60 

3.15 

3.50 

390 

4.10 

i.30 

3.20 

3.80 

4.20 

4.50 

4.80 

5.00 

4.40 

5  00 

5.40 

6.70 

6.10 

6.40 

5.50 

6.20 

6.60 

6.90 

7.60 

7.80 

6.70 

7.40 

7.80 

8.20 

8.80 

9.20 

8  mètres. 


mètres. 
1.00 
1.36 
1.70 
2.10 
2.40 
2.70 
3.00 
3.80 
3.50 
3.70 
4.00 
l.r.O 

6.ao 

6.70 
8.10 
9.60 


Pour  appliquer  les  formules  générales  données  dans  le  $  246t 
il  faudrait  prendre  pour  r  la  valeyr  du  rayon  de  courbure  de  l'el- 
lipse à  la  ç!ef,  c'est-à-dire 


et  lorsque  l'ellipse  est  surbaissée  au  tiers  : 


,=i.. 


Les  courbes  en  anse  de  panier  sont  des  imitations  d*ellipse  au 
moyen  d'une  série  d'arcs  de  cercle  qui  se  raccordent  l'un  à  l'autre.  Le 
calcul  de  leurs  dimensions  se  fait  au  moyen  des  mêmes  formules  et 
des  mêmes  tables. 


VOUTES   EN   PLATE-BANDE. 


250.  La  plate-bande  ne  s'emploie  que  pour  recouvrir  un  espace 
vide,  de  petite  dimension,  comme  une  fenêtre.  Il  est  impossible  de 
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tracer  les  joints  perpendiculairement  à  T intrados;  l'usage  est  de  les 
faire  converger  vers  un  point  pris  arbitrairement  sur  l'axe  de  la  voûte. . 


ÊQUIUBRE  DES  VOUTES  SUR  CINTRES. 

251.  Les  cintres  se  composent  de  fermes  en  charpente  eutretoisées 
les  unes  avec  les  autres,  et  dont  l'objet  est  de  soutenir  les  voussoirs  à 
mesure  qu'on  en  fait  la  pose.  Une  fois  fermée,  la  voûte  peut  être 
décintrée  ;  on  a  remarqué  toutefois  que  les  tassements  des  maçonne- 
ries sont  moindres  quand  la  voûte  est  restée  sur  cintre  assez  de  temps 
pour  que  les  mortiers  aient  pu  se  solidifier. 

Le  tracé  du  cintre  se  fait  suivant  une  courbe  parallèle  à  l'intrados, 
laissant  entre  elle  et  la  voûte  un  intervalle  égal  à  l'épaisseur  des 
couchis.  La  courbure  s'obtient  au  moyen  de  pièces  sciées  et  rappor- 
tées que  Ton  appelle  veaux.  L'ossature  de  chaque  ferme  est  formée 
d'une  série  de  triangles  en  charpente,  dont  le  système  ne  puisse  subir 
d'autres  déformations  que  celles  qui  résultent  de  l'élasticité  propre 
des  bois. 

Les  efforts  exei'cés  par  les  voussoirs  sur  le  cintre  sont  équilibrés 
par  les  réactions  des  appuis  sur  lesquels  le  cintre  repose;  ces  réac- 
tions sont  verticales  ou  obliques,  suivant  le  système  de  la  charpente. 
Si  elles  sont  obliques,  leurs  composantes  horizontales  sont  emprun- 
tées aux  pieds-droits  de  la  voûte,  et  par  suite  le  cintre  exerce  sur 
la  maçonnerie  du  pied-droit  une  poussée  qui  peut,  dans  certains  cas, 
tr\  compromettre  la  stabilité. 

Les  cintres  retroussés  que  Perronet  a  employés  pour  la  construc- 
tion des  ponts  de  Neuilly  (1768-1772),  de  Mantes  (1766),  etc., 
sont  composés  de  quatre  contours  polygonaux  à  angles  très  ouverts, 
inscrits  le  second  dans  le  premier,  le  troisième  dans  le  second,  le 
quatrième  dans  le  troisième,  les  milieux  des  côtés  du  polygone  cir- 
conscrit correspondant  aux  sommets  du  polygone  qui  y  est  inscrit. 
Les  quatre  contours  sont  reliés  les  uns  aux  autres  par  des  moises 
pendantes^  placées  normalement  à  l'intrados  de  la  voûte,  à  tous  les 
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sommets  de  ces  divers  contours.  Uo  cintre  ainsi  construit  a  beau- 
coup d'élasticité,  possède  peu  de  roideur,  subit  par  conséquent  de 
grandes  déformations  pendant  la  pose,  enfm  exerce  une  poussée  sur 
les  pieds- droits;  il  était  même  nécessaire  d'en  charger  la  clef  pour 
qu'elle  ne  se  soulevât  pas  à  mesure  de  la  pose  des  voussoirs  succes- 
*  sifs  au-dessus  des  retombées  des  naissances.  L'espacement  des  fer- 
mes était  fixé  par  Perronet  à  6  pieds  de  roi  (i"'.g49). 

Dans  son  mémoire  sur  les  cintres  (LXV  et  suiv.),  Perronet  observe 
que  le  plus  grand  effort  auquel  un  cintre  ait  à  résister  correspond  au 
cas  où  tous  les  voussoirs,  excepté  la  clef,  sont  posés.  La  pose  de  la 
clef  décharge  virtuellement  la  charpente,  en  permettant  à  la  voûte  de 
se  soutenir  sans  appui  étranger.  Perronet  admet  qu'à  partir  des 
naissances  jusqu'au  joint  incliné  de  30  degrés  sur  l'horizon,  les  vous- 
soirs n'exercent  aucune  pression  sur  les  couchis.  Les  autres  voussoirs 
pèsent  sur  le  cintre,  mais  non  pas  de  tout  leur  poids.  D'après  Cou- 
plet, la  fraction  de  ce  poids  qui  pèse  sur  les  couchis,  dans  une  voûte 
en  plein-cintre,  est  environ  les  deux  tiers  du  poids  total.  Perronet 
propose,  en  conséquence,  de  calculer  la  charge  d'un  cintre  dans  les 
voûtes  demi-circulaires,  en  prenant  les  deux  tiers  du  poids  de  l'arc 
central  de  voûte  dont  l'angle  au  centre  est  de  120  degrés,  ce  qai 
revient  à  prendre  environ  les  quatre  neuvièmes  du  poids  total  de  la 
voûte. 

En  général  on  donne  aujourd'hui  aux  cintres  le  plus  de  roideur 
possible  en  en  formant  l'ossature  de  triangles  à  peu  près  équila- 
téraiix. 

On  ne  doit  pas  oublier  que  le  décintrement  d'une  voûte  peut  en- 
traîner le  renversement  de  la  pile  qui  lui  sert  d'appui,  si  la  pile  n'a 
pas  les  dimensiouB  nécessaires  pour  servir  dé  culée  à  la  voûte  prise 
isolément,  ou  si  la  voûte  voisine  n'est  pas  encore  construite.  Posée 
sur  un  cintre  sans  poussée,  cette  voûte  n'exercerait  aucun  effort  ho- 
rizontal sur  la  pile. 


TABLES  DIVERSES.  437 


TABLES   ET   RENSEIGNEMENTS  DIVERS  SUR  LES    TOUTES  EN  BERCEAU. 

I.  Formules  empiriques  pour  calculer  les  dimensions  des  voûtes  en 
maçonnerie. 

Unilé  de  longueur,  le  mètre. 

D  ouverture  d'une  arche, 

/  montée  ou  flèche, 

e  épaisseur  k  la  clef, 

Y  épaisseur  du  pied-droit  faisant  culée, 

H  hauteur  du  pied-droit, 

S  hauteur  de  la  surcharge  de  terre  au-dessus  de  la  base  du  pied-droit 

FORMULES  DE  M.  LËVEILLÉ. 
e  =  0-.33+^D. 

(Cette  formule  ne  tient  pas  compte  de  la  hauteur  S.) 


Plein-cintre. 


=  (0".30  +  0,«8D)\/    4 V\ 

\  0,8650/ 

rziT 

Arc  de  cercle.       T  =  (0-.33  +  0,8i« D)  i   /  -./f  {v  • 

V  B^) 


FORMULES  DE  M.  LESGUILLER,  INGÉNIEUR  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES. 

Ces  formules  ne  tiennent  pas  compte  de  la  surcharge. 

Plein-cintre.         Y  =  v^  (0,6  +  0.04  H). 

Anse  de  panier.     Y  =  >/D  [o,6  +  0,06  (7 — «)  +  ^^^^  -]  • 

Arc  de  cercle.        Y  =  v^D  [o,6  +  0,1  (^  -  «)  +  0.04  h]  . 
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II.  Poids  du  mètre  cube  des  matériaux. 

Granits  et  porphyres 2,600  à  2,800  kilog. 

Pierres  volcaniques;  basalte,  lave  dure.  •  .  .  2,800  a  3,100 

Pierres  calcaires  dures 2,650  a  2,800 

Calcaires  tendres •.         2,400 

Briques. 1,000  k  1,400 

Mortier  d«  chaux  et  sable 1,800  à  2,106 

Mortier  de  ciment.  .   . 1,650  à  1,700 

Plâtre  gâche  humide 1,570  à  1,600 

Plâtre  gâché  sec 1,400 

Sable 1,400  k  1,800 

Grès 2,400 


Pour  la  charge-limite  à  faire  supporter  aux  maçonneries,  voir  la 
able  donnée  §  s8. 


TABLE   DES   PLUS   GRANDES   CHARGES  AUXQUELLES    LA   MAÇONNERIE 
SOIT  SOUMISE   DANS   CERTAINS  ÉDIFICES    (Roudeletj. 

Ulog.  pir  cent,  carré. 

Saint-Pierre,  k  Rome,  piliers 16  3539 

SaintrPaul,  k  Londres,  piliers • 19,3498 

Église  des  Invalides,  à  Paris,  piliers. 14,7826 

Église  Sainte^ïeneviève,  k  Paris,  piliers 29,4290 

Saintr-Paul  Hors  des  Murs,  k  Rome,  colonnes 19,7609 

Église  Saiiit-Méry,  k  Paris,  piliers 29,4234 

Église  Saint-Toussaint,  k  Angers,  colonnes  du  chœur.  •  44,3 


DIVERSES. 


439 


111.  Charge  qui  'produit  Vécrasemeni  des  matériaux  par  centimètre  carré 

de  section, 

TaUflfl  de  Oonieys.  —  EésisUnce  dM  corps. 


INDICATION  DES  MATÉRIAUX. 


Pierres  volcaniques. 

Basalte  de  Saède , 

Basalte  d'Auvergne 

Lave  du  Vésuve,  dite  Piperno,  .  . 
Lave  grise  des  environs  de  Rome, 
Tuf  de  Rome 


Granits. 

Granit  d'Aberdeen  bleu 

Granit  vert  des  Vosges 

Granit  gris  de  Bretagne 

Granit  de  Normandie,  Gatmos.  . 
Granit  gris  des  Vosges 

Grès, 

Grès  très-dur *' 

Grès  blanc 

Grès  bigarré  des  Vu^g(  > 

Pierres  calcaireé. 

Marbre  noir  de  Flandre 

Marbre  blanc  veiné 

Marbre  rouge  du  Devonsbire. .  .  . 

Calcaire  de  Portland 

Pierre  de  Caserte,  près  Raples.  .  . 
Pierre  noire  de  St-Portunat  (Lyon) 
Liais  de  Bagnenx,  prés  Paris.  .  . 

Travcrtino  de  Rome 

Roche  de  Chàtlllon,  près  Paris.  .  . 

Roche  douce  de  Cbàtillon 

Roche  d'Arcuell,  près  Paris.  .  .  . 
Pierre  de  Salilancourt,  1'* qualité. 

Briquet. 

Brique  dure  très-coite 

Brique  rouge 

Brique  rouge  pâle 


Mortiers. 
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CHAPITRE  n. 

VOUTES    BIAISES. 

• 

262.  Une  yofite  en  berceau  est  biaise  lorsque  les  plans  des  têtes 
de  la  voûte  sont  obliques  aux  génératrices  rectilignes  du  berceau. 

L'intrados  d'une  voûte  biaise  est  donc  une  portion  de  surface  cy- 
lindrique comprise,  d'une  part,  entre  les  deux  génératrices  rectili- 
gnes des  naissances,  d'autre  part,  entre  les  courbes  d'intersection 
de  la  surface  cylindrique  avec  les  plans  verticaux,'  généralement 
parallèles  entre  eux,  qui  contiennent  les  têtes.  Ghacnne  de  ces  courbes 
d'intersection  s'appelle  courbe  de  tête  réelk,  par  opposition  aux 
courbes  de  tête  fictives^  que  l'on  considère  dans  le  tracé  de  l'appareil 
hélicoïdal. 

V angle  du  biais  est  l'angle  du  plan  de  tête  avec  un  plan  mené 
perpendiculairement  aux  génératrices  rectilignes  de  l'intrados.  Cet 
angle  est  le  complément  de  l'angle  formé  par  une  quelconque  des 
génératrices  avec  le  plan  de  tête.  Quand  la  voûte  est  droite,  l'angle 
du  biais  est  nul. 


GOMPAlAISOIf   d'une  VOUTE   BIAISE   ET  D'UNE   VOUTE    DROITS 
AYANT   DES  TÊTES  IDENTIQUES. 

26S.  Décomposons  les  deux  voûtes,  auxquelles  nous  supposons  une 
même  longueur,  par  une  série  de  plans  parallèles  aux  plans  des 
têtes,  équidistants  et  infiniment  rapprochés.  La  portion  de  voûte 
biaise  comprise  entre  deux  plans  infiniment  voisins  peut  être  con- 
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foudne  avec  la  portion-éléuientaire  qui  lui  correspond  dans  la  voûte 
droite.  Le  biais  perd  en  effet  toute  influence  sur  une  voûte  infiniment 
mince»  car  l'altération  qu'il  faut  faire  subir  à  une  voûte  droite  infi- 
niment mince  pour  la  rendre  biaise  est  une  altération  infiniment 
petite  d'un  ordre  supérieur  au  premier  (i).  On  est  ainsi  conduit  à 
regarderune  voûte  biaise  comme  le  résultat  de  la  liaison  d'un  nombre 
infini  de  voûtes  droites  infiniment  minces,  échelonnées  les  unes  à  ' 
côté  des  autres. 

De  là  résulte  que  l'épaisseur  à  la  clef  d'une  voûte  biaise  et  les 
autres  dimensions  de  la  voûte  et  de  ses  pieds^droits  se  détermineront 
comme  s'il  s'agissait  de  la  voûte  droite  ayant  pour  profil  transversal 
l'élévation  de  la  tète  de  la  voûte  biaise  ;  car  les  dimensions  de  la 
voûte  droite,  assurant  l'équilibre  et  la  résistance  de  chaque  élément 
de  voûte,  assurent  également  l'équilibre  de  la  voûte  biaise,  où  les 
mêmes  éléments  se  retrouvent  différemment  juxtaposés. 

254.  Hais  ici  se  manifeste  entre  les  deux  sortes  de  voûtes  une 
différence  importante. 

Dans  une  voûte  droite  uniformément  chargée  dans  le  sens  de  sa 
longueur,  la  liaison  des  voûtes  élémentaires  ne  crée  aucune  in- 
compatibilité entre  les  déformations  naturelles  de  chaque  voûte  élé- 
mentaire prise  isolément.  Ces  déformations  se  produisent  de  la  même 
manière  dans  chaque  plan  parallèle  aux  tètes,  et  les  molécules  des 
voussoirs  en  se  déplaçant  ne  sortent  pas  du  plan  parallèle  aux  tètes 
qui  les  contenait  au  moment  de  la  pose. 

Dans  les  voûtes  biaises,  l'échelonnement  des  voûtes  élémentaires 
introduit  des  liaisons  entre  des  molécules  différemment  situées  sur  le 


(f)  Cette  remarque  rend  fort  dootenae  l'exactitude  du  principe  sur  lequel  les  parti- 
sans de  la  poussée  au  vide  font  reposer  toute  leur  théorie  des  Toutes  biaises  :  ce  prin- 
cipe cunsiste  à  admettre  que  dans  une  voûte  en  berceau^  droite  ou  biaise,  la  plus 
grande  contractim  s'opère,  et  par  suite,  les  poussées  mutuelles  sont  dirigées  dans  te 
plan  des  sections  de  plus  granie  courfmre  de  t intrados,  c'eft-à-dlre  dans  des  plans 
de  section  droite.  Or  si  l'un  considère  une  Toute  Inflnlment  mince,  on  peut  ëviiiemment, 
tans  rien  rhanger  aux  poussées,  altérer  d'une  InflnKe  de  manières  la  surface  de  l'intra- 
dos et  l'orientation  des  sections  de  plus  grande  courbure^  en  faisant  passer  oes  surfaces 
cylindriques  quelconques  par  la  ligne  qui  sert  de  courbe  d'intrados  à  la  Toûte  dans  son 
lÂaQ  moyen. 
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profil  commun  à  toutes  les  vo&ies.  Les  déformations  deTélément  de 
voûte  sont  donc  gênées  par  les  liaisons  avec  les  éléments  voisins,  et 
les  molécules  des  voussoirs  peuvent  être  amenées,  par  suite  de  cette 
solidarité,  à  sortir  du  plan  parallèle  aux  têtes  qui  les  contenait  primi- 
tivement 

On  considère  ordinairement  les  déformations  de  Tintrados  des 
voûtes  droites  comme  s'efiectuant  par  une  série  de  rotations  très- 
petites  des  éléments  plans  de  la  douelle  autour  de  parallèles  aux 
génératrices  droites  du  berce^iu.  Dans  les  voûtes  biaises ,  on  peut 
admettre  de  même,  faute  d'une  meilleure  tbéo- 
^'  rie,  que  les  déformations  de  l'intrados  s'opèrent 

par  rotation  des  éléments  plans  de  la  douelle  au- 
tour de  parallèles  aux  génératrices  rectilignes  de 
Tintrados,  parce  que  ce  mode  de  déformation  des 
surfaces  cylindriques  est  celui  de  tous  qui  fait 
subir  les  moindres  efforts  à  la  matière.  Mais  ces 
éléments  plans  sont  des  parallélogrammes  dont 
les  petits  côtés,  primitivement  situés  dans  les  plans 
de  tête,  décrivent  dans  la  rotation  autour  du  grand  côté  des  élé- 
ments de  surface  conique.  Les  têtes,  après  une  semblable  déforma- 
tion, ne  sont  donc  plus  contenues  dans  leurs  plans  primitifs,  et  la 
projection  horizontale  de  la  voûte  déformée  ne  coïncide  pas  rigoureu- 
sement avec  la  projectipn  de  la  voûte  posée  sur  cintre. 

L'intrados,  avant  la  déformation,  se  projette  suivant  un  parallé- 
logramme ABCD  ;  AD,  BG  sont  les  traces  des  plans  de  tête  ;  AB,  CD  les 
projections  des  naissances.  Soient  E  et  F  les  clefs  des  courbes  de  tête. 
Les  tassements  qui  s'opéreront  dans  la  voûte  par  rotation  autour  des 
génératrices  rectilignes  ou  de  droites  parallèles  à  ces  génératrices 
pourront,  par  exemple,  amener  en  projection  les  arcs  AE,  GF  adja- 
cents aux  angles  obtus  du  parallélogramme  dans  l'intérieur  de  cette 
figure,  et  les  arcs  BF,  DE,  adjacents  aux  angles  aigus,  en  dehors. 
C'est  à  cette  tendance  latérale  qui  s'exerce  de  dedans  en  dehors  sur 
les  têtes  dans  la  région  voisine  des  angles  aigus,  qu'on  a  donné  le 
nom  de  poussée  au  vide, 

La  poussée  au  vide  ainsi  déflnie  est  un  résultat  nécessaire  de  la 
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forme  ext^eure  de  la  voûte;  on  ne  doit  pas  la  confondre  avec  cer- 
taines tendances  au  renversement  produites  par  des  défauts  de  l'ap- 
pareil. Lorsque  l'appareil  satisfait  aux  conditions  de  l'équilibre  indi- 
viduel de  chaque  voûte  infiniment  mince,  les  effets  de  la  poussée  au 
vide  sont  dus  à  l'élasticité  des  matériaux,  et  par  conséquent  ils  sont 
du  même  ordre  de  grandeur  que  les  tassements  des  voûtes  ;  ils  sont 
donc  infiniment  petits,  et  par  suite  négligeables  pour  une  voûte  con- 
struite avec  soin,  et  l'on  n'a  pas  à  s'en  préoccuper  (i). 

Le  problème  des  voûtes  biaises  est  ramené,  par  ces  considéra- 
tions, au  problème  des  voûtes  droites  ;  puisqu'on  n'a  pas  de  données 
rationnelles  sur  les  déformations  élastiques  des  voûtes  droites,  il  se- 
rait impossible  de  chercher  par  le  calcul  les  déformations  des  voûtes 
biaises,  cette  question  offrant  un  degré  de  plus  de  complication. 
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255.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  l'ancienne  solution  connue  sous 
le  nom  de  biais  passée  qui  ne  s'appliquait  qu'à  une  arche  de  faible  Jon- 
gueur,  et  qui  donnait  pour  intrados  à  cette  arche  une  surface  réglée 
particulière,  dite  corne  de  vache.  Cette  solution  n'est  plus  employée. 

Lorsque  le  biais  est  très-faible,  de  o*  à  lo"  par  exemple,  on  peut 
n'en  tenir  aucun  compte,  et  appareiller  la  voûte  comme  si  elle  était 


(1)  Voir  dans  Xe?^  Annales  des  ponts  et  chaussées,  ISSG,  un  article  de  M.  Le  Blanc,  sur 
les  conditions  d'équilibre  dea  arches  biaise».  —  M.  Le  B'anc  a  coostrult  depuis,  sur  la 
ligne  de  Rennes  à  Redon^  plusieurs  ponts  biais  pour  lesquels  il  n'a  pas  eu  recmirs  au\ 
armatures  en  fer;  on  n'y  constate  aucune  tendance  au  renversement  ou  à  l'écrasemeni 
des  angles  aigus  des  culées;  cette  tendance  devrait  pourtant  se  manifester,  quelque  soin 
qu'on  ait  apporté  à  la  constnicUon  des  voûtes,  si  la  théorie  de  la  poussée  au  vide  élaii 
exacte  dans  le  sens  où  on  l'entend  communément.  Ce  n'est  donc  pas  sans  raison  que  M.  Le 
Blanc  a  pu  dire  qu'il  n'y  a  pas  de  poussée  au  vide,  niant  ainsi  formellement  le  principe 
eontestable  qui  sert  d'axiome  à  cette  théorie.  Nous  ajouterons  qu'on  trouve  près  de 
Nancy,  à  la  rencontre  du  chemin  de  fer  de  Paris  à  Strasbourg  et  du  canal  de  la  Marne 
ao  Rbio,  un  pont  d'an  biais  très- prononcé,  construit  par  arceaux  biais  en  pierre  de 
taille,  reliés  par  de  petites  voûtes  transversales  en  Léton,  et  sans  interveniion  d'arma- 
tures. M.  Zeiller  est  l'auteur  de  cet  ouvra::e  très  harJi,  que  la  théorie  ordinaire  de  la 
)  au  vide  condamnerait  d'une  manière  absolue. 
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droite.  Les  voussoirs  dessinent  sur  l'intrados  les  joints  continus  sui* 
vaut  les  génératrices  rectilignes  du  cylindre,  et  les  joints  discontinus 
suivant  les  arcs  de  section  droite.  Des  voussoirs  spéciaux  forment 
les  tètes. 
Pour  un  biais  quelconque,  on  peut  toujours  ramener  l'appareil  k 
Fig.  îi5.  celui  des  voûtes  droites,  soit  en  ajoutant  à 

la  projection  ABCD  de  la  voûte  deux  trian- 
gles AD6,  GBH,  qui  augmentent  la  longueur 
du  berceau,  soit  en  conservant  les  plans  de 
tête  AD,  BG,  mais  en  augmentant  la  portée 
de  la  voûte,  par  l'addition  des  triangles  ABK, 
CDl  à  l'espace  qu'elle  i-ecouvre.  Cette  der- 
nière solution   ne  pourrait  convenir   aux 
voûtes  d'une  certaine  longueur,  si  l'on  cherchait  à  l'appliquer  à  cette 
longueur  entière.  Mais  elle  devient  parfaitement  admissible,  si  l'on 
Fig.  2IÔ.  décompose  la  longueur  donnée  en  un 

certain  nombre  de  parties  égales,  et  si 
l'on  substitué  dans  chaque  intervalle  la 
voûte  droite  MNPQ  à  la  portion  corres- 
pondante RQSN  de  la  voûte  biaise.  On 
appareillera  comme  voûtes  droites  ces 
arceaux  échelonnés. 
La  simplicité  des  appareils  qui  con- 
servent à  la  voûte  biaise  son  intrados  a  fait  renoncer  à  cet  artifice  de 
construction,  auquel  on  pouvait  reprocher  d'augmenter  déaiesuré- 
ment  la  sm'face  du  paiement  vu  des  pierres. 
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APPAREIL  ORTHOGONAL  (l). 

256.  Une  voûte  dont  la  projection  horizontale  est  le  parittélo- 
gramme  ABGD  est  coupée  par  une  série  de  plans  infiniment  voisins. 


(1)  Voy.  Annales  des  ponts  et  chaussées,  1839,  article  de  M.  L«fort. 
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Pi«.  217. 
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,  parallèles  aux  plans  des  tètes.  Nous  nous  propo- 
serons  de  déterminer  le  tracé  d'un  appareil  tel 
^n     que  considéré  dans  un  anneau  quelconque 
«1    m,Wjn,m, ,  cet  appareil  soit  celui  d'une  voûte 
droite.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  :  i*  que 
les  Joints  discontinus  dessinent  sur  l'intrados 
des  courbes  parallèles  à  la  courbe  de  tête  ; 
20  que  les  éléments  des  joints  continus  cou- 
pent à  angle  droit  les  joints  discontinus  ;  5*  que 
^      les  faces  des  voussoirs  entre  deux  plans  m^n^J 
m^n^,  consécutifs,  soient  normales  à  l'intrados. 
Donc,  i*"  les  joints  continus  dessinés  sur  Tintrados  ne  sont  autre 
chose  que  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  parallèles  aux 
tètes  ; 

a**  Les  joints  discontinus  sont  des  arcs  de  ces  dernières  courbes  ; 
3*  Les  faces  des  voussoirs  sont  des  surfaces  réglées  engendrées  par 
une  droite  qui  se  meut  normalement  à  Tintrados  en  suivant  le  pour- 
tour de  la  douelle  de  chaque  voussoir  (i).  Le  parement  vu  des  vous- 
soirs de  tète  fait  seul  exception  à  ce  mode  de  génération. 


fipuaE  DE  l'appabeîl  orthogonal. 


267.  Pour  que  la  projection  d'un  angle  droit  sur  un  plan  soît  un 
angle  droit,  il  faut  et  il  suffit  que  Tun  des  côtés  de  l'angle  soit  pa- 
rallèle  au  plan.  Dans  l'appareil  orthogonal,  les  courbes  de  tète  et 


(1)  Rigoureusement,  11  faudrait  dire  que  les  surfacea  des  joints  contlDua  doi?«nt  être 
engendrées  par  une  droite  parallèle  aux  plans  de  tête,  et  perpendiculaire  à  la  courbe  de 
juint  continu  ;car  cVst  aina!  qu'on  définirait  les  plans  de  Joints  des  poussoirs  de  la  voûta 
droite  inflnimer.t  mince  substituée  aux  divers  éléments  de  la  voûte  blai&e.  Mais  onl 
Terra  plus  loin  que  la  surface  ainsi  obtenue  est  tangente  tout  le  long  d'un  joint  continu! 
à  11  surface  engendrée  par  une  droite  mobile,  qui  suit  ce  joint  en  restant  normale  à 
l'intrados.  On  peut  donc  sans  Inconvénient  substituer  la  seconde  surface  à  la  première. 


4i6  APPAREIL 

les  sections  parallèles  à  ces  courbes  sont  rencontrées  à  angle  droit 
par  les  courbes  des  joints  continus.  Il  y  a  donc  intérêt  à  prendre 
pour  plan  vertical  de  projection  un  plan  parallèle  aux  têtes,  car  la 
projection  sur  ce  plan  des  joints  continus  coupera  à  angle  droit  les 
projections  des  courbes  parallèles  aux  têtes,  ou  des  joins  discontinus. 

Soit  d^d  (pi.  III)  la  projection  verticale  de  la  courbe  de  tête;  cd 
est  la  trace  horizontale  du  plan  qui  contient  la  tête;  ac,  bd  sont, 
dans  le  plan  horizontal,  les  génératrices  des  naissances. 

On  obtiendra  la  projection  verticale  é\i!^f  d'une  courbe  quelcon- 
que parallèle  à  la  tête,  intersection  du  cylindre  d'intrados  par  un 
plan  vertical  ef  parallèle  à  cd^  en  faisant  glisser  de  la  quan- 
tité ce\  parallèlement  à  la  ligne  de  terre,  la  courbe  c'^d.  Les  pro- 
jections verticales  des  joints  continus  sont  donc  les  trajectoires  or- 
thogonales des  positions  successives  de  la  courbe  c'jjL'cf ,  donnée  de 
grandeur  et  d'orientation,  quand  elle  glisse  le  long  de  la  ligne  de 
terre  xy. 

La  courbe  c*\i!d  est  en  général  une  ellipse  dont  les  axes  sont  con- 
nus; soit  a  le  demi-axe  suivant  xy.  et  b  le  demi-axe  perpendicu- 
laire à  cette  direction  ;  appelons  m  l'abscisse  variable  du  centre  (X 
de  l'ellipse,  x  l'abscisse  d'un  point  quelconque  de  T ellipse,  ces 
abscisses  étant  comptées  à  partir  d'un  point  fixe  pris  sur  la  ligne  de 
terre  xy\  soit  enfin  y  l'ordonnée  du  point  de  l'ellipse  qui  corres- 
pond à  l'abscisse  x\  l'équation  générale  de  l'ellipse  dans  une  quel- 
conque de  ses  positions  sera  : 

(^)'+ (?)■='• 

DilTérentiant  cette  équation  sans  faire  varier  m,  et  éliminant  en- 
suite m  entre  l'équation  précédente  et  l'équation  difTérentielle  qui 
s'en  déduit,  il  vient  pour  équation  commune  à  toutes  lés  ellipses 

L'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales  s'obtient  en 
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remarquant  qu'au  point  d'intersection  d'une  ellipse  et  d'une  trajec- 
toire, les  deux  courbes  ont  le  même  x  et  le  même  y,  mais  que  le 
coefficient  différentiel  de  l'une  est  égal  à  l'inverse  du  coefficient  dif- 
férentiel de  l'autre  changé  de  signe.  Il  suffit  donc  de  changer 
dy  dx  ,       „^ 

d^  ^^~dy  *"^  '  équation  précédente  pour  avoir  l'équation  cher- 
chée : 

L'intégration  s'opère  aisément  et  donne  pour  équation  générale 
des  trajectoires  orthogonales  : 


2x  =  C+  v^6«_y»+  îé  lognép. 


6-1 


6+^6«_y» 


Dans  cette  équation,  G  est  une  constante  arbitraire. 

Toutes  les  courbes  X^V  représentées  par  cette  dernière  équation 
se  composent  de  deux  branches  symétriques  par  rapport  à  la  verticale 
qui  leur  est  tangente  à  toutes  deux  en  leur  point  le  plus  élevé  u' 
Elles  ont  un  rebroussement  en  ce  point,  et  ont  pour  asymptote  c'oml 
mune  la  ligne  de  terre  xy.  Elles  sont  toutes  égales  entre  elles 
L  équation  donne  l'une  ou  l'autre  branche  de  la  courbe  suivant 
quon  prend  le  radical  positivement  ou  négativement 

Lorsque  a  =  ô,  la  tête  de  la  voûte  est  une  demi^irconférence- 
dans  ce  cas,  la  trajectoire  orthogonale  est  une  des  développantes  de 
la  chaînette;  c'est  la  courbe  appelée  tractrice,  dans  laquelle  la  lon- 
gueur de  la  tangente  à  la  courbe,  comprise  entre  le  point  de  contact 
et  la  droite  fixe  xy,  est  constante.  Cette  longueur  est  en  eûet  repré- 
sentée dans  une  courbe  quelconque  par  la  fonction 

ysjdx*-\-dy* 
dy 

et  l'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales  montre  que 
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cette  fonction  se  réduit  à 


yjb^' 


■0')y^ 


quantité  constante  et  égale  à  a  lorsque  a=b. 

Après  avoir  tracé  par  points  une  de  ces  courbes  en  faisant  abstrac- 
tion de  la  constante  arbitraire,  laquelle  influe  sur  leur  position,  et 
non  sur  leur  grandeur,  on  pourra  en  découper  un  patron,  et  se  servir 
de  ce  patron  pour  tracer  sur  l'épure  toutes  les  projections  verticales 
des  joints  continus. 

La  table  qui   suit  donne  les  valeurs  absolues  du  rapport  jj- 

pour  certaines  valeurs  particulières  du  rapport  ^,   abstraction  faite 

de  la  constante. 

Pour  tracer  la  courbe  en  vraie  grandeur  à  Taide  de  cette  table,  il 

A* 
suffit  de  prendre  b  pour  unité  des  hauteurs,  et  —  pour   unité  des 

bases. 


=  1,00 


ax 
±-  =  1,000 


0,9 


0,030 


0,8 


0,093 


0.7 


0,180 


0,6 


0,299 


0,5 


0.450 


0,4 


0,052 


0,3 


0,921 


0.2 


1,317 


0,1 


1;940 


0,0 


268.  Les  projections  verticales  une  fois  obtenues,  on  peut  en  dé- 
duire par  des  constructions  graphiques  les  projections  horizontales.  Il 
suffit  pour  cela  de  déterminer  les  intersections  du  cylindre  d'intra- 
dos avec  les  cylindres  projetants  conduits. par  les  courbes  tracées 
sur  le  plan  vertical.  Les  projections  horizontales  sont  aussi  la  repro- 
duction d'une  seule  et  même  courbe,  X|Jl'^^^,  qui  a  un  centre,  et  psu* 
suite  une  inflexion,  au  point  |jl  où  elle  rencontre  la  projection  de  la. 
génératrice  culminante  de  Tintrados,  et  qui  a  pour  asymptotes  les 
deux  projections  des  naissances. 

11  est  nécessaire  aussi  de  construire  le  développement  du  cylindre 
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d'intrados  et  d'y  tracer  les  joints  continus;  les  courbes  de  têtes  se 
transforment  en  courbes  sinusoïdales,  rfMG,  èM,A,  et  les  transfor- 
mées des  joints  continus,  AMn,  sont  les  trajectoires  orthogonales 
des  positions  successives  de  ces  courbes  lorsqu'elles  glissent  paral- 
lèlement aux  génératrices  droites  du  cylindre.  Elles  ont  un  centre  et 
une  inflexion  sur  la  ligne  médiane  du  développemeni  de  Tintrados, 
et  sont  asymptotes  aux  deux  arêtes  droites  extrêmes  de  l'inti-ados 
développé. 

Les  joints  discontinus  se  projettent  horizontalement  suivant  des 
droites  parallèles  à  la  projection  des  têtes;  verticalement,  suivant 
des  arcs  appartenant  aux  diverses  positions  successives  de  la  courbe 
é^f\  ils  se  transforment  sur  le  développement  en  arcs  de  courbes 
sinusoïdales. 

259.  Pour  construire  l'épure  de  l'appareil  orthogonal,  on  commen- 
cera par  tracer  la  courbe  de  tête  et  par  construire  le  patron  des  pro- 
jections verticales  des  joints  continus.  On  en  déduira  le  patron  des 
projections  horizontales  des  mêmes  joints,  et  ensuite,  le  patron  des 
transformées  de  ces  mêmes  joints  sur  le  développement.  Alors  on 
opérera  |a  division  des  têtes  en  pai-ties  correspondantes  aux  diiTérents 
voussoirs.  Ce  partage  exige  un  certain  tâtonnement,  pour  que  les 
points  de  division  sur  les  têtes  se  trouvent  deux  à  deux,  autant  que 
possible,  sur  une  même  ligne  de  joint  continu.  Quand  on  est  par- 
venu à  assurer  approximativement  cette  corrélation  des  deux  par- 
tages, on  trace  les  joints  continus  sur  le  plan  vertical,  sur  le  plan 
horizontal  et  sur  le  développement,  en  altérant  un  peu  le  iracé  là 
où  cela  est  nécessaire  pour  retomber  rigoureusement  sur  les  points 
de  division  préalablement  fixés.  Les  joints  discontinus  seront  ensuite 
tracés  dans  les  trois  parties  de  Tépure,  en  seservant  des  courbes  de  tête 
pour  patrons  de  ce  nouveau  tracé.  Le  tracé  du  développement  de 
rintradôs  donne  la  mesure  exacte  des  dimensions  des  voussoirs,  et 
fournit  les  panneaux  de  douelle  de  chacun  d'eux. 

260.  Les  faces  de  joint  des  voussoirs  sont  engendrées,  avons-nous 

dit,  par  une  droite  mobile  qui  se  déplace  normalement  à  l'intrados 

en  suivant  les  lignes  de  joints  continus  et  de  joints  discontinus. 

Ilseraitplus  conforme  à  l'esprit  du  problème  d' employer  pour  géné- 

29 
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ratrice  des  surfaces  de  joints  continus  une  droite  parallèle  aux  plans  de 
tête  et  normale  aux  joints  continus.  Au  point  {niym!)  de  l'intrados 
menons  un  plan  tangent;  ce  plan  sera  parallèle  aux  génératrices  d 
cylindre  et  contiendra  de  plus  la  tangente  (mjo,  m'p')  à  la  courbe 
{ef^  ^Vi/')  ?"^  passe  par  ce  point  sur  la  surface.  Il  aura  donc  pour 
traces  les  droites/?/ sur  le  plan  horizontal,  et  Iz'  sur  le  plan  vertical.  La 
normale  à  Tintrados  a  pour  projections  mn,  rriri,  droites  respective- 
ment perpendiculaires  aux  traces  du  plan  tangent,  et  elle  a  pour  trace 
horizontale  le  point  q.  La  droite  normale  à  la  courbe  (e/*,  é\kj*)  me- 
née dans  le  plan  de  cette  courbe,  a  pour  projections  mp^  nin\  et  sa 
trace  est  le  point  r.  Par  le  point  [m, m!)  enfin,  menons  une  tangente 
à  la  courbe  de  joint  continu.  Elle  aura  pour  projection  verticale  la 
djoite  m'y',  et  pour  projection  horizontale  la  droite  wt;,  qui  joint  le 
point  ni  à  l'intersection  v  des  traces  honizontales  du  plan  tangent jd&' 
et  du  plan  projetant  m'y'y.  Ces  trois  droites  ont  /n'y'  pour  projection 
verticale  commune  ;  elles  sont  donc  dans  un  même  plan,  et  par  suite 
la  surface  engendrée  par  la  normale  au  cylindre  est  tangente  en  m 
à  la  surface  engendrée  par  la  normale  à  l'ellipse  menée  parallèle- 
ment au  plan  de  tête.  La  substitution  de  Tune  de  ces  surfaces  à 
l'autre  est  donc  sans  inconvénient  au  point  de  vue  de  la  résistance. 
Les  surfaces  engendrées  par  une  normale  à  l'intrados  dont  le  pied 
suit  les  joints  continus  coupent  les  plans  de  lête  suivant  des  courbes 
qui  limitent  le  parement  vu  des  voussoirs  de  tête.  Nous  appellerons 
ces  courbes  joints  de  tête  ou  de  parement.  On  les  construira  pour 
découper  les  panneaux  de  taille  de  "ces  voussoirs.  Généralement  elles 
auront  une  courbure  assez  faible  pour  qu'on  puisse  y  substituer  des 
lignes  droites. 

De  la  démonstration  qui  précède   résulte   que  dans  [appareil 

orthogonal^  le  joint  de  parement 
rencontre  la  courbe  de  tête  à  angle 
droit.  On  peut  le  démontrer  directe- 
ment :  le  plan  tangent  P  à  la  surface  de 
joint  continu  en  un  point  M  pris  sur  la 
tête,  contient  à  la  fois  la  tangente  T 
ujenée  à  la  trajectoire  orthogonale,  et  la  normale  N  élevée  par  le 
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point  M  sur  le  plan  tangent  à  l'intrados.  Ces  deux  droites  sont  par 
leur  définition  niême  perpendiculaires  à  la  courbe  de  tête  au  point  M, 
et  par  suite  le  plan  qui  les  contient  est  normal  à  cette  courbe.  Or  h 
plan  P  contient  aussi  la  tangente  T,  au  joint  de  parement  J,  qui  est 
tracé  sur  la  surface  de  joint  continu;  donc  la  courbe  de  tête  est  per- 
pendiculaire au  joint  de  parement  qui  passe  par  son  pied  dans  ce 
plan. 

261.  L'épure  de  l'appareil  orthogonal  fournit  les  panneaux  de 
douelle  de  chaque  voussoir,  et  les  panneaux  de  tête.  On  donnera 
facilement  à  l'aide  d'une  cerce  la  courbure  de  l'intrados  aux  pan- 
neaux de  douelle;  mais  pour  tailler  les  voussoirs  de  tête,  il  est 
nécessaire  de  déterminer,  soit  graphiquement,  soit  par  le  calcul,  les 
angles  formés  par  les  joints  de  parement  et  les  joints  continus  qui  y 
font  suite. 

Le  calcul  de  ces  angles  se  fait  très-simplement,  en  observant  que 

j,.^  219.  1®  j^'ï^^  ^^  ^*^^  **^»  ^^  ^®  j^*"^  ^^^" 

tinu  MJ'  (fig.  2 18)  tombant  normale- 
ment sur  la  courbe  de  tête,  l'angle 
qu'ils  forment  mesure  l'angle  dièdre 
compris  entre  le  plan  de  tête  et  le 
plan  tangent  à  l'intrados  au  point  M. 
Menons  par  le  point  M  (fig.  219) 
la  génératrice  Ma  de  l'intrados;  par  le  même  point,  une  droite  MA 
horizontale  dans  le  plan  de  tête,  et  enfin  une  droite  Me  tangente  à  ki 
courbe  de  tête.  Nous  formons  ainsi  un  angle  trièdre  ayant  pour  som- 
met le  point  M  et  pour  faces  les  angles  plans  «Mo,  ôMc,  cMa;  l'angle 
ài/l6  est  constant  et  égal  au  complément  de  l'angle  du  biais,  que 
nous  désignerons  par  (5;  l'angle  bUc  est  l'angle  formé  par  la  tangenteà 
la  courbe  de  tête  avec  l'horizontale;  c'est  un  angle  variable  d'un  point 
à  l'autre  de  la  courbe  de  tête  et  donné  par  la  formule  générale  : 

le    -^  étant  tiré  de  l'équation  de  l'ellipse  AMB,  rapportée  à  ^on 
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centre  0  et  à  ses  axes  OB,  CD.  L'angle  dièdre  MA  est  droit  :  car  il  est 
formé  par  la  rencontre  du  plan  vertical  ôMc,  qui  n'est  autre  que  le 
plan  de  tête,  avec  le  plan  aUb  qui  contient  deux  horizontales  Ma 
et  MA.  La  question  est  donc  ramenée  à  trouver  l'angle  dièdre  M<r 
opposé  à  la  face  ailLbj  connaissant  la  face  aM6=go'' — p,  et  la  face 
ù}lic=^^  et  sachant  que  le  dièdre  compris  entre  ces  deux  faces  est 
droit.  La  trigonométrie  sphérique  donne  pour  l'angle  dièdre  Mc= w 
la  formule 

.  cotp 

Dans  toute  la  région  comprise  entre  la  clef  et  la  naissance  du  côté 
de  l'angle  aigu  de  la  culée,  l'angle  (o  donné  par  cette  formule  est 
Tangle  aigu  du  plan  tangent  à  l'intrados  avec  le  plan  de  tête  ;  dans  la 
portion  comprise  entre  la  clef  et  la  naissance  du  côté  de  l'angle  ûgu, 
Tangle  cherché  est  obtus,  et  Ton  doit  prendre  tgtù  négativement  dans 
la  formule  ;  ce  qui  revient  à  prendre  ^  positivement  et  à  substituer 
aux  valeurs  trouvées  pour  w,  comprises  entre  o^  et  90*,  les  valeurs 
supplémentaires  i8o® — to. 

Dans  une  voûte  droite,  ^=0,  et  la  formule  donne  constamment 
(o=go*;  le  plan  tangent  à  l'intrados  est  partout  perpendiculaire  au 
plan  de  tête. 

Dans  une  voûte  biaise,  ,3  n'est  pas  nul  ;  (o  est  égal  à  90*  pour 
<{^  =  o,  c'est-à-dire  à  la  clef.  Puis  to  décroît  à  mesure  que  ^  augmente, 
et  a  pour  limite  l'angle  90**  —  p,  complément  du  biais,  pour  ^J* =90*, 
c'est-à-dire  aux  points  de  la  courbe  de  tête  où  la  tangente  est  verticale. 
Le  plan  tangent  à  l'intrados  fait  donc  avec  le  plan  de  tète  un  angle 
égal  à  90* — p  du  côté  de  l'angle  aigu  des  culées,  et  à  90*+^,  du  côté 
de  l'angle  obtus.  Ce  sont  les  limites  extrêmes  de  cet  angle. 

L*appai*eil  orthogonal  est  une  solution  entièrement  rationnelle  du 
problème  des  voûtes  biaises,  et  s'il  n'est  pas  universellenaent  adopté 
par  les  constructeurs,  c'est  qu'il  présente  quelques  difficultés  de 
détail,  savoir  :  la  difficulté  du  tracé,  qui  se  complique  d'altérations 
(  t  de  balancements  pour  établir  une  correspondance  entre  les  divisions 
(les  deux  têtes  ;  la  variété  des  voussoîrs,  qui  sont  tous  différents  les  uns 
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des  autres,  et  dont  la  taille  exige  des  panneaux  spéciaux  ;  enfin  le  rap- 
prochement des  joints  continus  vers  les  naissances,  d*où  résulte  la 
nécessité  d'interrompre  une  ou  plusieurs  lignes  de  joint,  pour  substi- 
tuer, par  exemple,  à  tï-ois  cours  de  voussoirs  deux  cours  ou  même 
un  seul. 


APPAREIL  dlTHOGONAL  CONVERGENT.. 


Kg.  no. 


262.  Cet  appareil  s'emploie  pour  raccorder  une  voûte  biaise  avec 

une  voûte  droite.  Il  consiste  à  pren- 
dre pour  lignes  de  joints  continus  les 
trajectoires  orthogonales,  non  pas 
des  sections  faites  parallèlement  aux 
têtes,  mais  des  sections  faites  dans 
l'intrados  par  des  plans  conduits  par 
une  verticale  fixe  0  prise  à  une 
certaine  distance  de  la  voûte.  On  donne  à  ces  divers  plans  toutes  les 
orientations  intermédiaires  entre  celle  de  la  tête  biaise  et  celle  de  la 
section  droite.  L'épure  de  la  division  de  l'intrados  se  fait  par  tâton- 
nement au  moyen  du  développement  du  cylindre  d'intrados. 

On  peut  aussi  passer  d'un  appareil  biais  à  un  autre,  ou  à  un  ap- 
pareil droit,  en  inteiTompant  d'une  manière  brusque  les  deux  appa> 
reils  contigus  par  une  chaîne  de  voussoirs  particuliers,  formant  une 
harpe  de  raccordement;  ces  voussoirs  présentent  dans  leur  forme 
une  brisure,  et  chaque  partie  est  taillée  à  la  demande  de  l'appareil 
auquel  elle  fait  suite» 


PPAREIL  HÉLICOÏDAL. 


263»  L'appareil  hélicoïdal,  imaginé  par  les  constructeurs  anglais, 
est  en  réalité  une  imitation  suffisamment  approximative  de  l'appa- 
reil orthogonal.  Dans  ce  nouvel  appareil,  les  joints  continus  et  les 
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joints  discontinus,  sont  des  arcs  d'hélice -se  coupant  à  angle  droit* 
Pour  les  tracer  sur  le  cintre  de  la  voûte,  il  suffit  de  tendre  iin  cor- 
deau d'un  point  à  l'autre  du  même  joint.  L'appareil  hélicoïdal  n'exige 
d'ailleurs  la  construction  d'une  épure  que  pour  la  taille  desvoussoirs 
de  tête.  Tout  le  reste  de  la  voûte,  sauf  les  sommiers  des  naissances, 
s'exécute  soit  en  briques,  soit  en  petits  matériaux,  soit  enfin  en  vous- 
soirs  à  faces  gauches  rigoureusement  taillées,  mais  tous  égaux  l'un  à 
l'autre  si  l'intrados  a  pour  section  droite  une  circonférence.  Rigou- 
reusement les  surfaces  des  joints  soit  continus,  soit  discontinus, 
doivent  être  des  surfaces  hélicoïdales  à  plan  directeur^  engendrées 
par  une  droite  normale  à  l'intrados  dont  le  pied  suit  les  arcs  d'hé- 
lice qui  limitent  la  douelle  de  chaque  voussoir.  Mais  en  employant 
de  petits  matériaux  taillés  en  primes  rectangulaires,  on  substitue 
sans  aucun  inconvénient  des  surfaces  planes  à  ces  surfaces  héli* 
coïdales. 

L'épure  se  construit  au  moyen  du  développement  de  l'intrados. 
Les  courbes  de  tête  s'y  transforment  en  courbes  sinusoïdales;  on 
remplace  ces  courbes,  qui  correspondent  aux  têtes  réelles,  par  deux 
droites  joignant  leurs  extrémités  qui  correspondent  aux  têtes  fictives. 
Enroulées  sur  le  cylindre,  ces  droites  y  dessinent  des  hélices  paral- 
lèlement auxquelles  seront  tracés  les  joints  discontinus  sur  l'in- 
trados.  Sur  le  développement,  les  joints  discontinus  sont  trans- 
foimés  en  droites  parallèles  aux  têtes  fictives  ;  les  joints  continus 
par  des  droites  perpendiculaires  aux  joints  discontinus  qui  donnent 
sur  l'intrados  une  série  d'héUces  parallèles.  Les  projections  des  deux 
systèmes  d'hélices,  joints  continus  et  joints  discontinus,  sur  tout  plan 
parallèle  au  cylindre,  sont  des  courbes  sinusoïdales;  pour  chacun 
de  ces  deux  systèmes,  toutes  les  projections  des  hélices  sur  un  même 
plan  sont  la  reproduction  d'une  seule  et  même  courbe  dont  on  peut 
tracer  une  fois  pour  toutes  le  patron. 

On  prend  pour  plans  de  projection  :  i*"  le  plan  horizontal,  qui  est 
parallèle  au  cylindre;  a**  un  plan  vertical  parallèle  au  cylindre  ;  T)»  un 
plan  vertical  perpendiculaire  au  cylindre,  oii  Tintrados  se  projette 
suivant  sa  section  droite;  4*  un  plan  vertical  parallèle  à  la  tête,  qui 
donne  Téiévation  de  l'ouvrage  (Planche  lY).  Ces  projections  et  te 
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développement  de  l'intrados  donnent  tous  les  éléments  nécessaires 
à  la  taille  des  voussolrs. 


TRACÉ   DES    JOINTS   DE   TÊTE. 


26 A .  Il  ne  sera  question,  dans  ce  qui  suit,  que  du  cas  où  l'intrados 
a  pour  section  droite  une  portion  de  circonférence. 

Les  surfaces  des  joints  continus  sont  engendrées  par  une  droite 
qui  suit  les  hélices  de  joints  continus  en  restant  toujours  normale 
à  l'intrados.  Cette  droite,  constamment  parallèle  à  un  plan  perpen* 
diculaire.  au  cylindre  d'intrados,  engendre  un  héScoïde  gauche  à 
plan  directeur;  tout  cylindre  concentrique  à  Tintrados  coupe  l'héli* 
coïde  suivant  une  hélice  qui  a  même  pas  que  l'hélice  de  joint  continu 
tracée  sur  le  cylindre  d'intrados.  Il  s'agit  de  construire  l'intersection 
de  rhélicoïde  avec  le  plan  de  tète  pour  en  déduire  les  panneaux  du 
parement  vu. 

Appelons  H  le  pas  commun  à  toutes  les  hélices  que  Ton  peut  ob- 
tenir en  coupant  les  hélicoïdes  des  joints  continus  par  un  cylindre  de 
même  axe  que  l'intrados;  appelons  R  le  rayon  de  l'un  de  ces  cy- 
lindres. 

Nous  prendrons  pour  axe  des  z  l'axe  du  cylindre  ;  pour  plan  des  ocy 
un  plan  normal  à  cet  axe  ;  la  surface  du 
cylindre  du  rayon  R  coupera  ce  plan  des  xy 
suivant  le  cercle  représenté  en  coordonnées 
rectangulaires  par  l'étjnation  : 

•(i)  x«  +  y»  =  R«. 

L'hélice  d'intersection  de  l'hélicoïde  avec 
le  cylindre  précédent  est  définie  par  le 
point  M  où  elle  perce  lo  plan  ocy.  Posons  M0j5=;:a,  et  appelons  6 
l'angle  total  que  doit  décrire  le  plan  POZ,  conduit  par  l'axe  du 
cylindre  et  un  point  quelconque  P  de  l'hélice,  pour  ramener  le  point 
mobile  F  à  coïncider  avec  le  point  M,  après  lui  avoir  fait  suivre  toutes 
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les  spires  de  Thélice;  z  étant  F  ordonnée  du  point  P  parallèlement  à 
l'axe  OZ,  l'équation  de  l'hélice  sur  la  surface  du  cylindre  sera  : 


(8)  .  =  H^; 

y  et  j?  étaqt  les  deux  autres  coordonnées  du  point  P,  on  a  d'ailleurs  : 

^3)  y  =  xtg(e4-«). 

Les  deux  équations  (2)  et  (3)  prises  simultanément  représentent  la 
surface  de  l'hélicoïde,  car  elles  conviennent  à  tous  les  points  de  Tune 
quelconque  des  génératrices  droites  de  cette  surface.  L'élimination 
de  0  entre  ces  deux  équations  conduit  donc  à  l'équation  de  Vhëli* 
coïde  : 

(4)  _  4.  «  =  arc  tg  |. 

II  s'agit  de  chercher  l'intersection  de  la  surface  (4)  avec  le  plan 
de  tète  yOS,  dont  l'équation  est 

W  «  =  ^tg?, 

P  étant  l'angle  du  biais. 

Les  équations  (4)  et  (5)  prises  ensemble  représentent  cette  inter- 
section: en  y  joignant  l'équation  (i)  de  la  surface  cylindrique,  on 
obtient  un  point. (x,  y,  z),  commun  aux  trois  surfaces;  proposons- 
nous  de  mener  en  ce  point  une  tangente  à  la  courbe  (4)  et  (5). 

On  obtient  en  différentiant  (4)  et  (5)  les  équations  suivantes  : 


(6) 


2j:       _  xdy  —  ydx ydx —  xdy 

dz  =  dx  tg  p 


d'où  Ton  tire  par  la  division  : 


I 
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Donc  au  point  (^,  y,  z)y  pour  lequel  l'équation  (i)  est  satisfaite, 
la  fonction 

ydx  —  xdy 

qui  représente  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  tangente  à  la  courbe  (4) 
et  (5),  est  égale  à 


H 


tgs, 


quantité  indépendante  de  l'angle  a,  et  qui,  par  suite,  convient  à 
toutes  les  positions  de  l'hélicoïde  autour  de  l'axe  OZ,  ou  à  toutes  les 
surfaces  des  joints  continus. 

Donc,  l(x  tangentes  aux  courbes  d intersection  des  surfaces  des 
joints  continus  avec  l^s  phns^  de  tête^  menées  aux  points  où  ces 
courbes  d intersection  sont  rencontrées  par  une  surface  cylindrique 
concentrique  à  t  intrados^  concourent  en  un  même  points  situé  sur  la 
verticale  passant  par  le  sommet  de  téte^  au-dessous  de  taxe  de 
t  intrados. 

Ce  théorème  a  été  découvert  sur  les  chantiers  de  construction  par 
le  tracé  même  de  l'épure. 

L'expression 

peut  se  transformer  en 

R  tg  ?  tg  p.    . 

en  appelant  y  l'angle  constant  des  hélices  avec  les  génératrices  du 
cylindre  de  rayon  R;  en  effet 

cotg,  =  ^(i). 


(]}  11  est  remarquable  qn'on  trouve  une  expression  semblable  à  Rtg9tg^  en  traitant 
m  antre  problème  relatif  à  l'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur  :  celui  où  Ton  cherche 
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2ô5.  Si  Ton  passe  d'un  cylindre  de  rayon  R  à  un  cylindre  de 
rayon  R'  pour  obtenir  une  autre  série  de  points  des  joints  de  tête,  la 
distance  au  point  0  du  point  de  rencontre  commun  à  toutes  les 


la  projection  sur  le  plan  directeur  de  la  courbe  de  contact  de  la  aur&ca  avec  un  cy- 
lindre circonscrit. 
Soient 

X  =z  mz\ 


i 


les  équsftions  d'une  direction  donnée,  parallèlement  à  laquelle  on  doit  mener  un  cylindre 
tangent  à  la  surface.  En  général,  si  F{x,  y  y  z)  =  0  représente  r.eqaation  d'une  surface, 
les  équations  de  ia  courbe  de  contact  avec  le  cylindre  circonscrit  mené  pazallèlement  à 

celte  direction,  sont 

F(a?,y,z)=0 

d?  dF      '   dl      ^ 

dx       '    dy      '    di 

Lorsqu'il  s'agit  de  i'héllcoide  gauche  à  plan  directeur,  la  fonction  F  a  pour  expression 

et  par  suite  la  seconde  équaUon  de  la  courbe  de  contact  est 

2it(a;«  +  yî)—  H(>wy  —  nx)  =0. 

Cette  équation  ne  contenant  pas  z  est  l'équation  de  la  projecUon  sur  le  plan  direc- 
teur de  la  courbe  de  contact  cherchée;  elie  représente  une  circonférence  qui  passe  par 
l'origine  des  coordonnées,  et  dont  le  centre  est  situé  sur  une  droite  ny-\-mx^Q,  per- 
pendiculaire à  la  projection  my  —  nx  r=  0  de  la  direction  donnée  sur  le  plan  des  xy.  Le 
diamètre  de  cette  circonférence  est  égal  à 

ou  t 

RcotgqjtgT» 

en  appelant  r  Tangle  de  la  direction  donnée  avec  l'axe  OZ  deThéUcoIde,  et  7  Tangle 
constant  formé  par  l'hélice  directrice  tracée  sur  le  cylindre  de  rayon  R  ayec  les  généra- 
trices de  ce  même  cylindre.  Ces  deux  théorèmes  se  démontrent  géométriquement  avec 
une  grande  facilité. 
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tan^ntes  varie  dans  le  rapport  de  R'  à  R'*;  cette  remarque  fournit 
un  BK>ye)i  de  construire  les  courbes  de  joints  sur  la  tête  en  y  substi- 
tuant des  tangentes  successives. 

Faisant  d'abord  R  égal  au  rayon  de  la  section  droite  de  l'intrados, 
Fig.  22Î.  •  on  prendra  sur  la  projection  paral- 

lèle à  la  tête,  au-dessous  du  centre, 
une  quantité  OI  =  Rtgftg^.  Si 
M  est  un  point  de  division  dé  la 
courbe  de  tête,  la  droite  IM  sera 
tangente  au  joint  de  tête  en  M. 
Coupons  le  plan  de  tête  par  un 
cylindre  concentrique  à  l'intra- 
dos, qui  donnera  sur  ce  plan  une 
ellipse  A'B'C  semblable  à  l'ellipse  de  tête  ABC;  le  rayon  R'  de 
ce  nouveau  cylindre  sera  égal  au  petit  axe  OB'  de  cette  ellipse. 
La  tangente  IM  prolongée  rencontrera  cette  ellipse  en  un  point  M', 
que  l'on  pourra  sans  erreur  sensible  regarder  comme  appartenant  à 
l'intersection  de  la  surface  du  joint.  Pour  mener  une  nouvelle  tan- 
gente à  l'intersection  en  M',  il  suffit  de  déterminer  le  point  de  con- 
cours r  des  tangentes  qui  correspondent  au  rayon  R'.  Pour  cela,  pre- 
nons OD  =  R  =  OB;  joignons  ID,  et  élevons  sur  cette  droite  au 
point  D  la  perpendiculaire  DE,  qui  rencontre  en  E  l'axe  OB  prolongé. 
Prenons  ensuite  OD'  =  OB'  ;  joignons  ED'  et  élevons  une  perpendi- 
culaire DT  sur  ED'  au  point  D'.  Cette  droite  rencontrera  la  direc- 
tion 01  en  un  point  1'  qui  sera  le  point  cherché. 

En  %ffet,  les  triangles  rectangles  EDI ,  EDT,  où  les  droites  OD, 
OD'  sont  abaissées  perpendiculairement  des  sommets  de  l'angle  droit 
sur  rhypoténuse,  domient  les  égalités  : 


ÔD*  =OExOI, 
ÔF*  =  OE  X  OV. 


Donc 


itiÛ 
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Oa  pourra  pousser  aussi  loin  qu'il  est  nécessaire  la  construction 
précédente,  et  tracer  une  ligne  polygonale  très-voisine  de  la  courbe 
d'intersection  que  l'on  se  propose  de  déterminer. 


RKCHEBCHE  DE  L' ANGLE  SOUS  LEQUEL  SE  RENCONTRENT  LE  JOINT  DE  TÊTE 
ET  LE  JOINT  DE  DOUELLE. 


"im.  Soit  M  un  point  de  division  de  la  courbe  de  tête;  MP,  la  tan- 
gente au  joint  de  tête,  laquelle,  prolongée,  va  couper  la  verticale 
passant  par  la  clef  en  un  point  1  connu  de  position  ;  MT  la  tangente 


Fig.  m. 


k  r hélice  du  joint  continu  qui  aboutit  au  point  M,  enfin  M6  la 
géiiérairice  rectiligne  du  cylindre  Jintrat^os.  11  s'agit  de  déterminer 
ranglePMT. 

Les  plans  PMT,  TM6 ,  6MP  forment  un  angle  trièdre  dans  lequel 
on  déterminera  les  faces  TMG,  GMP  et  le  dièdre  M6  sous  lequel  elles 
36  coupent.  La  face  PMT,  opposée  à  ce  dièdre,  se  déduira  soit  des 
foiiimles  de  la  trigonométrie  sphérique,  soit  de  la  construction  gra- 
phitiue  de  l'angle  solide. 
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L'angle  TMG  est  l'angle  constant,  <p,  que  font  les  joints  continus 
avec  les  génératrices  rectilignes  du  cylindre  d'intrados. 

Le  dièdre  6M  est  donné  sur  le  plan  vertical  perpendiculaire  à  Tin- 
ti-ados,  par  l'angle  des  traces  des  plans  PM6.  GMT,  perpendiculaires 
à  ce  plan  de  projection,  c'est-à-dire  par  l'angle /?'mY,  Cfïmpris  entre 
le  prolongement  de  la  droite  im!  et  la  tangente  mV  à  la  circonfé- 
rence de  l'intrados. 

L'angle  GMP  est  facile  à  construire  graphiquement  ou  à  calculer. 
Si  l'on  appelle  x  l'abscisse  et  y  l'ordonnée  du  point  m\  prises  dans 
le  cercle  a'b'c\  et  rapportées  au  centre  <?'  de  ce  cercle;  p^  la 
distance  oY  =  Rtgytgp,  et  enfin  6,  l'angle  GMP  cherché,  on 
aura: 

^         071  .         «tgp  Ttg^         ' 

Dans  cette  équation,  9  doit  être  aigu  pour  une  moitié  de  !a  tète  et 
obtus  pour  l'autre  moitié.  Le  signe  de  x  donne  le  signe  à  tg  0,  en 
prenant  le  radical  avec  le  signe  +  • 

Pour  X  =  o ,  0  =  go*.  C'est  ce  qui  a  lieu  à  la  clef  de  voiUe. 

L'abscisse  a: croissant  d'une  manière  continue  de  o  à  R,  dn  côté  de 
l'angle  obtus  de  la  voûte,  y  décroît  de  R  à  o ,  et  par  suite  0  va  en  dé- 
croissant d'une  manière  continue  de  90*»  à  la  valeur  6'  coirespondant 
à  J5  =  R,  valeur  donnée  par  Téquation  :' 


^  RigP 


Du  côté  de  l'angle  aigu,  6  va  en  augmentant  à  mesure  que  les  va- 
leurs absolues  des  abscisses  négatives  s'accroissent,  et  a  poui'  limite 

i8o*— er. 

Si  Ton  considère  deux  points  de  division  M  et  M'  aymétriqtiea  par 
rapport  à  la  clef,  les  angles  TMG,  TM'G'  seront  les  mêmes  pour 
ces  deux  points  ;  mws  le  dièdre  MG  sera  remplacé  par  le  dièdre 
supplémentaire  M'G',  et  l'angle  0,  par  le  supplément  de  cet  angle, 
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La  convergence  des  tangentes  aux  joints  de  parement  en  un  point 
situé  au-dessous  du  centre  de  la  courbe  de  tête,  rend  les  joints  de 
plus  en  plus  obliques  dans  les  parements  vus  des  voussoirs  à  me- 
sure f[n'on  s'éloigne  de  la  clef.  Aussi  l'appareil  hélicoïdal  est-il  plus 
satisfaisant,  comme  aspect,  pour  les  arcs  de  cercle  que  pour  les 
pleius-cintres. 


CHAPITRE  IIL 

VOUTES   NON    CYLINDRIQUES. 


INTRADOS   DE   RÉVOLUTION. 


267.  Dans  les  voûtes  dont  l'intrados  est  une  surface  de  révolu- 
ïkm  t^itgcndrée  par  un  arc  de  cercle  ou  d'ellipse,  ou  par  toute  autre 
côurhr  concave  vers  le  bas,  tournant  autour  d'un  axe  vertical  fixe 
Ifacé  dans  son  plan,  les  joints  continus  sur  l'intrados  dessinent  les 
paraHMes  de  la  surface  de  révolution,  et  les  joints  discontinus^  des 
nrvs  de  méridiens.  Contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  une  voûte 
en  berceau,  il  n'est  pas  nécessaire  pour  l'équilibre  que  la  voûte  soit 
ferniie.  Dès  qu'une  assise  quelconque  est  entièrement  montée,  on 
peut  arrêter  la  pose  à  cette  assise  sans  compromettre  la  stabilité  de 
la  portion  posée. 

Considérons  une  portion  de  voûte  de  révolution  KL  AD,  comprise 
enirt^  le  lit  des  naissances  LK  et  un  lit  quelconque  de  joint  continu. 
L'anneau  ABCD,  formé  par  la  dernière  assise  posée,  forme  un  sys- 
tème matériel  dont  le  poids  est  tenu  en  équilibre  par  les  composantes 
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verticales  des  actions  exercées  sur  cet  anneau  par  les  assises  infé- 
rieures. Les  composantes  horizontales  de  ces  mêmes  actions,  concou- 
rant au  centre  de  l'anneau,  exercent  sur  lui  une  compression  uni- 
forme. 

Appelons  co  Taire  de  la  section  ABGD,  obtenue  en  coupant  l'anneau 
par  un- plan  méridien  ; 
p,  la  distance  du  centre  de  gravité  G'  de  cette  section  à 

Taxe  OZ  de  la  voûte  ; 
/?,  le  poids  de  l'unité  de  volume  de  la  maçonnerie  dont 
l'anneau  est  composé. 
Le  volume  de  l'anneau  sera  «ox  2'îip,  d'après  le  théorème  de  Gul- 
din,  et  son  poids,  par  conséquent,  2'irpo)/>. 

Soit  F  la  réaction  mutuelle  de  l'anneau  et  de  l'assise  sur  laquelle 

il  repose,  rapportée  à  l unité  de  longueur 
prise  sur  la  circonféi^ence  moyenne  JI  du 
joint  ; 

p'    le  rayon   de  cette   circonférence 
moyenne; 

a,  l'angle  formé  par  la  réaction  F  avec 
le  plan  horizontal. 

La  somme  des  composantes  verticales 
des  forces  F  est  donc  égale  à 

F  X  Slîcp'  X  sin  a; 

de  sorte  qu'on  a  l'équation  d'équilibre 

îîupwp  =  2:rpT  sin  a  ; 

on  en  déduit  : 


Fig.  224. 


Fsin  a  =  o)p  X  -,. 


Les  composantes  horizontales  des  forces  F  exercent  sur  l'anneau 
une  pression  normale  représentée  par  le  produit  F  cos  a,  pour  l'unité 
de  longueur  prise  3ur  la  circonférence  «Ttp'.  D'après  un  théorème 
connu,  la  résultante  de  ces  actions  normales  exercées  sur  la  demi- 
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circonférence  est  normale  au  diamètre  qui  ferme  cette  demi-circon- 
férence, et  égale  à 

F  €08  a  X  2p'. 

Si  donc^on  appelle  IL  la  pression  par  unité  de  surface  dans  la  sec- 
tion co  de  l'anneau  j  on  aura  : 

K(o  X  2  =  F  cos  a  X  2p' 

et  par  suite, 

-,      F  cos  a  X  p' 
K  = —, 


Cette  équation  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  qui  détermine  la 
pression  moyenne  dans  mie  enveloppe  de  chaudière  cylindrique, 
comprimée  sur  toute  sa  surface  par  une  force  normale  F  Cos  a, 
rapportée  à  l'unité  de  longueur  du  cylindre  (§  2o5). 

Partageons  la  voûte  en  fragments  égaux,  infiniment  petits,  par  des 
plans  conduits  par  l'axe  de  l'intrados,  faisant  entre  eux  un  angle 
(R.  Deux  plans  consécutifs  Ow,  Om!  isolent,  dans  la  portion  de 
voûte  comprise  entre  les  naissances  et  l'assise  inférieure  de  l'anneau 
central,  un  fragment  de  voûte  en  berceau  de  longueur  variable,  mais 
partout  infiniment  petite  ;  la  poussée  appliquée  au  voussoir  le  plus 
élevé  de  ce  berceau  a  pour  valeur  Fxp'X^ÎB,  et  fait  avec  l'ho- 
rizon l'angle  a.  Composant  cette  poussée  avec  le  poids  du  fragment 
de  voûte,  appliqué  en  son  centre  de  gravité,  on  a  la  pression  déve- 
loppée sur  un  arc  infiniment  petit  du  lit  des  naissances. 

On  ne  connaît  à  priori  ni  la  force  F  ni  l'angle  a  ;  mais  on  a 
pris  arbitrairement  le  point  M  où  cette  force  s'applique  :  prenons  de 
même  le  point  I,  où  passe  la  réaction  de  la  voûte  sur  les  naissances. 
Ces  deux  points  achèvent  de  déterminer  toutes  les  inconnues  du 
problème.  Nous  supposerons  qu'on  prenne  le  point  1  au  milieu  du 
joint  LK,  comme  on  a  pris  le  point  M  au  milieu  du  joint  BG. 

La  composante  verticale  de  la  force  Fp'rf9  se  détermine  au  moyen 
de  l'équation 

F  sin  a  =  wp  X  ^, 
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qui  donne 

Fp'dO  X  sin  a  =  p«pd0. 

Représentons  cette  force  par  la  droite  verticale  MV. 

La  composante  horizontale,  MV  de  la  force,  es:  encore  inconnue. 

Prenons  pour  axe  des  z  l'axe  vertical  OZ  de  la  surface  de  révo- 
lution qui  forme  l'intrados,  et  pour  axe  des  a;,  une  droite  OX,  menée 
par  une  origine  arbitraire  0,  perpendiculairement  à  OZ,  et  dans 
l'un  des  plans  méridiens  qui  limitent  latéralement  l'élément  de 
voûte.  Désignons  sommairement  par  z  la  portion  EF  de  l'ordonnée 
correspondant  à  une  abscisse  quelconque  a;  =  OH  ;  portion  comprise 
entre  l'intrados  et  Textrados  de  la  voûte,  ou  entre  l'une  de  ces  deux 
surfaces  et  la  surface  d'un  joint. 

La  distance  MP  du  point  M  à  l'axe  de  révolution  ou  l'abscisse 
du  point  M,  est  ce  que  tout  à  l'heure  nous  avons  appelé  p'. 

Le  centre  de  gravité  G,  de  l'élément  de  voûte  compris,  d'une  part, 
entre  les  joints  BC  et  KL,  et  de  l'autre  entre  le  plan  de  la  figure 
et  le  plan  miéridien  voisin»  a  pour  abscisse,  a;^  la  quantité  donnée 
par  Téquation 


=i 


pxHdxd% 


OÙ  p  est  le  poids  spécifique  de  la  maçonnerie  de  la  voûte,  et  où  les 
intégrations  sont  étendues  à  tous  les  éléments  du  contour  profilé  en 
BGKL. 

Le  poids  de  l'élément  BCKL  est  appliqué  verticalement  à  ce  point 
6,  et  est  égal  à  ^pxz  dx(R.  Représentons-le  par  la  force  6D. 

Les  forces  MV,  GD,  connues  toutes  deux,  sont  parallèUes,  et  oni 
pour  résultante  une  force  ST  égale  à  leur  somme;  cette  force  ST,  dé 
composée  suivant  les  deux  directions  SM,  SI,  donne  à  la  fois  la 
composante  horizontale  de  la  force  Fp'efO,  et  la  réaction  de  l'élément 
de  voûte  sur  le  lit  des  naissances. 

Toutes  les  forces  que  nous  avons  considérées  ont  pour  facteur 
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commun  d^\  on  peut  donc  faire  abstraction  de  ce  facteur  dans  la 
composition  de  ces  forces;  on  composera  la  force  MV=j9wp,  verti- 
cale et  appliquée  en  M,  avec  la  force  GU  =  ^pxzdx^  verticale  et  ap- 
pliquée en  G;  la  résultante  ST,  verticale  aussi,  sera  connue  de  gran- 
deur et  de  position.  En  la  décomposant  suivant  les  directions  SSl  et 
SI,  la  composante  suivant  SM  sera  égale  à  F  cos  ax p',  c'est-à-dire 
à  Kco.  La  construction  donne  donc  le  produit  Ko> ,  et  fait  connattre 
par  suite  la  limite  K  de  la  compression  dans  Tanneau. 

Connaissant  les  deux  composantes  de  la  force  T,  on  pourra  en  dé- 
duire la  force  F  en  grandeur  et  en  direction,  et  tracer  ensuite  la 
courbe  des  pressions  dans  le  profil  compris  entre  les  joints  BG  et  KL, 
en  ayant  toujours  soin  de  prendre  pour  poids  des  éléments  de  voûte, 
les  poids  qui  correspondent  à  la  section  donnée  par  le  profil,  multi- 
pliés par  leur  distance  à  la^e  OZ,  altération  par  laquelle  on  tient 
compte  des  variations  de  la  longueur  de  la  voûte  profilée  en  BCLK. 

En  résumé,  dans  une  voûte  de  révolution,  le  dernier  anneau  posé 
est  soumis  à  un  effort  différent  de  ceux  qui  se  développent  dans  le 
reste  de  la  voûte;  il  fait  voûte  à  lui  seul  contre  la  poussée  horizon- 
tale de  cette  partie;  dans  celle-ci,  les  pressions  se  répartissent 
comme  dans  une  voûte  en  berceau,  sauf  l'introduction  d'un  facteur 
.  dans  l'expression  des  poids  des  éléments  du  profil.  Ce  partage  de 
la  voûte  est  d'ailleurs  hypothétique,  et  on  peut  en  imaginer  d'autres; 
par  exemple,  on  peut  regarder  la  voûte  comme  formée  d'anneaux 
successifs  subissant  chacun  une  compression.  Le  docteur  H.  Sch9)ffler 
a  développé  cette  solution  (i). 

Lorsque  la  voûte  est  entièrement  fermée,  la  clef  remplit  les  fonc- 
tions de  l'anneau  central.  Elle  est  comprimée  sur  toute  sa  surface. 
On  peut  aussi  isoler  par  la  pensée  une  calotte  quelconque,  qui  ré- 
sistera à  la  poussée  de  tout  le  reste  de  la  voûte.  Mais  il  est  impos- 
sible d'admettre  que  la  courbe  des  pressions  parte  directement  de 
l'axe  OZ,  car  il  en  résulterait  qu'une  pression  finie  serait  appliquée 
sur  une  arête  et  non  sur  une  surface,  ce  qui  reviendrait  à  faire  subir 
à  la  matière  une  pression  infinie. 

(1)  Traité  de  la  résistance  des  matériaux  par  la  théorie  de  la  moindre  résiâiance. 
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268.  La  formule 


\  pxzdx 

t 

donne  la  position  de  la  verticale  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  G 
deTonglet  compris  entre  deux  plans  méridiens  faisant  entre  eux  un 
angle  dièdre  infiniment  petit;  p  est  le  poids  de  Tunité  de  volume  de 
la  matière  de  Tonglet  à  une  distance  x  de  Taxe  de  révolution, 
La  formule 

\  pxzdx 

'  «1  =  ■> 

\  pzdx 

donnerait  de  même  la  position  de  la  verticale  qui  passe  par  le  centre 
de  gravité  de  la  section  méridienne  de  Tonglet,  en  attribuant  à  l'é- 
lément de  section  ce  même  poids  p  par  unité  de  surface,  prise  à 
la  distance  x  de  Taxe  de  révolution. 
En  multipliant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  il  vient: 


x.x. 


\  px^zdx 
=  ^ • 

V  pzdx 


Or,  divisons  les  deux  termes  de  la  fraction  par  l'accélération  y 
due  à  la  pesanteur;  le  quotient 


-  {  px^zdx 


sera  le  moment  a' inertie  de  la  section  méridienne  par  rapport  à 
TaxeOZ,  et 


IJpzdx 
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sera  la  jvunsse  de  cette  section  ;  le  quotient  est  donc  égal  au  carré  r* 
du  rayon  de  gyratian  de  cette  aire  matérielle  par  rapport  à  Taxe  OZ, 
et  Ton  aura  : 

On  voit  que,  x^  étant  nécessairement  plus  petit  que  r»  x^  est  su- 
périeur à  r. 

On  voit  aussi  que  x^  est  la  distance  à  Taxe  OZ  du  centre  de  per- 
cussion de  l'aire  matérielle  par  rapport  à  cet  axe,  c'est-à-dire  du 
point  unique  où  une  impulsion  perpendiculaire  à  la  surface  peut  être 
appliquée  sans  qu'il  en  résulte  aucune  pression  sur  l'axe.  On  sait 

A*  -, 
en  effet  (S  58)  que  le  centre  de  percussion  est  à  la  distance  -—d'un 

x^ 

axe  parallèle  à  OZ  mené  par  le  centre  de  gravité,  k  étant  le  rayon  de 

gyration  autour  de  cet  axe  parallèle;  on  a  donc 

et  par  suite  (S  49) 

xA  =  a*j  +  A'  =  r*. 
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269.  On  peut  se  proposer  d'équilibrer  la  poussée  borizontale 
d'une  voûte  de  révolution  en  entourant  les  naissances  de  la  voûte 
d'un  cercle  métallique.  Le  calcul  indique  les  limites  des  dimen- 
sions à  donner  à  cette  armatui-e.  On  considérera  la  frette  comme 
recevant  de  dedans  en  dehors  une  pression  normale  qui  sera  égale 

à  F  cos  a  X  n?  par  unité  de  longueur  de  la  frette,  p''  étant  son  rayon. 

En  effet,  la  composante  horizontale  Fp'  cos  adO  n'est  pas  altérée  dans 
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toute  l'étendue  de  chaque  onglet  élémentaire,  puisque  les  forces  qui 
agissent  sur  cet  onglet  sont  toutes  verticales;  mais  elle  se  trouve, 
aux  naissances,  répartie  sur  une  longueur  plus  grande  que  dans  le 
.lit de  joint  BG;  le  rapport  des  poussées  par  unité  de  longueur  est 
.  donc  égal  au  rapport  de  p"  à  p'.  Si  donc  on  appelle  co'  la  section  de 
lafrette,  et  K'  la  tension  développée  dans  cette  section  par  unité  de 
surface,  on  aura  l'équation  : 

2iu'K'  =  Fco8«x^x8p^, 

ou  bien,  en  réduisant, 

w'K'  =  F  008  «  X  p'  =  «K. 

Pour  appliquer  cette  équation,  il  faut  chercher  le  maximum  du 
produit  Fcosaxp',  dont  les  deux  facteurs  sont  variables  avec  les 
dimensions  attribuées  à  l'anneau  central. 

On  devra,  pour  cela,  décomposer  successivement  la  voûte  en 
deux  parties  :  l'une  intérieure,  que  l'on  regardera  comme  l'anneau 
central,  l'autre  entourant  la  première,  que  l'on  partagera  en  élé- 
ments pour  appliquer  à  l'un  quelconque  d'entre  eux  la  méthode  de 
la  courbe  des  pressions.  A  chaque  hypothèse  correspondront  des  var 
leurs  définies  pour  F  x  cos  a  et  pour  p',  et  par  suite,  une  valeur  do 
produit  Fp'  cos  a;  on  pourra  donc  construire  une  courbe  représenta- 
tive de  ce  produit,  et  le  tracé  de  cette  courbe  indiquera  la  valeur 
maximum  cherchée. 

Les  voûtes  de  révolution,  et  particulièrement  les  voûtes  sphé- 
riques,  sont  employées  pour  couvrir  les  bassins  circulaires,  pour 
former  les  différents  étages  à  l'intérieur  d'une  tour  ronde;  ellea 
forment  les  coupoles  de  l'architecture  byzantine.  Elles  ont  pour  ca- 
ractère fondamental  de  donner  peu  de  poussée  sur  les  naissances, 
et  de  permettre  l'emploi  de  cintres  très-léger3« 
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APPLICATION  A  LA  TOUTE  TERBESTRE  (l). 

270.  Proposons-nous  de  calculer  la  pression  R  par  unité  de  sur- 
face dans  une  voûte  sphérique  ayant  une  épaisseur  uniforme  e^  trës- 
petite«  et  dont  tous  les  points  sont  également  attirés  par  le  centre 
de  la  surface. 

Ou  peut  assimiler  cette  voûte  à  une  enveloppe  sphérique  soumise 
à  une  pression  qui  s'exercerait  de  dehors  en  dedans,  et  qui  sersdt 
égale  à  l'attraction  du  centre  de  la  sphère  sur  les  éléments  de  la 
voûte  (§  208).  Appelons/?  l'attraction  rapportée  à  l'unité  de  surface 
prise  sur  la  surface  sphérique  moyenne  dont  nous  représenterons  le 
rayon  par  a.  Nous  aurons  l'équation  : 


Nous  appliquerons  cette  formule  à  la  voûte  terrestre,  supposée 
rigoureusement  sphérique,  et  détachée  de  son  noyau  intérieur.  Nous 
admettrons,  pour  simplifier  le  problème,  que  la  pesanteur  s'exerce 
«Tune  manière  égale  en  tous  les  points  de  sa  surface.  La  température  . 
s  accroissant  à  l'intérieur  de  la  terre  d'un  degré  centigrade  pour 
3o  mètres  de  profondeur,  on  ne  peut  attribuer  à  la  croûte  solide  du 
globe  terrestre  une  épaisseur  supérieure  à  45  kilomètres,  car  il  en 
résulte  déjà  pour  les  points  situés  à  Tintérieur  de  l'ècorce  une  tem- 
pérature de  plus  de  i5oo -degrés,  suffisante  pour  maintenir  à  l'état 
liquide  les  matériaux  dont  elle  est  composée.  Le  rayon  moyen  de  la 
voûte  peut  en  définitive  être  pris  égal  à  6,341,000  mètres. 

La  densité  moyenne  du  globe  terrestre  a  été  trouvée  égale  à  5,6a  ; 
mais  la  densité  des  corps  à  la  surface  de  la  terre  étant  beaucoup 


(1)  Cette  question  a  été  traitée  avec  beaucoup  plus  de  détails  par   M.  Lamé  dans 
les  §§  88  et  89  de  la  TMorie  mathématique  de  Vilasticiti. 
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moiodre,  il  est  probable  que  la  densité  des  couches  successives  croit 
de  la  surface  au  centre  ;  cependant,  sur  Tétendu  des  45  premiers 
kilomètres,  les  variations  de  la  densité  moyenne  ne  sont  sans  doute 
pas  très-rapides,  et  nous  pouvons  prendre  le  nombre  2  pour  densité 
moyenne  de  Técorce. 

L'attraction  exercée  par  la  terre  sur  un  point  situé  dans  l'épaisseur 
du  globe  est  proportionnelle  à  la  distance  de  ce  point  au  centre 
lorsqu'on  suppose  la  densité  constante.  Mais  le  calcul  direct  montre 
que  la  diminution  d'attraction  est  insensible  pour  des  points  ap- 
partenant à  l'écorce  solide,  parce  que  le  rapport  des  rayons  de  la 
surface  interne  et  der  la  surface  externe  eat  très-peu  différent  de 
l'unité. 

Nous  calculerons  donc  l'attraction/?  par  unité  de  surface,  en  pre- 
nant le  poids  d'une  colonne  de  45,000  mètres  de  hauteur,  d'un 
mètre  carré  de  base,  pesant  2000  kilogrammes  par  mètre  cube;  il  en 
résulte  que  p  est  égal  à  90,000,000  de  kilogrammes. 

Donc  R  =  6,341,000,000  de  kilogrammes  par  mètre  carré,  ce  qui 
équivaut  à  634, 100  kilogrammes  par  centimètre  carré  (1). 

Une  telle  pression  est  trois  cents  fois  plus  forte  que  celle  qui 
suffit  pour  produire  l'écrasement  du  basalte  le  plus  résistant.  La 
croûte  terrestre  n'est  donc  en  équilibre  qu'à  la  condition  de  reposer 
sur  le  noyau  liquide  formant  la  masse  centrale  du  globe  :  elle  est 
comme  une  voûte  posée  sur  cintre.  Si  par  un  retrait  de  la  masse 
liquide,  ou  par  une  diminutiop  de  la  pression  intérieure  que  cette 


(I)  Le  résaltat  n'est  pas  sensiblement  modifié  quand  on  adopte  une  autre  épaisseur  «, 
jwui vu  qu'elle  soit  toujours  trés-peUte  par  rapport  au  rayon  a,  oondiuon  sans  laquelle 
on  ne  pourrait  plus  appliquer  la  formule.  Ou  aura^  en  effet,  en  laissant  e  arbitraire, 

p=sex2000; 

et  par  suite 

aexSOOO  ,-^^ 

R  = =  a  X  1000; 

ce  qui  donne  --  kilogrammes  par  centimètre  carré.  Les  petites  yarlatlons  de  l'épaisseur  e 
modifient  très-peu  la  pression  moyenoe  R.  Ainsi  e  =  40000  mètres  donnerail 

R  =  6  848500  X  1000  =  6  343  500 000. 
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masse  exerce  sur  Tintrados  de  la  voûte,  la  croûte  se  trouvait  aban- 
donnée à  elle-même,  une  rupture  s'y  produirait,  et  le  tassement  du 
cintre  serait  immédiatement  suivi  d'une  dislocation,  puis  d'un  tas- 
sement égal  dans  la  voûte.  Sous  l'influence  des  énormes  pressions 
qu'elle  subit,  l'enveloppe  solide  du  noyau  incandescent  se  comporte, 
au  moins  dans  son  ensemble,  comme  une  enveloppe  sans  roîdeur,  et 
par  suite  le  noyau  liquide,  soumis  comme  l'Océan  aux  actions  attrac- 
tives du  soleil  et  de  la  lune,  doit  aussi  communiquer  incessamment 
ses  propres  déformations  à  l'enveloppe  flexible  dont  il  est  entouré. 


VOUTES  QUELCONQUES. 


271.  La  méthode  pour  déterminer  les  conditions  de  stabilité  d'une 
voûte  quelconque,  consiste  à  décompose^  cette  voûte  en  parties  qui 
puissent  être  considérées  comme  des  voûtes  en  berceau.  Pour  les 
voûtes  en  arc  de  cloître  par  exemple,  on  cherchera  la  poussée  des 
quatre  berceaux  tronqués  qui  viennent  s'appuyer  sur  les  quatre  faces 
de  la  clef  de  voûte.  Les  plans  verticaux  conduits  par  les  arêtes  opèrent 
la  décomposition  convenable.  Dans  les  voûtes  d arêtes^  ou  intersection 
de  deux  berceaux  de  même  montée,  on  peut  couper  les  deux  berceaux 
par  deux  séries  de  plans  verticaux,  parallèles  aux  berceaux  et  infini- 
ment rapprochés.  On  admettra  ensuite  que  les  poussées  exercées 
simultanément  par  deux  fragments  aboutissant  à  un  même  point  de 
l'arête,  ont  une  résultante  dirigée  dans  le  plan  vertical  de  cette  arête, 
et  que  cette  résultante  ne  doit  point  sortir  de  l'épaisseur  de  la  ma- 
çonnerie. Cette  considération  conduit  à  nourrir  les  arêtes  au  moyen 
de  nervures  saillantes,  et  à  les  exécuter  avec  des  matériaux  de  choix 
d'après  l'appareil  des  voûtes  en  berceau.  Le  reste  de  la  construction 
peut  se  faire  avec  des  matériaux  plus  légers,  et  forme  comme  une 
série  de  petites  voûtes  d'une  portée  variable,  jetées  d'une  arête  à 
l'autre. 

Le  pilier  qui  supporte  la  retombée  d'une  arête  unique  reçoit  une 
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poussée  horizonlale  dirigée  dans  le  plan  de  cette  arête.  Dn  pilier 
supportant  deux  arêtes  appartenant  à  denx  voûtes  d'arêtes  égales 
en  prolongement  l'une  de  l'autre,  en  reçoit  deux  poussées  horizon- 
tales dont  la  résultante  est  perpendiculaire  à  l'axe  commun  des  deux 
voûtes.  Si  une  série  de  voûtes  d'arêtes  à  base  carrée  se  retourne  à 
l'angle  droit,  pour  entourer  une  cour  quadrangulaire  par  exemple, 
les  deux  piliers  d'angle  sont  soumis  chacun  à  l'action  d'une  poussée 
unique  dirigée  dans  le  plan  vertical  conduit  suivant  l'arête  diagonale 
du  carré  situé  dans  l'angle. 

Les  contre-forts  des  cathédrales  du  moyen  âge  sont  destinés  à 
équilibrer  la  poussée  des  voûtes  d'arêtes  situées  à  l'intérieur  de  ces 
édifices.  L'arc  en  maçonnerie  qui  rattache  le  contre-fort  au  vaisseau 
principal  aboutit  en  général  au  pilier  qui  supporte  la  voûte,  à  la  hau- 
teur des  naissances.  La  réaction  de  la  voûte  se  décompose  en  deux 
forces  :  l'une,  verticale,  est  supportée  directement  par  le  pilier  ;  l'autre, 
horizontale,  égale  à  la  poussée  de  la  voûte  à  la  clef,  est  transmise  à 
l'arc-boutant.  Cette  poussée  se  compose  avec  le  poids  de  l'arc  pour 
produire  la  force  qui  agit  sur  le  contre-fort  lui-môme.  Là  poussée 
horizontale  des  voûtes  est  ainsi  transportée  du  pilier  de  la  nef  sur  un 
pilier  extérieur  à  une  moindre  hauteur  au-dessus  du  sol. 

Les  escaliers  vis  à  jour  sont  de  véritables  voûtes  ou  chaque  marche 
forme  un  voussoir  particulier,  qui  s  engage  d'un  côté  dans  le  mur 
d'une  tour  ronde,  et  qui  repose  par  un  angle  rentiant  sur  la  marche 
immédiatement  inférieure.  Le  n^im'  de  la  tour  remplit  roflice  d'une 
frette  qui  serrerait  les  marches  vers  le  centre  vide  ;  les  marches  sont 
donc  sollicitées  par  cette  pression  dans  le  sens  horizontal,  et  comme 
les  voussoirs  d'une  voûte  en  berceau,  ils  s'appuient  latéralement 
sur  deux  culées,  le  palier  inférieur  et  le  palier  supérieur.  Les  efforts 
développés  dans  la  matière  ne  dépendent  plus  seulement  du  poids 
des  voussoirs  et  des  surcharges;  ils  dépendent  principalement  des 
circonstances  de  la  pose  des  marches  et  des  maçonneries  qui  les 
entourent  ;  la  détermination  de  ces  eilorts  échappe  en  conséquence 
au  calcul. 

Les  principaux  problèmes  relatifs  aux  voûtes  d'arêtes,  aux  escaliers, 
I        aux  arcs  de  cloître»  aux  voûtes  d'arêteo  en  tour  ronde,  aux  voûtes 
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coniques,  etc. ,  appartiennent  plutôt  à  la  coupe  des  pierres  qu'à  la  ré- 
sistance des  matériaux. 


CHiPITRE  IV. 

POUSSÉE  J)ES  TERRES.  -  STABILITÉ  DES  REVÊTEMENTS. 


î272.  Nous  avons  déjà  reconnu  (§  «ao)  qu'il  se  développe  dans  les 
terres  deux  genres  de  résistance  au  déplacement  relatif  des  molé- 
cules, le  frottement  et  la  cohésion. 

Le  frottement  est  indépendant  des  surfaces  frottantes vindépendant 
de  la  vitesse  relative,  et  proportionnel  à  la  pression  mutuelle  au  mo- 
ment où  le  glissement  commence.  Le  rapport  du  frottement  à  la  près* 
sion  est  pour  chaque  nature  de  terre  un  certain  nombre  /;  à  ce  nom- 
bre, considéré  comme  une  tangente  trigonométrique,  correspond  un 
angle  qu'on  appelle  l'angle  du  frottement.  C'est  la  limite  supérieure 
de  l'angle  que  peut  former  avec  l'horizon  le  talus  naturel  de  la  terre 
fraîchement  remuée. 

La  cohésion  est  proportionnelle  à  l'étendue  des  surfaces  de  con- 
tact et  indépendante  de  la  pression  mutuelle.  On  l'évalue  par  un 
coefficient  y,  qui  représente  un  certain  nombre  de  kilogrammes  par 
mètre  carré. 

Nous  nous  proposons  de  déterminer,  dans  ce  chapitre,  l'effort  au- 
quel un  mur  de  revêtement  qui  coupe  le  talus  naturel  d'un  massif 
de  terre  peut  être  appelé  à  résister,  et  de  déterminer  par  suite  les 
dimensions  à  donner  à  ce  mur. 
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La  théorie  qae  nous  allons  exposer  est  œlle  de  Coulomb  (i), 
complétée  par  M.  Poncelet  (2)  et  résumée  par  M.  Bélanger  dans  ses 
cours  et  dans  ses  récents  ouvrages  (3). 

273.  Cherchons  d'abord  à  déterminer  expérimentalement  ces  deux 
coefficients  /"  et  y-  Pour  cela  nous  traiterons  les  problèmes  suivants, 
qui  sont  empruntés  aux  leçons  de  Navier  sur  la  résistance  des  ma- 
tériaux. 
Nous  supposerons  qu'un  massif  de  terre  soit  profilé  suivant  le 
contour  BAC  ;  la  face  AB  appartient  à  un 
plan  horizontal  indéfini.  La  face  AC  est  un 
plan  dont  l'inclinaison  est  inconnue.  On 
demande  de  déterminer  la  limite  jusqu'à 
laquelle  cette  inclinaison  peut  être  roidie 
sans   compromettre   l'éqmlibre  du  mas- 
sif. 

La  hauteur  verticale  CD  est  donnée  et  égale  à  h. 
n  est  le  poids  de  l'unité  de  volume  de  terre; 
/  et  Y  sont  les  deux  coeflicients  du  frottement  et  de  la  cohésion; 
a  est  l'angle  inconnu  de  la  face  AG  avec  la  verticale  AD. 
Par  l'horizontale  projetée  en  G ,  menons  un  plan  quelconque  CB , 
faisant  avec  la  verticale  CD  un  angle  P;  ce  plan  sépare,  dans  le 
massif  de  terre,  un  prisme  triangulaire  dont  la  base  est  ABC,  et  dont 
le  poids  P  par  unité  de  longueur  est  égal  à 

(i)  P=^n/i«(tgp-tga). 

Ce  prisme  est  en  équilibre  sous  l'action  de  son  poids  et  des  réac- 
tions développées  dans  le  plan  CB  ;  décomposons  le  poids  P  en  deux 
composantes,  l'une,  N,  normale,  l'autre,  F,  parallèle  à  CB;  la  li- 
mite du  frottement  dans  le  plan  CB  sera  le  produit  /N ,  et  la  cohé- 


(1)  Académie  des  sciences,  Mémoires  des  savants  étrangers,  1773. 

(î)  Mémorial  de  C officier  du  génie,  I8i0. 

(3)  Dynamique  des  systèmes  matériels  (appendice),  1 8G6« 
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sion  dans  ce  même  plan  sera  égale  à  la  surface  CB  multipliée  par  le 
coefficient  y  ;  on  la  représentera  par  l'expression  -^#  La  condi- 
tion d'équilibre  est  donc  : 

OU  bien,  en  remplaçant  F  par  Pcosp,  N  par  Psinp,  et  enGn  P  par 
sa  valeur  donnée  par  l'équation  (i), 

|nA«(fgP-tg«)cosp  =  î/liyi«{lgP-tg«)sinp+^. 

Cette  inégalité  donne,  en  isolant  le  terme  en  tga  dans  le  premier 
membre  et  en  divisant  par  -  ELA", 

(cos  p  -/sin  p)  tg  a  =  tg  ?  (ces  p  -  /sin  p)  -  ^  ^. 

Le  facteur  cos  p — /sin  p'est  nécessairement  positif.  En  effet  /est  la 
tangente  de  l'angle  du  frottement  :  soit  <p  cet  angle;  cosp — /sin^ 
a  le  même  signe  de  cos  ^  cos  cp  —  sin  p  sin  y  ou  que  cos  (P  +  ç) ,  c'est- 
à-dire  le  signe  + ,  si  la  somme  p  -[-  (p  est  moindre  que  90".  Or  on  ne 
peut  donner  à  la  variable  ^  de  valeurs  supérieures  au  complément 
de  l'angle  f;  car  pour  des  valeurs  au-dessous  de  cette  limite,  l'équi- 
libre du  prisme  sur  le  plan  CB  serait  assuré  par  le  frottement  seul, 
et  le  glissement  ne  serait  plus  possible. 

On  peut  donc  diviser  l'inégalité  par  cos  p — /sin  p  sans  en  changer 
le  sens,  et  il  vient  : 

^*^  ^"  >  '^^"nÀ  cos«p(i— /tgp)* 

Cette  relation  nous  montre  qu'une  quantité  constante^  tga,  doit 
être  égale  ou  supérieure  à  une  certaine  fonction  de  la  variable  ^« 
pour  toutes  les  valeurs  de  p  comprises  entre  a  et  90* — f  •  Le  plus 
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petit  angle  a  qui  soit  admissible,  est  donc  celui  qui  rend  tg  a  égal  au 
maximum  du  second  membre  pris  par  rapport  à  la  variable  ^ 
Cherchons  ce  maximum.  Pour  cela,  posons  (i) 

i-/tgp  =  «, 
ou  bien 

La  fonction  à rendie  maximum  devient  alors  % 

f  qP  X 

eo  appelant  a  la  quantité  constante  — .  Opérons  les  réductions*  il 
viendra,  la  fonction  : 

Le  maximum  de  cette  expression  correspond  au  minimum  de  la 

somme  (i  +  û/)^  H — -^-^  ^^s  termes  vaiiables,  et  comme  le  pro- 

duit  des  deux  parties  de  cette  dernière  somme  est  constant  et  égal 
à  (i  +  a^X(i  +  /*),  le  minimum  correspond  à  la  valeur  de  x  pour 
laquelle  les  deux  parties  sont  égales,  c'est-à-dire  à  la  valeur 


■■=^M 


r 


Substituant  cette  valeur  de  x  dans  la  relation  (s) ,  il  vient  pour  le 
mioimumde  tga: 


(3) 


'«•=7^:^(S-VS(a^^)»*''')- 


(1)  M.  BresM,  Rùistanee  des  matériau»,  2*  édiUoDy  p.  406* 
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• 

Si  le  plan  AC  a  cette  inclinaison,  on  dira  que  le  massif  ACB  est  à 
la  limite  de  stabilité  correspondante  à  sa  hauteur  h. 

Cette  valeur  tg  a  est  une  fonction  de  h.  Il  existe  une  certaine  valeur 
de  h  pour  laquelle  a  =  o,  alors  la  terre  peut  se  tenir  à  pic  ;  pour  une 
valeur  moindre  de  A,  tg  a  serait  négatif;  mais  ce  résultat  n'est  pas  ad- 
Fig.  226.  missible,  car  si  la  terre  était  profilée  suivant  l'an- 

gle aigu  BAC,  un  prisme  CÀB  pourrait  se  déta- 
cher  sans  glisser  sur  la  face  CE,  et  la  cohésion 
qui  le  retiendrait  serait  une  sorte  de  cohésion 
normale  à  la  surface  CB,  et  non  une  cohésion  tan- 
gaitielky  comme  le  suppose  l'analyse  du  pro- 
blème. Les  lois  de  cette  cohésion  sont  différentes 
de  celles  que  nous  avons  prévues,  et  les  formules  ne  sont  plus  ap- 
plicables. 

Pour  A  =  ao,  l'équation  (3)  devient  simplement  tga=-^.  L'in- 
clinaison-limite est  alors  celle  du  talus  naturel.  La  cohésion,  qui  est 
proportionnelle  à  la  longueur  CB,  disparaît  devant  le  frottement, 
qui  est  proportionnel  à  la  surface  CBA.  La  cohésion  peut  donc  être 
négligée  devant  le  frottement  lorsque  la  hauteur  h  devient  suffisam- 
ment grande. 

L'angle  a  peut  varier  entre  o  et  go*  —  y;  ii  est  nul  pour'la  valeur 
particulière  de  h  qui  annule  le  second  membre  de  l'équation  (3), 
c'est-à-dire  pour 

Telle  est  la  plus  grande  hauteur  sur  laquelle  les  terres  puissent  se 
tenir  à  pic. 

.  Au  moyen  de  ces  formules,  on  a  déterminé,  par  une  série  d'ob- 
servations portant  sur  les  hauteurs  h^  les  valeurs  des  coefficients /et  y. 

*  Pour  les  terres,  le  coefficient  /  varie  de  o.6o  (sable  fin  ei  sec) 

à  1.45  (sol  le  plus  dense),  et  est  en  moyenne  voisin  de  l'unité; 

l'angle  f  varie  dans  les  mêmes  circonstances  de  Si""  à  55%  et  est  en 

moyenne  voisin  de  45*. 

Le  coefficient  y  est  plus  difficile  à  connaître  avec  p>récision  :  d'après 
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les  observations  de  Navier  sur  la  hauteur-limite  que  peuvent  con- 
server des  terres  coupées  à  pic,  on  peut  admettre  que  pour  une 
terre  franche  peu  cohérente,  le  coefiicient  y  est  égal  à  i48  kilogr. 
par  mètre  carré;  pour  la  même  terre,  /*=  1.07;  pour  une  terre 
très-forte,  y  =  66a  kilogr.  par  mètre  carré,  et  /=  i.43. 
Le  poids  des  terres  par  mètre  cube  varie  de  1 4oo  kil.  à  1 900  kil. 
274.  Navier  observe  aussi  que  lorsqu'un  massif  de  terre  est  exposé 
à  l'air  et  qu'il  subit  tous  les  changements  de  température,  les  alter- 
natives de  sécheresse  et  d'humidité,  les  gelées,  les  pluies ,  sa  surface 
extérieure  tend  à  prendre  avec  le  temps  les  inclinaisons  qu'elle  aurait 
prises  si  la  cohésion  n'eût  pas  existé.  Les  parties  voisines  de  la  sur- 
face sont  retenues  par  la  cohésion  seule,  et  comme  la  cohésion  est 
variable  avec  les  intempéries ,  ces  parties  se  détachent  au  moment 
où  la  cohésion  a  sa  plus  faible  valeur.  Petit  h  petit,  le  massif  revient 
à  la  forme  d'équilibre  qu'il  aurait  reçue  si  la  cohésion  n'était  pas 
intervenue  d'une  manière  accidentelle. 

La  cohésion  étant  mal  connue,  on  la  négligera  dans  les  problèmes 
sur  la  poussée  des  terres,  et  Ton  n'y  admettra  que  le  frottement.  La 
cohésion  n'est  considérée,  à  ce  point  de  vue,  que  comme  produisant 
un  surcroît  de  stabilité,  sur  lequel  il  ne  serait  pas  prudent  de  comptei* 
d'une  manière  absolue.  * 

276.  Problème.  —  Un  massif  de  terre  d'une  nature  déterminée  et 
terminé  à  un  plan  horizontal  AG,  peut  se  tenir  à  pic  sur  upe  hau- 
teur A'  =  AB.  On  demande  de  tracer  la  courbe  BM  du  profil  inférieur 
au  point  B,  de  manière  que  le  massif  soit  en  tous  les  points  de  ce 
profil  à  la  limite  de  stabilité. 
Considérons  un  point  M  du  profil  cherché.  Abaissons  la  perpen- 
diculaire MD  sur  AG  ;  soient  DM  =  y 
et  AD  =  a; ,  et  proposons-nous  de 
chercher  la  relation  entre  x  et  y. 

Par  le  point  M  menons  une  droite, 
ME ,  telle  que  Taire  retranchée  au 
profil  MBA  soit  égale  à  l'aire  ajou- 
tée. Menons  en  outre  un  plan  quel- 
conque MG  ;  relativement  au  glisse- 
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ment  du  massif  sur  ce  plaù,  tout  se  passera  comme  si  le  profil  ABH 
était  remplacé  par  le  profil  rectiligne  ME. 

Appelant  donc  a  Tangle  DME,  nous  pourrons  poser,  comme  dans 
le  paragraphe  précédent  : 

équation  qui  est  celle  de  la  courbe  cherchée  dans  un  système  parti- 
culier de  coordonnées,  y  et  a. 

Il  s'agit  de  revenir  de  ces  coordonnées  particulières,  a  et  y,  aux 
coordonnées  ordinaires,  x  ety. 

On  y  parvient  de  la  manière  suivante. 

L'aire  du  triangle  DME  est  égale  à  -  y^tanga. 

Prenons  sur  la  courbe  un  point  M' infiniment  voisin  ;  à  ce  point 
correspondra  un  accroissement  de  l'aire  de  la  com*be  cherchée  ^;al  à 
la  surface  DD'M'M,  ou  a  ydx\  donc 

ydx  =  d.  ^i  Sf»tg(xj  =y  tgotdy  +  |  y*<î(tg«). 
ou  bien 

dx  =  tgouly  +  ^ydffgei^. 

Mais  l'équation  nous  donne  pour  tga  une  fonction  connue  de  y. 
Posons,  pour  abréger, 

tg«  =  f{y); 

On  en  déduit 

d(tga)=:9'(y)dy, 

et'  par  suite,  l'équation  difiérentielle  de  la  courbe  cherchée  est  : 

àx  =  <^{i/)dy-\-^yi^'{y}dy. 
Cette  équation  peut  s'intégrer  par  une  seule  quadrature. 
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Nous  avoDs  en  effet,  en  appelant  G  une  constante  arbitraire  : 

X  =  C  +  ^  9{y)dy  +  |  ^  y?'{!f)dy. 
Posons  : 

^  9(y)ày  =  *(y); 

nous  aurons,  en  intégrant  par  parties  : 

^  y9'(y)dy  =  y?(y>  —  ^  9'y)dy  =V?(y)  —  ♦(y)»         •  ■»  '  •• .,  i 


Donc  enfin 


x  =  C  +  5*(y)H-y9(y).. 


équation  du  lieu.  La  constante  G  se  détermine  en  observant  que 
x  =  o  donne  x  =  h'. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  développer  cette  solution,  qui 
n'offre  aucune  difficulté  :  le  radical  carré  qui  entre  dans  la  fonction 
?  (y)  ^^  portant  que  sur  un  polyHÔme  du  second  degré,  les  intégra- 
tions sont  possibles. 
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276.  Soit  ÂBGDEF  le  profil  d'un  massif  de  terre,  appuyé  par  la 

FSg.  tM.  face  AB  sur  un  mur  de  revêtement. 

Ou  demande  de  déterminer  TefTort 

maximum  auquel  le  mur  puisse 

Otre  appelé  à  résister. 

Par  l'arête  projetée  en  A,  me- 
nons arbitrairement  un  plan  AX, 
qui  isole  dans  le  massif  un  pristnc 
ABCDEX ,  et  cherchons  les  condi- 
tions d'équilibre  de  ce  prisme,  en 
supposant  qu  il  soit  sur  le  point  de  glisser  sur  les  faces  AB.  AX,  à 

31 
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la  façon  d'un  coin  qui  s'avancerak  pcnir  séparer  le  nrar  et  le  massif 
de  terre  FXAH.  , 

Les  forces  qui  agissent  sur  ce  système  sont  la  pesanteur  et  les 
réactions  du  mur  et  du  plan  AX.  Menons  par  le  point  A  une  horizon- 
tale AH  ;  appelons  a  l'angle  variable  du  plan  AX  avec  cette  horizon- 
tale, et  §  l'angle  du  coin  BAX. 

Les  réactions  du  mur  et  du  plan  AX  se  réduisent  chacune,  puisque 
la  cohésion  est  supposée  nulle,  à  une  composante  normale  et  à  uDe 
force  de  frottement  ;  et  comme  on  suppose  que  le  glissement  est 
sur  le  point  de  se  produire,  le  fro'Uement  est  proportionnel  à  la  pres- 
sion normale. 

Soit  N  la  réaction  normale  du  plan  AX  ;  le  frottement  sera  égal  à 
N/",  et  sera  dirigé  de  bas  en  haut,  dans  le  sens  contraire  au  mouve- 
ment supposé. 

Appelons  de  même  Q  la  réaction  normale  du  plan  AB;  fQ  sera 
le  frottement  développé  sur  ce  plan ,  et  il  sera  dirigé  aussi  de  bas 
en  haut.  Le  coefficient  f  du  frottement  des  terres  sur  le  mur  peut 
être  différent  du  coefficient  /  relatif  au  glissement  de  terre  sur  terre. 

Soit  enfin  P  le  poids  du  prisme  ABGDEX,  rapporté,  comme  les 
autres  forces  N  et  Q,  à  l'unité  de  longueur. 

II  y  aura  équilibre  entre  les  forces  P,  Q,  N,  /N,  /Q  ;  on  pourra 

donc  déterminer  les  forces  inconnues  N  et  Q ,  au  moyen  de  deux 

équations,  par  exemple  des  équations  des  projections  des  forces  sur 

deux  axes  i^ectangulaires ,  l'un  pai*allële  à  AX ,  l'autre  perpendi- 

culaîjre. 

N 
Les  deux  forces  N  et  /N  se  composent  en  une  seule,  égale  à , 

eu  appelant  f  l'angle  dont  la  tangente  est  /,  et  cette  résultante  fait 
avec  la  force  N ,  un  angle  égale  à  ^ .  De  môme,  si  l'on  compose  Q  et 

/'Q,  on  aura  pour  résultante  une  force  — ^,  faisant  avec  la  normale 

cosç 

à  AB  un  angle  égal  à  <p'. 

Par  là  on  ramène  le  problème  à  l'équilibre  de  trois  forces  dont  les 

directions  sont  connues  et  dont  les  positions  restent  d'ailleurs  indé- 

terminéesi 
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Par  un  point  G  de  la  force  P,  menons  une  droite  61 ,  teHe  qu'elle 
Gtisse  avec  AB  un  angle  61B=9o''  — f';  puis  menons  une  droite  6K 
^^^-  "••  telle  qu'elle  fasse  avec  AX  un  angle 

6KX  =  90"* — f .  Ces  droites  prolongées 
VI       X p  seront  les  directions  des  réactions  to- 

taies  ,   et  — •   On  obtiendra 

COSfi'  COSf 

donc  ces  rations  totales  en  décom- 
posant la  force  P  suivant  les  direc- 
F  tiens  6K,  GI,  au  moyen  du  parallé- 
logramme GLMS. 
L'inconnue  de  la  question  est  Q;  le  côté  GL  du  parallélogramme 

étant  proportionnel  à  ---^,  et  la  diagonale.GM  à  P,  le  triangle  GLM 
donne  la  proportion  : 

ycos  Y/  __  gin  GML 
P  sinMLC 


L'angle  MLG  est  égal  au  supplément  de  l'angle  LGS.  Abûssons 
du  point  G  une  perpendiculaire  GT  sur  AX.  L'angle  TGV  est  le  sup- 
plément de  l'angle  BAX  ;  on  a  donc 

TGV  =  480-— §» 
et  par  suite 

1GK  =  LGS  =  TGV-KGT  — IGV  =  TGV  — f-f'=180*-p  — f  — f'. 

Donc  enfin 

sin  M  LG  =  sitt  (f  80»  —  p  —  ^  —  f^  =  8în  (p  +  f  -^  f^S 
On  a  d'ailleurs 


el  {Morsuhe 


GML  =  MGS  =  TGM  -  TGK  =  a  —  9» 


0     _p     sinfg— y) 
cosf'         8in(p  + ©  +  ?')* 
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équation  qui  fait  connaître  Q ,  valeur  de  la  poussée  normale ,  ou 

■  ^  ^ ,  valeur  de  la  poussée  oblique  exercée  par  les  terres  sur  le 

COSf 

mur. 

P  et  p  sont  des  fonctions  de  l'angle  a  ;  on  pourra  donc ,  en  don- 
nant successivement  à  a  diverses  valeurs,  calculer  les  valeurs  cor- 
respondantes de  ,,  et  déterminer  pai-  suite  le  maximum  de 

cette  réaction.  C'est  cette  recherche  que  M.  Poncelet  a  ramenée  à  de 
simples  opérations  géométriques. 


RECHERCHE  DU  MAXIMUM  DE  LA  RÉACHON  DU  MUR. 


277.  Il  s'agît  de  déterminer  l'angle  a  de  manière  que  la  force 

0     _p      sinÇa-y) 
cos  9'  sin  (P  +  ?  +  ?') 

soit  un  maximum,  P  étant  une  fonction  connue  de  a,  proportionnelle 
à  Vaûre  du  prisme  AXEDGBA,  et  ^  étant  l'angle  qui,  ajouté  à  a,  donne 
Tangle  constant  BAH  de  la  face  interne  du  mur  avec  l'horizontale  AH. 
Prolongeons  indéfiniment  le  côté  EF  du  profil  où  l'on  suppose 
placé  le  point  X  ;  sur  ce  côté,  prenons  un  point  K  tel  que  le  triangle 
KAL  soit  équivalent  à  l'aire  du  profil  EDGBLE,  supprimée  par  le 
prolongement  de  la  direction  FE'.  De  cette  manière,  le  triangle  KAX 
est  équivalent  à  l'aire  AXEDGBA,  à  laquelle  le  poids  P  est  propor- 
tionnel. 
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Menons  ensuite  par  le  point  A  deux  droites  AM,  AO,  telle  que 
l'angle  MAH  soit  égal  à  ç,  et  que  l'angle  OAL  soit  égal  à  y  +  «p'.  11 
en  résulte  que  l'angle  MAX  sera  égal  à  a  — ç,  et  l'angle  OAX 

Du  point  A,  abaissons  la  perpendiculaire  AR  surKX;  le  triangle 
KAX  a  pour  mesure  -x  AR  x  KX  ;  et  le  poids  du  prisme  de  terre 
séparé  par  le  plan  AX  a  pour  valeur 

^  X  AR  X  KX. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  déterminer  le  point  X  de  manière 
à  rendre  maximum  l'expression 

(1)  gxARxKXx    >T'?"-^\,. 

Menons  par  le  point  X  une  parallèle  XX'  à  AM.  L'angle  XAM  sera 
égal  à  AXX'.  Le  triangle  AXX'  a  donc  pour  angles,  au  point  X,  a  —  f, 
et  au  point  k^^  +  ff  +  ^'.  Le  rapport  des  sinus  est  égal  au  rapport 
des  côtés  opposés,  donc 

siii  (g  —  y)      __  AX' 
sin  (P  +  ç  +  ç')  "  XX'* 

Menons  de  même  une  droite  KR'  parallèle  à  AM.  Les  deux  droites 
OM,  OA,  étant  coupées  par  trois  droites  parallèles,  KK',  XX\  AM,  on 
a  les  proportions  : 

t<^\  KX  _  OBI    . 

XX'  _  AM 

OX'  ~  OA' 

Remplaçons  dans  l'expression  (i)  le  rapport  des  sinus  par  le  rap- 

AX' 
port  égal^;  puis,  dans  l'expression  résultante,  remplaçons  RX 
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eiXS!  par  leurs  valeurs  tirées  des  égalités  (a)  ;  il  viendra,  en  ometr 

tant  provisoirement  le  facteur  constant.-, 


Le  premier  facteur  ne  dépend  pas  de  la  position  du  point  X  sot  le 
côté  EF  ;  le  second  facteur  seul  est  variable,  et  les  opérations  que 
nous  venons  de  faire  ont  ramené  les  diverses  vaiîables  à  être  toutes 
des  longueurs  comptées  sur  une  même  droite  OA. 

OM 

L'expression  AR  x  ttî  est  égale  au  double  de  la  surface  du 
AM. 

triangle  OAM,  divisée  par  le  côté  AM  ;  c'est  donc  la  longueur  de  la 

perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  la  direction  AM,  ou  enfin 

c'est  le  produit  du  côté  OA  par  le  sinus  de  l'angle  compris  OAM,  <iui 

est  égal  à 

(P  +  ?  +  f')  +  («  — 9)    oukp  +  a  +  f. 
L'expression  à  rendre  maximum  est  donc  simplement 


OAsinCp  +  a  +  fOx^ï^yAX; 


Faisons 


OK'  =  a;,  variable, 
Oâ  =  a,  constante, 
OK'  =  Ap,  constante. 

Ces  trois  quantités  sont  des  longueurs  comptées  sur  la  droite  OA  à 
parûr  du  point  0. 

K'X  sera  égal  à  x  —  k  et  AX'  à  a—z. 

U  s'agit  donc  de  rendre  maximum  la  fonction 

(x-^k)  (a  — x)  ,   .  ak 

X  X 


('+#)• 
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Le  maximum  cherché  répond  au  minimum  de  la  partie  négative, 

qui  est  se«le  variable,  et  comme  le  produit  des  deux 

termes  dont  cette  partie  se  compose  est  constant,  son  minimum  cor- 
respond à  Tégalité  des  deux  termes,  ou  à  x  s=  ^fâk.  La  quantité  cher- 
chée OX'  est  donc  la  moyenne  proportionnelle  entre  OA  et  OR',  et  si  Ton 
fait  passer  par  les  points  A  et  K'  une  circonférence  de  cercle  de  rayon 
quelconque,  on  résoudra  le  problème  en  menant  par  le  point  0  nne 
tangente,  OT,  à  cette  circonférence,  et  en  prenant  sur  OA  une  longueur 
or  =  OT.  On  achèvera  la  solution  en  menant  par  le  point  X'  ainsi 
déterminé  une  parallèle  X'X  à  AM  jusqu'à  la  rencontre  X  du  côté  EF. 
La  droite  AX  sera  le  profil  du  plan  demandé.  La  solution  n*est  ad- 
missible qu'autant  que  le  point  X  tombe  entre  les  points  E  et  F,  où 
se  termine  ce  côté  sur  le  contour  effectif  du  massif  de  terre. 

La  pression  totale  du  mur  sur  le  massif,  ou  la  pression  totale  du 
massif  sur  le  mur,  s^ra  donnée  par  l'expression 

^  =  5  xOAsin  (P^  a-o')  x  (a  +  k^^sfTk) 
=  |xOAsin(p  +  «— çOx  {^a  —  ^kY 
=  2  X  sin  (p  +  a  + ,)')  X  a  { v^  -  ^)  • 
=:  5  X  sin  (p  +  a  +  ç')  X  (a  —  \/âî)*- 


Or 

et  Ton  a  enfin 


a— V^  =  OA— OX'  =  AX', 


278.  Si  le  point  0  était  très-éloigné,  les  constructions  graphiques 
seraient  peu  commodes  ;  alors  on  aurait  recours  au  calcul.  Dans  le 
triangle  AOL  on  connaît  le  côté  AL,  l'angle  OÀL  =  ç  -f  y',  et  l'angle 
OLA  que  nous  désignerons  par  la  lettre  6.  On  peut  en  déduire: 


sin  0 
OA  =  AL  X 


sin(Ô  +  9  +  9V 
OL_ALXg.^^Q_^^_l_^,j. 


488 


CAS  PARTICULIERS. 


Mais 


0K'  =  0Rx5^=={0L-KL)xgj^, 


expression  où  Ton  peut  introduire  à  la  place  de  OA  et  de  OL»  leurs 
valeurs  en  fonctions  de  AL;  les  quantités  KL,  LM  sont  connues  sur 
répure.  On  aura  donc  OK'  par  le  calcul  ;  ensuite  on  déterminera  le 
point  X'  par  l'équation 

AX'=OA  — v^OAxOR'. 
279.  Si  Ton  joint  KX',  on  peut  remarquer  qu'on  a  la  proportion 


OX 
OA 


OK' 
OX' 


OK 
OX* 


Donc  les  droites  KX'  et  AX  sont  parallèles,  et  l'on  peut  déterminer 
le  point  X  en  menant  par  le  point  A  une  parallèle  à  la  droite  KX\  au 
lieu  de  mener  par  le  point  X'  une  parallèle  à  la  droite  AM.  On  eo 
conclut  aussi  l'égalité  ^ 

OX*  =  OKxOM. 

280.  Si  le  point  X ,  obtenu  par  ces  constructions,  ne  tombe  pas 
eiHre  les  points  E  et  F,  le  plan  cherché  ne  rencontre  pas  le  profil 
entre  les  points  E  et  F;  et  Ton  devra  recommencer  la  construction 
en  se  seiTant  d'un  autre  côté,  ED  ou  FI,  suivant  que  le  point  X 
tombe  à  gauche  du  point  E  ou  à  droite  du  point  F. 

EXAMEN   DE  CERTAINS  CAS   PARTIGL%1£RS. 


281.  Lorsque  les  droites  AO  et  £F  sont  parallèles,  la  construction 
^-  *^*-  doit  être  modifiée.  Dans  ce 

cas,  le  point  X'  est  le  milieu 
de  la  distance  AK';  de  sorte 
qu'il  suffit  de  mener  par  le 
point  K  une  parallèle,  KK\ 
à  la  droite  AU,  et  de 
prendre  le  milieu  de  la 
droite  finie  AK'. 


CAS  PARTICULIERS. 
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Si  le  point  M  est  infiniment  éloigné,  le  point  0  restant  à  distance 

finie,  la  quantité  OM  devient  infiniment  grande,   et,  par  suite, 

,  OA 

Ok'=  OK  X  Qjj  est  nul.  Dans  ce  cas,  le  point  K'  coïncide  avec  le 

point  0,  et  la  poussée  — ^  est  égal  à 


g-sinOAMxOA*. 


Ce  cas  se  présente  lorsqu'un  mur  AB  est  destiné  à  soutenir  un 
^'^'  *^*'  massif  de  terres  de  hauteur  indé- 

finie, terminé  latéralement  par  un 
plan  à  linclinaison  du  talus  naturel. 
Le  plan  AX  qui  donne  la  poussée 
maximum  se  confond  avec  le  plan 
AM  lui-même,  et  le  prisme  de 
poussée  maximum  se  change  en  une  tranche  à  faces  parallèles,  indé- 
finie dans  le  sens  parallèle  à  son  talus. 

Enfin,  il  peut  arriver  telle  disposition  de  la  figure  que  le  point  0 
tombe  du  côté  opposé  à  celui  où  nous  l'avons  supposé  d'abord;  cela 
a  lieu  lorsque  Tangle  <p  +  ?'  ^^t  assez  grand  pour  que  la  droite  LM 
soit  inclinée  en  sens  contraire  de  la  droite  AO.  La  construction  n'est 
pas  modifiée  par  ce  renversement  de  la  figure. 


rig.  t». 
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REMAAQU£   SUR  LA  R£GH£RGBE  DU   MAZIUCM. 


282.  Nous  avons  vu  (g  280)  que  si  le  point  X  ne  tombsdt  pas  sur  le 
côté  EF  entre  les  points  E  et  F,  il  fallait  en  conclure  que  le  point 
cherché  n'appartenait  pas  à  ce  côté,  et  qu  alors  on  devait  recom- 
mencer les  constructions  en  se  servant  d'un  autre  côté,  soit  FI,  soit 
ED,...  Il  est  possible  que  la  construction  faite  sur  le  côté  EF  donne 
un  point  X  situé  sur  le  prolongement  de  EF  vers  la  gauche,  et  que  la 
construction  faite  sur  le  côté  adjacent,  ED,  donne  un  point  X'  situé 
sur  le  prolongement  de  DE  vers  la  droite.  Dans  ce  cas  particulier, 
le  plan  ÂE  serait  le  plan  cherché.  En  effet  le  point  X  situé  sur  le 
prolongement  de  FË  correspond  au  prisme  de  poussée  maximum 
parmi  les  prismes  dé  teire  terminés  à  un  plan  mobile  A  a:,  lorsque 
le  point  X  se  déplace  le  long  de  la  direction  indéfinie  F£;  le  prisme 
terminé  au  plan  AE  donne  donc  une  poussée  plus  grande  que  tout 
autre  prisme  terminé  à  un  plan  Lx  qui  couperait  F£  entre  les  points 
£  et  F.  On  prouverait  de  même  que  le  prisme  terminé  au  plan  AB 
donne  une  poussée  plus  grande  que  tout  autre  prisme  terminé  &  un 
plan  Kod  qui  couperait  ED  entre  E  et  D.  Donc  enfin  A£  est  le  plan 
cherché. 

Pour  traiter  autrement  ce  cas  particulier,  construisons  (Fig.  233) 

une  courbe  représentant  par  ses  or- 
données les  valeurs  successives  de 

la  poussée  — ^ ,   et   dont  les  ab- 

*  COS(p' 

scisses  soient  proportionnelles  aux 
angles  a;  la  courbe  présenterait  un 
certain  nombre  d'arcs  qui  ne  se  rac- 
corderaient pas  tangentiellement  les 
uns  aux  autres ,  comme  l'indique 
la  figure  suivante  : 


THEOREME  DE  FR^ÇAIS. 
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Fig.  S3B. 


-?' 

^^. 

R 

^ 

D» 

NI 

c 

fi  la  ligne  représentative  des  valeurs  de  — -^;  a  la  forme  l'FE'D  G'.  •  •  « 

le  maximum  de  la  poussée  a  lieu  évidemment  pour  a=06,  c'est-à- 
dire  pour  le  plan  AE  ;  c'est  un  maximum  arithmétique,  et  non  pas 
un  maximum  analytique  correspondant  à  la  plus  grande  ordonnée 
des  courbes  FE'  ou  £'D\  indéfiniment  prolongées  en  dehors  des 
intervalles  /e,  ed^  les  seuls  où  elles  soient  admissibles. 


THÉOBÈME   DE   FRANÇAIS    (ANGIEimE  THÉORIE). 


283.  Avant  le  travail  de  M.  Poncelet,  on  supposait  que  la  réaction 

du   mur  était  normale,  ce 
qui  revenait  à  faire  ç'=o.  Si 
l'on  admet  de  plus  que  le 
profil  des  terres  se  réduise  à 
une  droite  horizontale  indé- 
finie, on  arrive  à  un  théorème 
intéressant,  démontré  pour 
la  première  fois  par  Prôny,  en  iSoa,  pour  le  cas  où  la  face  AB  du 
mur  est  verticale,  et  étendu  en  i8ao  par  Français  au  cas  où  elle  est 
inclinée. 

Le  point  R,  le  point  B  et  le  point  L  se  conlondent  en  un  seul  point; 
menons  AM,  qui  fait  avec  AH,  ou  avec  BM  l'angle  (p*,  puis  AO,  qui  fait 
avec  BA  un  angle  égal  à  f ,  puisque  ^  est  supposé  nul.  Par  le  point  B, 
menons  BK'  qui  fait  parallèle  à  AM  ;  puis  prenons  un  point  X'  tel  que 
^'*soit  égalàOK'xOA;  menons  enfin  X'X  parallèle  à  AM,  et 
noos  aurons  le  point  X  où  abouiit  le  plan  AO  oui  limite  le  prisme 
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de  plus  grande  poussée.  Nous  savons  (§  379)  queÔX*=OBxOM. 
Mais  dans  le  triangle  OAM,  Tangle  OAB  étant  égal  à  l'angle  M,  on  a 
ÔÂ^  =  OBxOM.  Donc  OX  =  OA,  et  comme  BX'  et  AX  sont  aussi 
parallèles,  OB  =  OX'. 

On  peut  ajouter  que  AX  est  la  bissectrice  de  l'angle  BAM.  En  effet, 
dans  le  triangle  OAX,  l'angle  OXA  est  égal  à  OAX,  parce  que  les 
côtés  opposés  OX,  OA  sont  égaux.  Mais  OXA=XAH,  à  cause  du 
parallélisme  des  droites  BM,  AH.  Donc  OAX=XAH;  et  retranchant 
de  part  et  d'autre  OAB  =  MAH  =  y,  il  vient  BAX  =  XAM. 

RECHERCHE   DE   LA   RÉPARTITION   DES  POUSSÉES. 


28A .  La  méthode  générale  pour  résoudre  cette  seconde  partie  de  la 
question  consiste  à  décomposer  la  hauteur  AB  du  mur,  en  parties 
suffisamment  petites,  AA,,  A,A,,  A,A,,...  égales  ou  inégales;  puisa 
chercher  la  poussée  correspondante  à  la  hauteur  AB;  à  chercher 
ensuite  la  poussée  correspondante  à  la  hauteur  A,B  ;  la  différence 
de  ces  deux  poussées  sera  la  poussée  afférente  à  l'élément  AA^;  de 
même,  après  avoir  déterminé  la  poussée  correspondante  à  la  hauteur 
A,B,  la  différence  entre  cette  poussée  et  la  poussée  exercée  sur  A^B, 
sera  la  poussée  subie  par  l'élément  A^A,.  On  conçoit  donc  qu'on 
puisse  parvenir  par  cette  méthode  à  partager  la  poussée  totale  qui 
s'exerce  sur  AB  en  parties  appliquées  séparément  aux  éléments  suc- 
cessifs, AAj,  A^ A ,,...• 

Cette  méthode  se  simplifie  lorsque  le  profil  des  terres  se  réduit  à 
une  droite  indéfinie,  BM. 

fîg.  w. 
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Soit  BM  le  profil,  et  BAX  le  prisme  de  poussée  maximum  pour 
toute  la  hauteur  AB.  Si  l'on  répète  les  constructions  sur  une  hauteur 
moindre,  A  ,B,  on  trouvera  pour  résultat  une  droite  A ,  X ,  parallèle  à 
AX,  et  l'épure  se  réduit  ainsi  successivement,  quelle  que  soit  la  hau- 
teur BA  pour  laquelle  on  Tait  d* abord  construite,  sans  cesser  d'être 
semblable  à  elle-même.  Le  point  B  est  le  centre  de  similitude  de  toutes 
ces  figures.  Soit  donc  z  la  distance  du  point  B  à  un  point  quelcon- 
que A„  de  la  droite  BA  ;  la  poussée  qui  s'exerce  sur  la  hauteur  BA 
toute  entière  a  pour  expression 

5  sin  OAM  X  H'; 

X 

pour  une  autre  hauteur  BAn=z,  la  poussée  sera  représentée,   en 
vertu  de  la  similitude,  par  l'expression  : 

?  sin  OAM  X  AX^*  X  ^, 

ou  bien  par  l'expression  Az%  en  désignant  par  A  le  produit  des  fac- 
teurs constants 


^smOAMx(^^^). 


La  poussée  qui  s'exerce  sur  une  hauteur  BA'n»  infiniment  peu  diffé- 
rente de  BA,  sera  donc  égale  kk{z  +  dzy^  et  par  suite  la  poussée 
particulière  supportée  par  l'élément  A»  A^' ,  ou  par  dz^  est  égale  à  la 
différentielle  2kzdz.  On  trouvera  donc  le  centre  de  poussée  des  terres 
sur  une  hauteur  donnée  BP  =  a  du  mur,  en  composant  toutes  les 
poussées  parallèles  2ksdz  entre  les  limites  B  et  P  ;  l'équation  des 
moments  donne  l'ordonnée  z^  du  centre  de  poussée  : 

«,  X  \  %\zdz  =  \  %kz^dzt 
ou  bien 

«,xAa«  =  |-Aa«, 
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OU  enfin 

^,  =  |a. 

Le  centre  de  poussée  est  donc  dans  ce  cas  situé  aux  deux  tiers  de 
la  hauteur  BP  à  partir  du  haut. 

Pour  la  paroi  entière,  le  centre  de  poussée  serait  au  tiers  de  AD  à 
partir  du  point  A. 

Ce  résultat  est  exactement  celui  qu'on  trouverait  pour  un  liquide 
pressant  la  paroi  BA.  Seulement  dans  le  cas  d'un  massif  de  terre,  la 
poussée  fait  avec  la  paroi  un  angle  égal  à  90"* — f',  tandis  que  la 
poussée  d'un  liquide  ferait  avec  la  paroi  un  angle  droit. 

285.  Dans  les  travaux  publics,  il  arrive  généralement  que  la  masse 
de  terre  à  soutenir  est  profilée  suivant  une  ligne  droite;  on  connaît 
alors  immédiatement,  par  le  théorème  précédent,  le  point  de  pas- 
sage de  la  résultante  de  la  poussée  sur  une  hauteur  quelconque  de 
mur.  Dans  les  travaux  du  génie  militaire  au  contraire,  les  murs  de 
revêtement  soutiennent  presque  toujours  des  surcharges  de  terre 
qui  compliquent  beaucoup  la  recherche  du  centre  de  poussée, 
parce  (}ue  les  f^ures  successives  que  Ton  obtient  en  relevant  le 
point  A  le  long  de  AB,  ne  sont  plus  alors  semblables  à  elles-mêmes. 
On  doit  suivre  dans  ce  cas  la  méthode  générale,  et  répéter  la  con«* 
struclion  de  l'épure  pour  un  certain  nombre  de  points  A,  pris  à 
égale  distance  sur  la  paroi  AB. 

Dans  tous  les  cas,,  on  peut  parvmiir  à  connaître  les  poussées 
Fig  Î38.  exercées  sur  des  éléments  plus  on  moins  gramife  de 
cette  paroi  et  par  suite,  on  pend  construire  la 


\  /    courbe  des  pressions  dans  le  mur,  pour  vérifier  si  les 


J / 


\    y    conditions  de  la  stabilité  sont  r^t^plies.  H  suffit  pour 
.  cela  de  composer,  à  partir  du  haut  du  mur,  la  pre- 


mi^« poussée  élémeotau^avec  lepoitls  de  la  portion 

de  maçonnerie  à  laqueUe  elle  est  appliquée;  de 

composer  ensuite  la  résultante  avec  la  seconde 

poussée  et  le  poids  de  la  seconde  portion,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

la  base  du  mur.  La  stabilité  du  mur  est  assurée  si  la  courbe  des 

pressions  ne  sort  pas  de  l'épaisseur  de  la  maçonnerie ,  si  elle  ne 
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cowfe  paa  les  joints  sur  des  angles  moindres  que  le  complément  de 
Tangle  du  frottement  de  pierre  s«r  pierre ,  si  enfin  elle  ne  donne  pas 
de  trop  grandes  pressions  sur  les  arêtes  et  sur  le  plan  de  la  fon- 
datioD. 


felPÉKIENGE   DE  M.    ARDAfTT  SUR  LE   POIlTr  DE   PASSAGE 
DE  LA   POUSSÉE. 


286.  M.  Ardant  a  décrit  dans  un  mémmre  sur  la  poussée  des  terres 
(Mémorial  du  génie,  1848)  une  expérience  qui  met  en  évidence 
rinflaence  du  frottement  des.terres  et  du  mur  de  soutènement. 
Sur  une  table  horizontale  PQ,  on  pose  horizontalement  l'arête  G 
^'s*  ^39.  ^»^Q  p].]3iQQ  triangulaire  en  bois,  profilé 

en  CAB  et  qui  remplacera  le  mur.  L'angle 
BAC  est  droit;  on  place  ce  prisme  de 
telle  manière  que  la  médiane  CI  soit 
verticale»  et  on  a  eoBstruit  le  triaagle 
sons  la  condition  que  l'angle  ICA  soit 
égal  à  3&*»  aogte  du  talus  naturel  du 
sable  siliceux  sec..  Le  côté  AG  est  appuyé 
latéralement  au  massif  QCAH,  qui  faîi  corps  avec  la  table.  Dans  cette 
position,  le  prisme,  ayant  son  centre  de  gravité  sur  Gl,  est  dans  un* 
équilibre  instable,  et  le  moiadre  ébranlement  suffit  pour  qu  il  se 
renverse  en  tournant  de  droite  à  gauche  autour  de  l'arête  G. 

La  face  AB  est  recouverte  d'une  petite  couche  de  gomme,  saupou- 
drée de  sable;  cette  précaution  a  pour  but  de  rendre  l'angle  <f!  du 
frottement  des  terres  sur  le  mur,  égal  à  l'angle  f  du  frottemenides 
terres  sur  elles-mêmes  (1). 


0M7' 


(1)  littéralement,  le  prisme  de  bois  et  le  massif  de  sable  sont  limités,  par 
pillen  fixes,  et  poor  empêcher  les  pertes  de  sable  à  trayers  les  intersUces,  sans  nuire  à 
U  liberté  que  doit  conserver  le  prisme  de  tourner  aaionr  de  rareté  C,  on  remplit  les 
joInU  avee  dn  saindoux. 
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Ou  verse  alors  du  sablé  derrière  la  face  AB  jusqu'au  niveau  BM  ;  et 
L'on  constate  que  lorsque  le  mur  est  ainsi  chargé,  son  équilibre 
devient  stable. 

Ce  phénomène  s'explique  en  observant  que  la  poussée  du  sable 
sur  le  mur  s'exerce  en  un  point  compris  entre  les  points  k  et  1  ;  si 
elle  était  normale  à  la  face  AB,  comme  le  supposaient  les  anciens 
auteurs,  Coulomb,  de  Prôuy,  Français,  elle  tendrait  à  faire  tourner  le 
prisme  autour  du  point  G,  et  le  prisme  se  renverserait  à  gauche; 
mais  elle  fait  avec  la  face  AB  un  angle  égal  à  go* —  <p,  c'est-à-dire 
qu'elle  est  parallèle  à  la  médiane  CI,  ou  qu'enfin  elle  est  verticale, 
vMe  passe  donc  à  droite  du  point  C,  et  par  suite  empêche  le  prisii:e 
de  Lasculer  pour  se  coucher  sur  sa  face  CB. 


COlHSTllUCriON   DE   LA   COURBE  DES  CENTRES   DE  PRESSION    DANS  UN  MUE 
SOUTENANT  DES  TERRES. 


287.  Nous  supposerons  que  la  face  AB  du  mur  soit  verticale,  et 
vig.  140.  que  le  massif  de  terre  se  termine  à  une  droite 


/ 


1^      indéfinie  BM.  Le   profil   du    mur  ABffA'  est 


^^ ^^  donné,  et  on  propose  d'y  tracer  la  courbe  des 

centi*es  de  pression. 

Comptons  les  ordonnées  BC  =  z  à  pai-tir 
du  point  B,  dans  le  sens  BA. 
^        Nous  allons  exprimer  l'équilibre  d'une  tran- 
che infiniment  mince  CDD'C  du  mur,  comprise 
entre  deux  plans  horizontaux  infiniment  voisins,  définis  par  les  ab- 
scisses zet  z  +  dz. 

La  poussée  totale  sur  la  longueur  BC  est  représentée  par  l'expres- 
sion Az",  et  par  suite  la  poussée  totale  sur  CC  est  égale  à  aAscfc. 
Elle  fait  un  angle  ^'  avec  la  normale  à  la  face  AB;  elle  a  donc  pour 
composante  horizontale  : 

%Azdz  X  cos  9\ 
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et  pour  composante  verticale,  dirigée  de  haut  en  bas  : 

%kzdz  sin  f'. 

La  face  CD  reçoit  la  pression  des  assises  supérieures  ;  soit  I  (Fig.  a38) 
le  point  de  passage  de  cette  pression,  F  sa  composante  horizontale,  P 
sa  composante  verticale  ;  soit  y  la  distance  IG,  ordonnée  de  la  courbe 
des  centres  de  pression  ;  soit  enfin  u  la  longueur  CD,  ordonnée  de 
la  face  B^A'  du  mur. 
L'élément  CDD'C  est  sollicité  par  les  forces  suivantes  : 

1*  Sur  la  face  CC,  la 
poussée  des  terres  que  nous 
avons  déjà  évaluée,  et  qui 
s'applique  au  milieu  E  de 
l'intervalle  GC  ; 

2"  La  réaction  des  parties 
supérieures  à  GD  ;  elle  se 
décompose  en  deux  forces* 


Fie  Ml. 


/ 


11 

n; 

I 


lAsdzcosfp' 


£  \d* 

I 


ilAzdiniïft 


F  et  P,  appliquées  au  point  I; 

3*  La  réaction  des  parties  inférieures  à  C'D';  elle  s'applique  en  un 
point  r,  défini  par  son  ordonnée  y  +  dy^  et  se  décompose  en  deux 
forces  ; 

F'  =  F-frfF,      P'  =  P  +  dP; 

les  forces  F  et  F  sont  dirigées  en  sens  contraire  de  F  et  P. 

4*  Enfm,  le  poids  de  T^lément,  que  nous  représenterons  par 
TL'tidz,  lï  étant  le  poids  de  l'unité  de  volume  de  la  maçonnerie  ;  cette 
force  est  appliquée  au  centre  de  gravité  de  l'aire  CIDD'C,  ou  à  la 
moitié  de  la  distance  GD  =  u. 

L'équilibre  est  exprimé  par  les  trois  équations  suivantes. 

Composantes  verticales  : 

(i)  â\*  =  U'udz  +  2A«te  sin  f\ 

Composantes  horizontales  : 
(2)  dF  =  2Aid;g  ces  f. 
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Moments  par  rapport  au  point  E  : 

(P  +  dP)(y  +  dy)-Py-FY-.(F  +  dF)y-n'^(te=o, 
ou  en  réduisant  : 

(3J  ydP  +  Prfy  —  Fdz  —  |  WuHz  =  0. 

De  Féquâtion  (9)  on  tire  : 

F  =  Ar«cosç', 

sans  constante,  parce  que  js  =  0  doit  donner  F  =  o. 
L'équation  (1)  donne  aussi  P  au  moyen  d'une  quadrature  : 

P  =  Ç  (n'M  +  2 Aa:  8in  f ')dr = A;r«  sin  f  +  n' C' t«ir. 

L'équation  (5)  va  nous  donner  y,  c'est-à-dire  Tordonnée  du  centre 
de  pression.  Observons  que  ydP  +  Prfy  .est  la  différentielle  de  Py  ; 
il  vient  donc  en  intégrant  : 

Py  =  J*Fdr+|n' Jtt^dz. 

0U9  remplaçant  F  par  sa  valeur  Âz'cosf',  et  effectuant  l'intégration  : 

Py  =  iAz»cos9'  +  |n'  Tu'cfe. 

L'équation  de  la  courbe  des  centres  de  pression  est  donc 

5A«»C0S9  +  5n'  ^u^dz 

y  =  2 ?— J^ 


Az'sinf +  n'y  tidz 


Les  quadratures  sont  faciles  à  faire  lorsque  la  forme  du  mur  est 
donnée  ;  car  ti  est  alors  connu  en  fonction  de  z. 
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Si  au  lieu  de  terres,  le  mur  soutient  uue  charge  d'eau,  on  doif 

faire  f '  =  o  ;  en  même  temps ,  À  =  -^ ,  n  étant  le  poids  de  Tunité 

de  volume  d'eau.  L'équation  de  la  courbe  des  centres  de  pression 
devient  dans  ce  cas  : 


y  = 


e'^  +  î 


u*dz 


288.  Supposons,  par  exemple,  que  le  mur  soit  à  faces  parallèles. 
Alors  u  sera  constant,  et  l'équation  de  la  courbe  des  centres  de  pres- 
ÛOD  sera  : 

équation  d'une  parabole  KL,  qui  part  du  milieu  K  de  la  base  supé- 

Pi   ut  rieure  du  mur.  Pour  que  les  conditions  de  stabi- 

^    ^     ^  lité  soient  satisfaites,  il  est  nécessaire  que  y  soit 

partout  moindre  que  u;  si  donc  on  fait  z  =  A, 

hauteur  totale  du  mur,  il  faut  qu'on  ait  : 


i  n  A«     4    ^ 


k'i 


ce  qui  donne 

h<ux 


4 /sa' 


on  bien 


u>AVw 


Cette  condition  n'est  pas  suffisante,  mais  elle  est  nécessaire. 
Si  l'on  fait  n  =  1  ooo  klL,  et  n'  =  2  5oo  kil.,  ce  qui  convient  à 
Feau  et  à  la  maçonnerie,  on  a  pour  condition  de  stabilité  du  mur 


u>  h 


4  /     1000 
V  3  X  850 


8500* 
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OU 

j  >  0,36. 

289.  Supposons  encore  qu'on  donne  à  la  face  B'A'  un  fruit  extérieur, 
et  que  u^  étant  la  base  BB\  la  largeur  u  varie  suivant  la  loi  repré- 
sentée par  l'équation  : 

u  =  tL^  +  ns 

n  étant  un  nombre  constant,  on  aura  : 

V  u^dz  =  u^*z  +  u^m*  +  g  n*2^. 
L'équation  de  la  courbe  sera  alors  ; 

'"■20'      ,1    ,"'"2  ,1    .  en'     .tw"*"»  .  w2 

U^  +  ^7iZ^  U^+^fU^  ^•■*"T  ''•"^T 

équation  d'une  hyperbole  qui  part  du  point  f  «  =  o,  y  =  -  ti^  J , 
ou  du  milieu  K  de  la  base  supérieure  BB'* 

ÉPAISSEUR  DES  MURS  DE  REVÊTEMENT  AVEC  SURCHARGE    OE    TERRE. 


290.  M.  Poncelet  a  donné,  dans  son  mémoire  sur  la  stabilité  des 
revêtements,  une  table  qui  fait  connaître  l'épaisseur  d*an  mur  des- 
tiné à  soutenir  une  charge  de  terre.  Nous  reproduisons  ici  cette  table 
dont  les  constructeurs  ont  fréquemment  à  se  servir. 
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Soit  H  la  hauteur  du  mur,  supposé  vertical  sur  ses  deux  faces  ; 

h  la  hauteur  de  la  surcharge  au  dessus  du  niveau  du  sommet 
du  mur; 

n'  le  poids  de  l'unité  de  volume  de  la  maçonnerie  du  mur; 

n  le  poids  de  Tunité  de  volume  des  terres  ; 

/  le  coefficient  du  frottement  de  terre  sur  terre  ou  la  tangente 
de  Tangie  f  ;  on  admet  que  Tangle  f  est  égal  à  f  ; 

b  la  berme^  ou  la  distance  laissée  libre  entre  l'arête  ex- 
térieure du  mur  à  sQp  sommet  et  le  pied  du  talus  de  la 
surcharge* 


L'épaisseur  du  mur  u  sera  donnée  par  le  tableau  suivant  ; 
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291.  On  trouve  dans  cette  table  les  valeurs  convenables  du  rapport 

^,  en  fonction  du  rapport  p  et  des  autres  éléments  fr ,  /et  6  ;  si  les 

valeurs  de  ces  rapports  ne  sont  pas  comprises  parmi  les  données  de 
la  table,  on  aura  recours  aux  inteipolations. 
La  formule  suivante  : 

u  =  0,845(H  +  A)  Y^  X  tang  ^45-  -  |) 
donne  approximativement  les  mômes  valeurs  que  la  table;  si  l'on  cal- 

n' 

cule  la  valeur  de  u  par  cette  formule  en  faisant  <p  =  45*  et  =-  =  i  ,5o, 

on  trouve  u  =  0,285  (H  -f*  h).  Lorsqu'il  n'y  a  pas  de  surcharge,  on 

prend  ordinairement  t^  =  ^  H.  Pour  les  murs  de  quai  à  la  mer,  il  est 

prudent  de  faire  u  =  o,4o  H. 
M.  Poncelet  a  aussi  donné  dans  son  mémoire  des  tables  qui  abré- 

Q 


gent  le  calcul  de  la  poussée  totale, 


cosç'* 


REMARQUE   SUR   LES   MURS   DE   RÉSERVOIRS. 


Fin.  î". 


292.  Soit  ABB'A'  le  profil  transversal  d'un  mur  de  réservoir,  sou- 
tenant les  eaux  sur  sa  face  verticale  AB.  L'autre  face  B'A'  présente  une 
certaine  inclinaison. 
Prenons  sur  rhorizontale  du  point  A  une  longueur  AE  =  AC.  La 

poussée  de  l'eau  sera  appliquée  au 
point  H  au  tiers  de  la  hauteur  AG, 
et  elle  sera  représentée  par  le  poids 

du  triangle  d'eau  EAG,  ou  -HA*,  en 

appelant  n  le  poids  du  mètre  cube 
-*•      V^j       ^  «      d'eau ,  et  A  la  hauteur  AG. 

^/^     i^  Le  poids  du  mur  peut  ^ire  suppose 


/ 

C 

I>_ 

} 

^ 

\A 

\ 
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appliqué  au  centre  de  gravité  G  du  trapèze  ABB'A',  et  il  est  égal  à 

—H  X  (ô  +  U) ,  6  et  A'  étant  les  bases  A  V,  BB',  du  profil,  H  sa  hauteur, 

et  II'  le  poids  du  mètre  cube  de  maçonnerie. 

Si  la  résultante  R  des  forces  F  et  P  vient  couper  la  base  en  un  point 
I,  voisin  du  milieu  de  la  base  A  A',  la  pression  sera  répartie  à  peu  près 
également  sur  la  fondation  du  mur. 

Le  fruit  donné  au  mur  sur  la  face  A'B',  rapproche,  à  égalité  do 
surface  transversale,  le  centre  G  de  la  face  BA,  et  Téluigne  de  l'aièie 
A'  ;  cette  inclinaison  contribue  donc  à  égaliser  les  pressions  dans  le 
plan  de  la  base. 
Si  au  contraire  la  face  inclinée  du  mur  était  celle  sur  laquelle 
s'exerce  la  poussée  de  Teau  ,  le  fruit ,  à 
égalité  de  surface ,  rapprocherait  de  Ta- 
rête  A'  le  point  de  passage,  I,  de  la  ré- 
sultante des  forces  F  et  P,  et  par  suite 
la  répaitition  des  pressions  sur  la  base 
AA'  serait  très- inégale,  et  il   pourrait 
y  avoir  écrasement  des   matériaux  au 
point  A'. 

293.  Lorsqu'un  mur  de  réservoir  reçoit  la  poussée  de  l'eau  sur  Tune 
de  ses  faces,  on  détermine  ordinairement  les  sections  transversales 
de  ce  mur  de  manière  que  chacune  résiste  à  la  poussée  individuelle 
qu'elle  reçoit  ;  alors  le  mur  résiste,  pour  ainsi  dire,  à  la  façon  d'un 
barrage  à  aiguilles.  Lorsque  la  vallée  qu'on  se  propose  de  fermer  par 
un  mur  est  très-étranglée  à  l'aval,  on  peut  adopter  une  autre  solution 
et  donner  à  ce  mur,  en  plan,  la  forme  d'une  voûte,  dont  les  sections 
horizontales  résistent  individuellement  à  la  poussée  de  Teau;  le  mur 
résiste  alors  à  la  manière  d'un  barrage  à  poutrelles.  Dans  certains 
cas,  cette  seconde  solution  peut  eue  plus  économique  que  la  pre- 
mière. 
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294.  M.  Poncelet  a  donné  le  nom  de  butée  des  terres  à  la  résistance 
qu'un  mur  de  revêtement  éprouverait,  s'il  cédait  à  la  poussée  du 
massif  qu'il  supporte,  de  la  part  des  terres  qui  sont  situées  au  pied  de 
ce  mur,  sur  sa  face  extérieure. 

Le  mur  ABB'A',  par  exemple,  reçoit  la  poussée  des  terres  profilées 
en  GDE,  et  bute  contre  les  terres  FK,  qui  s'élèvent  sur  la  hauteur 
ff  K  de  la  face  extérieure  du  mur. 

M.  Poncelet  a  appliqué  à  la  butée  des  terres  les  principes  qui  lui 
^»«-  -*^-  ont  servi  à  résoudre  le  problème  de  la 

^,7777  V  poussée;  il  a  admis  que  lorsque  le  mur 
se  déplace  latéralement  sous  l'action  de 
la  poussée  du  massif  GDE ,  un  prisme 
FLK  des  terres  butantes  tend  à  re- 
monter le  long  du  plan  B'L  ;  et  il  a 
cherché  l'inclinaison  à  attribuer  à  ce 
plan  pour  que  la  résistance  correspon- 
dante opposée  au  déplacement  du  mur,  soit  la  plus  petite  possible. 
Ce  minimum  une  fois  déterminé  peut  servir  à  calculer  la  réduction 
d'épaisseur  qu'il  convient  de  donner  à  la  maçonnerie  pour  tenir 
compte  du  surcroît  de  stabilité  fomni  par  la  présence  des  terres 
enFK. 

Cette  théorie  ingénieuse  repose  sur  une  hypothèse  que  l'obser- 
vation ne  vérifie  pas.  Lorsqu'un  mur  cède  à  la  poussée  des  terres, 
on  remarque  que  le  massif  de  terre  se  disjoint  suivant  un  plan 
incliné  passant  par  l'arête  A  la  plus  basse ,  ce  qui  est  d'accord 
avec  les  suppositions  qui  servent  de  base  à  la  théorie  de  la  poussée. 
Mais  on  ne  remarque  pas  que  les  terres  butantes  se  séparent  pour 
remonter  le  long  d'un  plan  incliné  passant  par  l'arête  A'  du  mur; 
tantôt  elles  se  compriment ,  tantôt  elles  glissent  sans  se  diviser, 
tantôt  elles  maintiennent  à  peu  près  immobile  le  pied  au  mur,  et 
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contribuent  ainsi  à  le  faire  basculer  autour  de  Tarète  A'.  Il  serait 
donc  bien  difficile  de  traiter  la  question  de  la  butée  dans  toute  sa 
généralité,  et  il  est  plus  sûr  de  ne  pas  chercher  dans  la  butée  une 
raison  de  réduire  les  dimensions  du  mur.  La  présence  des  terres  bu- 
tantes augmentera  la  stabilité  du  revêtement,  calculé  pour  résister  à 
la  poussée  des  terr^  qu'il  soutient. 


LIVRE    HUITIEME. 

ÉQUILIBRE  DE  CERTAINS  SYSTÈMES. 


206.  La  plupart  des  systèmes  que  nous  nous  proposons  d'étudier 
dans  ce  livre  peuvent  être  rangés  dans  la  classe  des  systèmes  arti- 
culés où  l'on  suppose  le  frottement  nul. 

La  charpente  Polonceau ,  dont  nous  nous  sommes  déjà  occupés 
(S  1 14)9  rentre  dans  cette  classe. 

Ce  qui  caractérise  la  liaison  articulée  de  deux  corps,  c'est  la  pos- 
sibilité pour  chacun  de  tourner  sans  éprouver  de  résistance  autour 
d'un  axe  ou  d'un  point  appartenant  à  l'autre.  En  général  l'articula- 
tion est  fictive,  et  l'on  substitue  par  la  pensée  aux  assemblages 
rigides  des  différentes  pièces  d'un  système,  des  liaisons  articulées 
qui  permettraient  aux  angles  de  ces  pièces  entre  elles  de  varier 
sans  développer  aucune  résistance.  Si  l'équilibre  individuel  des 
pièces  est  assuré  avec  cette  condition,  il  le  sera  à  plus  forte  raison 
lorsqu'on  imposera  au  système  les  liaisons  réelles ,  qui  sont  plus 
étroites  que  les  liaisons  imaginées  pour  le  calcul. 

Nous  nous  occuperons  spécialement  dans  cette  partie  du  cours  des 
ponts  à  poutre  droite. 
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CHAPITRE  PREMIER. 


TREILLIS  SIMPLE. 


2P6.  Supposons  une  pontre  droite  formée  d'un  certain  nombre  de 
trianj^les  égaux  entre  eux ,  et  reposant  sur  deux  appuis  de  niveau 
A  et  B. 


Les  côtés  des  triangles  AC,  C6,  6A,  GH, ...*••.  sont  articulés  aux 

sommets  A ,  G ,  6, On  suspend  des  poids  donnés  à  ces  sommets, 

et  on  demande  la  répartition  des  pressions  dans  toutes  les  pièces  du 
système. 

Supposons ,  par  exemple ,  qu'un  poids  P  soit  suspendu  au  som- 
met H. 

L'ensemble  du  système  reposant  sur  deux  appuis  A  et  B,  on  peut 
déterminer  par  la  statique  les  réactions  verticales  de  ces  appuis; 
soient  p  et  j!  les  réactions  de  A  et  de  B. 

Considérons  l'équilibre  du  sommet  A,  ipe  l'on  suppose  articulé. 
Il  est  soumis  à  trois  forces  :  les  pressions  ou  tensions  inconnues  des 
tiges  AG,  AG ,  qui  sont  dirigées  suivant  leurs  longueurs,  et  la  réac- 
tion p  de  l'appui,  qui  est  connue  de  grandeur  et  de  position.  On  aura 
donc  les  tensions  cherchées  en  décomposant  la  force  p  suivant  les 
directions  AG  et  GA.  Gette  construction  montre  que  la  tige  AG  est 
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comprimée,  et  que  sa  compression  est  -^  ;  et  que  la  tige  AG  est 
étendue,  et  que  sa  tension  estpXga. 
La  compression  — ^  s'exerce  au  point  6  dans  le  sens  A6  ;  et 

le  point  6  est  en  équilibre  sous  Faction  des  forces  appliquées  aux 
trois  côtés  GA ,  GC ,  GH  ;  Tune  de  ces  forces  étant  connue ,  on  la 
décomposera  suivant  les  deux  autres  directions,  et  Ton  aura  ainsi 
la  compression  développée  suivant  GH ,  et  l'extension  développée 
suivant  GG. 

On  connaîtra  donc  la  traction  exercée  au  point  G  par  la  tige  GG  ; 
on  connaît  déjà  la  traction  qui  s'exerce  dans  la  tige  AG  ;  ces  deux 
forces  ont  une  résultante  qu'on  peut  déterminer  de  grandeur  et 
de  position,  et  qui,  décomposée  suivant  les  directions  GH  et  CD, 
donnera  les  valeurs  de  la  tension  de  la  seconde  tige,  et  de  la  com- 
pression de  la  première.  On  ira  ainsi  de  proche  en  proche,  et  la  con» 
struction  des  parallélogrammes  sulBra  pour  trouver  toutes  les  forces 
qui  correspondent  au  poids  P. 

S'il  y  avait  plusieurs  poids  suspendus  à  divers  sommets,  on  pour- 
rait opérer  de  la  même  manière,  en  prenant  pour  point  de  dépait 
la  réaction  totale  p  sur  l'appui ,  correspondant  à  Tenseuible  des 
poids  donnés  ;  on  pourrait  aussi  prendre  séparément  chaque  poids, 
calculer  la  distribution  des  pressions  correspondantes,  et  additionner 
algébriquement  tous  les  résultats. 

207.  Lorsque  les  poids  sont  égaux,  ou  lorsqu'ils  sont  répartis  sui- 
vant une  loi  régulière,  on  peut  traiter  le  problème  par  le  calcul  et 
trouver  des  formules  qui  donnent  directement  l'effort  développé 
dans  une  tige  quelconque. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  n'y  ait  qu'un  poids  appliqué  au 
sonunet  supérieur  N^'A:,  conformément  aux  indications  de  la  figure 
suivante  : 

Kg.  M8. 


VéH 
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Appelons  A«,  la  tension  développée  dans  la  tige  supérieure  hori* 
zontale  comprise  entre  les  sommets  N»j:etN*(a?  +  i); 

Bg, ,  la  compression  développée  dans  la  tige  inférieure  horizontale 
comprise  entre  les  sommets  N  "  (a:)  et  N  •  (a:  + 1)  ; 

G« ,  Teffort  de  compression  développé  dans  la  tige  inclinée  N  *  {x^  x)  ; 

E^.,  l'eflort  d'extension  développé  dans  la  tige  inclinée  en  sens  con- 
traire, ^N •  a: ,  N •  (a:  + 1) . 

Ces  efforts  sont  pris  positivement  dans  le  cas  où  ils  sont  dirigés 
comme  nous  venons  de  le  supposer,  et  négativement  dans  le  cas 
contraire. 

Nous  aurons  les  éq[uations  suivantes. 

Pi«.  M«. 


Pour  l'équilibre  d'un  sommet  inférieur  quelconque  N*  (a:)(Fig.  249) , 
sauf  les  deux  sommets  extrêmes  N  *  1  et  N  *n,  ceux-ci  étant  exdus 
à  cause  de  la  présence  des  forces  p  et  />'  : 

l<x<n       i  B,— B.-J  — (C«H-E,^_i)8ina=o,  composantes  horizontales» 


(a) 


E»-i  =  C«, 


Fig.  tM. 


composantes  verticales. 


Pour  l'équilibre  d'un  sommet  supérieur  quelconque  (Flg.  s6o)^ 
sauf  le  sommet  A;,  où  s'applique  la  force  P  : 


x<k,  z>k       {  Ac.|  — A«+(C»  + B») Binas 0, 

Ejr  ^  G*. 


w 
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Dans  rapplication  de  cette  formule  au  cas  de  a:  =  i ,  il  faudra 
convenir  que  Ao  sera  considéré  comme  nul  ;  de  même,  A«.t  =  o  pour 
x  =  n  —  1. 

Enfin,  aux  points  (i)  et  (n)  du  longeron  inférieur  et  au  point  (k) 
du  longeron  supérieur,  on  aura  les  relations  : 


Bm^  tJI*«l 


àk--i 


Kc) 


B|==C|  sina, 
p  =  G|  C06  a. 


w 


B,.-f +  E»^sina  =  0, 


w 


Afc-,  +  (C»  +  Efc)  8în  «  —  Ai  =  0, 
(Cft  — Ek}C08a  — Pi=0. 


Si  Ton  écrit  toutes  ces  équations  les  unes  à  la  suite  des  antres, 
pour  toutes  les  valeurs  des  indices  a:,  on  aura  tout  ce  qui  est  néces- 
:'aire  pour  la  détermination  des  inconnues.  On  obtient  ainsi  le  tableau 

suivant  : 
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N'  i 


Sommets  inférieurs, 

p  =  C,  cos  a 
Bj  =  C,  sin  a 


N-3     1^^  =  ^'^ 


N'A 


Bk  —  Bk-,  —  2Ct  sin  a  =  0 


^  '^^^^  iB»+j-B*-2Ck+,sina=:0 


Sommets  supérieurs. 

N*  1     1^1  =  ^» 

^  (A,  — 2CiSina  =  0  < 


M.  2     j  E,  =  C, 


N«  3 


(E,  =  C, 

(  A,  — A,  H-2C5sina  =  0 


N.(A_l)|E*-i  =  Cfc_, 


/  A»-, — Ajk-i  +  2C»-,  sin  a  =  0 


N*  k 


((Ci  — Ek)cosa  — P=0 

Afc-,-A*  +  tC»+Ei)sina=.0 


^'^*^"*"*HAl-Ak+'  +  2C*-Hsina=0 


(A,-,  =  0) 


Il  résulte  de  ce  tableau  que  jusqu'au  sommet  supérieur  N*  A:,  les 
compressions  C  des  barres  qui  montent  de  gauche  à  droite,  sont  po- 
sitives, égales  entre  elles,  et  égales  aux  tensions  des  barres  qui  des- 
cendent de  droite  à  gauche. 

Au  delà  du  sommet  supérieur  (A:),  les  compressions  G  deviennent 
négatives,  et  les  tensions  E  aussi;  ce  qui  indique  que  les  barres 
(A*,  A  + 1),  (A;+  1,  4+  2),  sont  coniprimées,  tandis  que  les  autres 
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soDt  étendues  ;  et  la  teosion  des  unes  est  égale  à  la  compression  des 
autres. 

Les  différences  B,— Bj,  B, — B,, sont  donc  constantes  jusqu'à 

B4 — B».j;  elles  sont  égales  à  aC,  sina;  de  sorte  que  B^,  B 

Bk  forment  une  progression  arithmétique,  dont  le  premier  terme  est 
G|Sina= jDtga,  et  la  raison,  2  C^sina  =  2/?tga  :  on  a  donc 

B,  =  p  tg  a  H- 2p  tg«  X  (X  — 1)  =  (Six  +  l)p  tga, 

pour  toute  valeur  entière  de  x  de  x=si  k  x=k» 

On  a  de  même 

A,— Ai  =  Aj — A,  =  A4  —  A,  = =Ai-,  —  Aj-,  =  2CiSm«:=9ptg«, 


ce  qui  donne  une  progression  arithmétique  pour  les  orces  A^,  A^ 

A»_i  ;  et  par  suite 

A,  =  2C4sin  a  +  (x  —  1)  X  2p  tg  a  =  2p  tg  a  X  X 

« 

pour  toutes  valeurs  de  a?  de  a:  =  1  kx  =  k — 1 . 

Les  valeurs  successives  de  B  jusqu'à  B*  sont  donc  proportionnelles 
aax  nombres  impairs,  et  les  valeurs  de  A,  jusqu'à  At^, ,  aux  nom- 
bres pairs  :  la  distribution  des  efforts  dans  les  différentes  parties  des 
loDgerons  est  représentée  sur  la  figure  suivante  : 


{k^i)(U'^t)pifa  (k) 


W      |tgâ 12)     lrtg«      i»      555      i4).7/tg«    iU^DPHa  ikKtt-rntg» 


Pour  l'autre  partie  de  la  poutre,  on  aurait  une  distribution  ana- 
logue, dans  laquelle  figurerait  la  portion  p'  du  poids  P  qui  porte  sur 

la  seconde  culée. 

33 
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Il  est  à  lemarquer  qu'une  compression  égale  à 

est  développée  dans   la  section   k  du  longeron  supérieur  où  se 
réunissent  les  deux  régions  de  la  poutre. 

Exemple  d'un  treillis  composé  de  sept  triangles,  et  chargé  au 
second  sonunet  supérieur: 

Fig.  «58. 


On  traiterait  par  une  méthode  semblable  le  problème  dans  lequel 
le  poids  P  serait  suspendu  à  un  sommet  inférieur; 

Le  viaduc  de  Crumlin,  en  Angleterre,  est  construit  dans  ce  sys- 
tème de  treillis  à  grandes  mailles. 

La  distribution  des  efforts  est  ici  complètement  définie,  sans  qu'on 
ait  recours  à  d'autre  hypothèse  que  celle  de  la  libre  articulation  en 
tous  les  sommets.  % 

Pour  trouver  la  déformation  de  la  poutre,  on  n'aurait  qu'à  calculer 
successivement  les  extensions  des  pièces  étendues,  et  les  compres- 
sions des  pièces  comprimées,  puis  à  construire  la  série  des  triangles 
juxtaposés  qui  composent  la  poutre  en  se  servant  pour  cette  con- 
struction des  nouvelles  longueurs  de  leurs  côtés. 

Si  au  lieu  d'un  poids  unique  suspendu  à  l'un  des  sommets  des 
triangles  successifs,  il  y  en  avait  plusieurs  répartis  entre  divers  som- 
mets, on  pourrait  traiter  chaque  poids  isolément,  et  additionner 
ensuite  algébriquement  les  efforts  correspondants  dans  chaque  barre. 
On  pourrait  aussi  traiter  la  question  directement  pour  Tensemble  des 
poids,  en  partant  d'une  culée,  et  en  faisant  à  chaque  sommet  la  dé- 
composition des  forces  suivant  les  côtés  aboutissant  à  ce  sommet. 
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CHAPITRE   IL 


POUTRES  A  TREILLIS  PROPREMENT   DITKS 


298.  La  théorie  des  poutres  à  treillis  peut  se  ramener  aux  prin- 
cipes que  nous  avons  employés  pour  les  treillis  simples.  Mais  la 
marche  suivante,  indiquée  dans  les  Annales  des  ponts  et  chaussées ^ 
année  1864,  parait  plus  simple  et  plus  rapide.  Les  hypothèses  sont 
du  reste  identiques  dans  les  deux  méthodes,  et  les  résultats  pra- 
tiques sont  tout  à  fait  les  mêmes.  Nous  nous  bornerons  donc  à 
développer  la  seconde. 


ÉQUATIONS   GÉNÉRALES. 


299.  Une  poutre  droite,  à  treillis,  repose  horizontalement  sur  deux 
appuis  fixes.  On  connaît  la  hauteur,  le  poids  et  la  portée  de  la  poutre, 
et  il  s'agit  de  déterminer  les  conditions  de  l'équilibre  intérieur  de 
cette  pièce. 

Dans  une  poutre  pleine,  les  pressions  et  les  tensions  du  aiétal 
varient  d'une  manière  continue  d'un  point  à  l'autre  de  la  portée. 
Cette  continuité  n'existe  plus  dans  les  treillis  ;  les  efforts  développés 
dans  les  tables  horizontales  y  subissent  des  variations  brusques  d'un 
côté  à  lautre  des  points  où  s'attachent  les  barres  composant  la  jonc- 
tion des  deux  tables.  L'expérience  démontre  cependant  que  ces  va- 
riations sont  généralement  assez  petites  pour  qu'on  puisse  regarder 
comme  continus  les  efforts  auxquels  est  soumise  la  matière  dans  des 
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constructions  de  cette  nature  (i).  Aussi  appliquerons-nous  à  la  re- 
cherche (le  ces  efforts  le  calcul  infinitésimal  et  non  le  calcul  aux  dif- 
férences finies,  dont  l'emploi  serait  plus  rigoureusement  justifié  dans 
la  solution  du  problème  proposé.  De  même  on  traite  habituellement 
par  le  calcul  difl(érentiel  la  question  de  l'équilibre  intérieur  des 
ponts  suspendus,  où  la  discontinuité  des  effons  est  peut-être  encore 
plus  frappante. 
Quel  que  soit  le  détail  de  la  poutre  à  treillis  que  nous  avons  à 
Pîg.  »4.  étudier,   nous  y  trouverons  tou- 

jours une  table  supérieure  A,  une 
table  inférieure  B,  et  un  treillis  in- 
termédiaire E  réunissant  ces  deux 
tables. 

Coupons  la  pou  tre  par  deux  plans 
verticaux  MN,  M'N\  conduits  per- 
pendiculairement à  Taxe  de  la  con- 
struction; nous  regarderons  ces 
jdans  comme  infiniment  rapprochés;  l'un  passe  en  deçà,  l'autre 
au  delà  des  points  C  et  D  où  le  treillis  s'attache  aux  deux  tables, 
et  au  milieu  des  intervalles  compris  entre  ces  points  et  les  points 
d'insertion  des  barres  voisines.  Après  avoir  isolé  le  système  solide 
compris  entre  ces  deux  plans,  il  faut,  pour  rétablir  Téquilibre,  intro- 
duire dans  chaque  partie  coupée  une  force  équivalente  aux  actions 
moléculaires  qui  s'y  exerçaient  avant  la  coupure. 

Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  table  supérieure  A  soit 
comprimée  et  la  table  inférieure  B  distendue.  La  suite  du  calcul  recti- 
fierait d'ailleurs  cette  supposition  si  elle  était  contraire  à  la  vérité. 
Soit  X  l'abscisse  du  plan  MN  comptée  le  long  de  la  poutre  à  partir 
d'une  origine  quelconque,  de  Tune  des  extrémités  de  la  poutre  par 
exemple  ;  x  +  dx  sera  Tabscisse  du  plan  M'N'.  Soit  encore  F  la  force 
de  compression  à  appliquer  à  la  table  supérieure  dans  le  plan  MN,  et 


(1)  Si  les  efforts  ne  varient  pas  d'une  manière  continue,  on  peut  admeUre  du  moins 
qu'ils  varient  d'une  manière  graduelle  d'un  point  à  rautre  d'une  môme  pièce;  ce  qui 
crée  une  sorte  de  continuité  suffisante  pour  qu'on  applique  le  calcuL 
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F  la  force  d'extension  à  appliquer  dans  le  même  plan  à  la  table  infé- 
rieure. Les  forces  à  appliquer  aux  deux  tables  dans  le  plan  .voisin  M'N' 
seront  dirigées  en  sens  contraires  de  F  et  de  F,  et  seront  respective- 

ment  égaies  àF  +  x"  ^'  '^  +  "T"  ^»  ®^  s^riM  de  la  continuité  que 

nous  avons  admise. 

Nous  sommes  conduit  à  faire  ici  une  première  hypothèse,  celle  de 
la  répartition  uniforme  des  pressions  et  des  tensions,  entre  tontes  les 
barres  du  treillis  aux  points  où  elles  sont  rencontrées  par  un  même 
plan  vertical,  ce  qui  revient  à  substituer  une  pression  et  une  tension 
moyennes  aux  pressions  et  tensions  différentes  de  chaque  barre  prise 
en  particulitM*.  Soit  n  le  nombre  des  barres  montantes^  ou  des  barres 
descendantes^  rencontrées  par  une  même  verticale,  le  système  mon- 
tant et  le  système  descendant  comprenant  un  nombre  égal  de  barres; 
soit  a  l'angle  constant  qu'elles  font  avec  la  verticale,  les  unes  dans 
un  sens,  les  autres  en  sens  contraire.  D'après  notre  hypothèse,  il 
suffira  de  considérer  deux  forces  cet  <p',  dirigées  la  première  suivant 
chacune  des  barres  du  système  montant,  la  seconde  suivant  chacune 
des  barres  du  système  descendant.  11  est  facile  de  prévoir,  et  le  cal- 
cul nous  démontrerait  au  besoin,  que  si  l'une  est  une  force  de  com- 
pression, l'autre  est  une  force  d'extension.  Ces  forces  y  et  o'  se  retrou- 
veront dans  les  barres  du  treillis  à  la  rencontre  du  plan  M' N',  dirigées 
en  sens  contraire  et  augmentées  de  leurs  différentielles  (i). 

Nous  désignerons  par  p  le  poids  de  la  poutre  par  unité  de  lon- 
gueur, y  compris  la  surcharge,  de  sorte  que  pdx  sera  le  poids  total 
de  l'élément  limité  par  les  plans  MN,  M'N'. 

Enfin  H  représentera  la  distance  des  forces  horizontales  F  et  F  ;  si 
les  actions  moléculaires  étaient  uniformément  réparties  sur  la  section 
des  tables,  la  quantité  H  serait  la  distance  des  centres  de  gravité  de 
ces  sections. 


(1)  Notre  analyse  ne  suppose  pas  nécesfairf'nient  que  les  forces  9  et  9'  sont  les  mêmes 
dans  toutes  les  bprres  d'un  même  système  à  la  rencontre  d'une  même  verticale.  I« 
rafflt,  pour  qu'elle  soit  admissible,  que  la  résultante  de  toutes  les  forces  9  et  o'  appli- 
quées aux  divers  points  d'une  section  verticaiei  coupe  cette  verticale  à.  une  mému 
Inutrur  ilaiis  toute  «cction. 
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300.  Nous  allons  écrire  les  équations  d'équilibre  des  forces  qui  agis- 
sent sur  l'élément  considéré  ;  ces  équations  sont  au  nombre  de  trois, 
puisque  les  forcesr  peuvent  être  supposées  contenues  dans  le  plan  lon- 
gitudinal moyen  de  la  ferme.  Le  problème  consiste  à  trouver  les 
valeurs  des  quatre  forces  F,  F,  ç,  ç'  en  fonction  de  l'abscisse  x^  et 
Ton  voit  sur-le-champ  qu'au  point  de  vue  analytique  ce  problème 
est  indéterminé,  puisque  la  statique  ne  fournit  que  trois  équations 
entre  quatre  inconnues.  L'équilibre  intérieur  de  la  poutre  est  donc 
possible  d'une  infinité  de  manières,  et  ce  sont  les  diverses  circon- 
stances de  la  pose  et  de  l'ajustage  des  pièces  qui  achèvent  dans 
chaque  cas  particulier  de  déterminer  le  problème.  Une  nouvelle  hy- 
pothèse est  donc  nécessaire  pour  compléter  la  solution,  et  nous 
choisirons  celle  qui  la  simplifie  davantage. 

Prenons  les  composantes  horizontales  des  forces  agissant  sur  l'élé- 
ment de  ferme,  nous  aurons  l'équation 

i4çi--9')8ina  +  F-P-n^9  4-^(ix-ç'  — ^cfxjsina  — F  +  F— ^dx+^^ 

qui  se  réduit  à 

^\dx       dxj  dx        dx         * 

Cette  équation  nous  montre  qu'indépendamment  de  toute  hypo- 
thèse nouvelle,  la  fonction  n(<p — p')sina-|-F  —  F  est  constante 
dans  toute  l'étendue  de  la  poutre.  Cette  torce  horizontale  se  retrouve 
donc  tout  entière  à  l'extrémité  de  la  poutre,  et  doit  y  être  équilibrée 
par  la  composante  horizontale  de  la  réaction  de  la  culée  ;  mais  nous 
admettons  que  la  poutre  pose  sur  ses  appuis  sans  y  exercer  de  pous- 
sée  latérale,  et  par  suite  la  fonction  n  (<p —  ^)  sina  +  F — F,  égale 
à  zéro  sur  la  culée,  est  nulle  en  tous  points  de  la  portée. 

On  satisfait  très-simplement  à  cette  condition  en  posant  F  =  P, 
€8  qui  entraîne  en  même  temps  cp  =  <p';  et  c'est  cette  hypothèse  que 
nous  adopterons  pour  acheter  la  détermination  des  inconnues.  On 
voit  qu'elle  consiste  à  admettre  que  dans  les  poutres  à  treillis  comoie 
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dans  les  poutres  pleines,  la  compression  d'une  des  tables  est  égale  à 
Textension  de  la  table  opposée;  il  en  résulte  l'égalité  des  pressions 
et  des  tensions  dans  les  deux  systèmes  de  barres  du  treillis.  Nous 
n'avons  plus  alors  que  deux  inconnues  F  et  ç  ;  et  les  équations  des 
composantes  verticales  et  des  moments  nous  en  font  connaître  les 
valeurs. 
1*  Équation  des  composantes  verticales  (i)  : 

laquelle  se  réduit  à  l'équation  suivante  : 

(1)  în  j?  ces  a  +  p  =  0. 

t"  Équation  des  moments,  pris  par  rapport  à  un  point  quelconque, 

le  point  D,  par  exemple. 

La  somme  des  moments  des  forces  appliquées  aux  deux  tables 

//F 
par  rapport  à  ce  point  est  égale  à  —  -j-dxxE.  Nous  donnons  le 

signe  —  à  ce  moment  parce  que  la  force  qui  y  entre  seule  tend  à 
fcdre  tourner  de  droite  à  gauche  son  point  d'application  autour  du 
centre  des  moments. 

Le  poids  pdx^  dont  la  direction  passe  par  le  point  D,  a  un  momeni 
jml. 

Les  in  forces  f ,  appliljuées  en  différents  points  du  plan  MN,  ont 
une  résultante  verticale,  montante,  et  égale  à  anf  cosa.  Les  sn 

forces  (<p  +  -?  dx] ,  appliquées  en  différents  points  du  plan  M'N', 

ont   une    résultante   verticale ,    mais    descendante ,   et    égale    à 

sn  [f  -f  -,^  dx)  cosa.  La  somme  des  moments' de  ces  deux  forces 


(1]  Nous  négligeons,  suivant  l'usage  adopté  par  les  coDStrnctears,  la  portion  de 
résistance  à  l'effort  tranchant  développée  par  les  tables. 
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par  rapport  au  point  D  est  positive  et  égale  à  l'expression 


:i 


dç  dx 

înç  ces  a  (ix  +  2n  -r^  ces  a  x  -^-, 

ax  z 

expression  qui  se  réduit  à  son  premier  ternie  en  effaçant  le  terme 
iniiniment  petit  du  second  ordre. 

L'équation  des  moments  est  donc  en  définitive: 

dF 

L'équation  (1)  donne  la  loi  de  variations  des  forces  f ,  et  montre 
que  ç  est  une  fonction  linéaire  de  l'abscisse  x;  l'équation  (2)  exprime 
la  loi  de  variation  des  forces  F,  et  montre  que  F  est  une  fonction 
entière  du  second  degré  de  cette  même  variable  x.  Ces  deux  équations 
peuvent  d'ailleurs  s'interpréter  autrement  :  le  produit  HF  est  en  effet 
le  moment  fléchissant  ou  moment  de  rupture  de  la  poutre  dans  le 
plan  MN,  et  any  cosa  est  Yeffort  tranchant  dans  ce  même  plan.  Dé- 
signant par  M  le  moment  de  rupture  et  par  A  Teffort  tranchant,  les 
équations  (1)  et  (2)  se  transforment  dans  les  deux  suivantes  : 

dA  +  pdx  =  0,        dM  =  A(ix, 

lesquelles  sont  les  équations  générales  applicables  à  toutes  les  poutres 
droites  ($  gi),  tandis  que  les  équations  (1)  et  (2)  ne  conviennent 
qu'aux  poutres  à  treillis. 

L'intégration  des  équations  (1)  et  (2)  est  facile,  et  introduit  deux 
constantes  arbitraires  qu'il  faut  déterminer  dans  chaque  cas  parti* 
culier. 

L'intégrale  de  l'équation  (1)  est 

—  px 

^""*^^     2ncos«* 

la  constante  arbitraire  7^  est  la  valeur  de  la  force  f  pour  a;  =  o.  Si 
donc  on  prend  pour  origine  des  abscisses  l'aplomb  de  la  culée,  f , 
est  la  force  développée  dans  une  barre  aboutissant  à  la  culée,  et 
la  somme  ancp^^cosa  des  composantes  verticales  des  forces  ç,  est 
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égale  à  la  réaction  de  la  culée,  ou  à  -7;/,  /  étant  1^  portée  de  la 
poutre  ;  donc 


pi 


iucosa' 

et 

V 


9  = 


%n  cos 


r,{H- 


Cette  équation  nous  apprend  que  ç  est  nul  au  milieu  de  la  portée 
et  change  de  signe  d'un  côté  à  l'autre  de  ce  point  ;  les  barres  d'une 
mèoie  inclinaison  sont  donc  comprimées  dans  une  des  moitiés  de  la 
poutre  et  étendues  dans  l'autre  moitié. 

En  substitant  dans  l'équation  (2)  cette  valeur  de  <p,  on  parvient 
à  l'intégrale  suivante  : 

UF=ipx(l-x). 

La  constante  arbitraire  introduite  par  l'intégration  est  nulle  ici,  pai  ce 
que  la  poutre  est  simplement  posée  sur  la  culée  à  partir  de  laquelle 
on  compte  les  abscisses.  On  reconnaît  sur-le-champ  que  F  est  nul  pour 
x  =  oe%  pour  x  =  /,  c'est-à-dire  sur  les  culées,  et  qu'il  est  maximum 
pour  x=  l — X,  c* est-à-dire  au  milieu  de  la  portée. 

Nous  avons  ainsi  trouvé  les  formules  générales  qui  donnent  o  et  F, 

et  réconnu  que  y  varie  proportionnellement  aux  ordonnées,  - — x^ 

d'une  ligne  droite,  tandis  que  F  varie  proportionnellement  aux  or- 
données, x{l —  x)^  d'une  parabole  à  axe  vertical  :  résultats  utiles  en 
ce  qu'ils  permettent  de  construire  une  épure  qui  indique  en  chaque 
point  la  valeur  des  forces  auxquelles  la  matière  de  la  poutre  doit 
être  en  mesure  de  résister. 

301.  Avant  de  pousser  plus  loin  la  discussion  des  équations  (1) 
et  (2),  nous  observerons  que  le  calcul  aux  différences  finies  ne  nous 
aurait  pas  conduit  à  d'autres  résultats  que  ceux  que  nous  venons  de 
formuler.  Pour  ce  calcul,  dx  devrait  être  remplacé  par  une  quantité 
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constante  A^,  finie  et  égale  à  la  distance  horizontale  de  deux  barres 
consécutives.  1.* équation  (i)  deviendrait  dans  cette  nouvelle  hypo- 
thèse : 

2w Ao  CCS  a  +  p^x  =  0 , 

d'où  Ton  tirerait,  comme  de  l'équation  différentielle: 
o  =  —P—(L^x\ 

^      2/icosa  \2         J' 

en  observant  toutefois  que  dans  cette  équation,  x  ne  doit  recevoir 
que  les  valeurs  discontinues  o,  Aj?,  2^x,  SAo:,...  dont  la  différence 
soit  constante  et  égale  à  ^x.  L'équation  (2)  où  Ton  conserverait  le 
terme  du  second  ordre  en  Aj:,  deviendrait 

HÀF  =  Sno  ces  oAx  +  71^9  cos  oAx, 

ou  bien,  en  remplaçant  y  et  A©  par  leurs  valeurs  en  x  et  ^Xr 

HAF==j>(|-flf)Ax-lpS*. 

Cette  équation  peut  s'écrire  sous  la  forme 

HAF=:Çax-^p[(ÂÏ*+2xAx  +  x»)-x«1 
ou  bien  encore  sous  celle-ci  : 

HAF=  ^^  Aa:- ip  [(x  + Ax)«-a:«]  =  ^  Ax- |p.A(*«). 

Et,  pai'  suite,  en  passant  aux  sommes, 

HF  =  ^x-ipx«=i|)x(i^a), 

sans  constante,  puisque  F  est  nul  pour  x==o.  C'est  la  même  équa-* 
tion  que  tout  à  l'heure. 


AUX  DIFFÉRENCES  FINIES.  623 

Les  valeurs  de  F  varient  donc  d'une  manière  discontinue,  et  sont 
représentées  en  réalité  par  les  ordonnée»  des  sommets  d'un  contour 
polygonal  inscrit  dans  la  parabole  à  laquelle  conduit  T  hypothèse  de 
la  continuité.  De  même  les  valeurs  exactes  de  cp  sont  proportion- 
nelles aux  ordonnées  de  points  tous  situés  sur  la  droite  dont  nous 
avons  indiqué  plus  haut  l'équation. 

Evidemment  il  n'y  a  dans  la  pratique  aucun  inconvénient  à 
substituer  des  lignes  continues  à  ces  contours  polygonaux  composés 
ordinairement  d'un  grand  nombre  d'éléments  tous  très-petits. 

La  théorie  des  ponts  suspendus  offre  l'exemple  d'une  substitution 
analogue. 


DISCUSSION   ET  APPLICATION   DES  FORMULES. 

802.  Le  problème  qu'il  s'agît  de  résoudre  consiste  à  déterminer 
le  minimum  des  sections  nécessaires  pour  qu'en  aucun  point  de  la 
poutre  le  métal  ne  subisse,  par  unité  de  surface,  un  effort  supérieur 
à  une  limite  donnée. 

L'analyse  nous  permet  de  fixer  d'une  manière  générale  la  valeur 
de  l'angle  a  qui  correspond  au  moindre  poids  du  treillis. 

En  un  point  quelconque  de  la  portée,  la  section  d'une  barre  doit 

être  proportionnelle  à  l'effort  cp  que  cette  barre  supporte  ;  le  poids 

du  métal  contenu  dans  le  treillis  entre  les  plans  MN  et  M'N'  est  donc 

dx 
proportionnel  au  produit  (p  X-; — «dans  lequel  (p  représente,  à  un 

dx 
acteur  constant  près,  la  section  de  la  barre,  et  -. —  est  la  longueur 

sin  X 

de  cette  barre  comprise  entre  les  deux  plans.  Si  l'on  substitue  dans 

cette  expression  la  valeur  de  (p  en  fonction  de  x^  il  vient 

8n  ces  a  sm  a  \2        /  n  sin  2a  \2        / 

et  le  seul  élément  que  l'on  soit  maître  d'altérer  dans  cette  fonctîoiv 
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est  le  diviseur  sin  aa.  Le  minimum  du  poids  du  treillis  correspond 
donc  au  maximum  de  ce  diviseur,  c'est-à-dire  au  cas  où  Tangle  a  est 
égal  à  45%  et  où  les  deux  systèmes  de  barres  se  coupent  orthogona- 
lement* 

303.  Les  sections  des  barres  du  treillis,  déterminées  en  fonctionde  la 
force  <p,  décroîtrontàpartir  de  la  culée  jusqu'au  milieu  du  pont.  On  peut 
pour  arrivera  ce  résultat,  faire  varier  soit  la  largeur  de  la  barre,  soit 
son  épaisseur,  soit  enfîn  ses  deux  dimensions  à  la  fois.  A  s'en  rapporter 
aveuglément  au  calcul  que  nous  avons  présenté,  la  section  des  barres 
au  milieu  de  la  portée  pourrait  être  réduite  à  zéro  :  résultat  paradoxal, 
qui  s'explique  en  observant  que  notre  calcul  a  supposé  une  répar- 
tition uniforme  de  la  surcharge,  ce  qui  n'est  jamais  réalisé  dans  la 
pratique,  sauf  en  certaines  circonstances  exceptionnelles.  Lorsque  la 
surcharge  n'occupe  qu'une  partie  de  la  longueur  du  pont,  les  réac- 
tions des  culées  sont  généralement  inégales,  et  le  point  où  l'effort 
tranchant  est  nurn'est  plus  au  milieu  de  la  portée.  Nous  avons  fait 
voir   (§  77) ,  que  dans  ce  cas  l'effort  tranchant  au  milieu  a  pour 
limite  supéiieure,  en  valeur  absolue,  le  quart  de  sa  plus  grande 
valeur  à  l'aplomb  de   la  culée,  et  nous  avons   montré  comment 
ou  pouvait  tracer  la  parabole-limite  des  valeurs  maximum  de  l'effort 
tranchant  en  chaque  point  de  la  portée.  Le  tracé  de  cette  parabole 

permet  de  calculer  les  sections  des 
barres  du  treillis  de  manière  qu'en 
aucun  point  l'effort  subi  par  le  métal 
ne  dépasse  une  limite  fixée  d'avance; 
et  il  est  d'usage,  pour  simplifier  lafa- 
brication,  de  partager  les  barres  du 
treillis  en  groupes  contenant  chacun  un  nombre  à  peu  près  égal  de 
barres  d'un  même  modèle. 

30A.  La  courbe  des  valeurs  du  moment  M  de  rupture  est  définie 
de  même  par  les  équations  : 


Tracé  de  la  parabole  limite  des  efforts 
traucbants. 


FIg.  t55. 


dM  =  Xdx. 
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rf'M 
d'où  Ton  tire,  en  éliminant  A  :  77-1=  —  p* 

L'intégrale  de  celte  équation  est  M  =  A,^  x-^-px^  ,  sans  ajouter 

d'autre  constante  que  A„,  car  la  poutre  n'étant  pas  encastrée,  on 
doit  avoir  à  la  fois  M  =  o  et  a'  =  o.  La  quantité  A*  est  la  réaction  de 
la  culée. 

Nous  avons  déjà  reconnu  (§  77)  qu'il  est  inutile  pour  la  recherche 
des  maxiraa  du  moment  M  de  supposer  la  charge  incomplètement 
répartie  sur  la  poutre;  car  l'hypothèse  qui  donne  en  tout  point  le 
maximum  de  M  correspond  à  une  surcharge  complète. 

Nous  n'aurons  donc  qu'à  déduire  différentes  valeurs  de  F  de 
l'équation 

Abstraction  faite  des  variations  peu  sensibles  du  facteur  H,  F  varie 

proportionnellement  aux  ordonnées  de  la  parabole  y = a:  (/— j:).  La 

coap(> d'une     valeur  de  F  est  d'autant  moindre  que  le  facteur  H  est 

dédfrtibiée.      plus  grand.   Mais   dans    la  pratique  ce  facteur  n'est 

Fig.  256.      jamais  arbitraire,  et  quelquefois  il  est  loin  d'atteindre 

la  hauteur  entière  de  la  ferme.  C'est  ce  qui  arrive  quand 

on   est  forcé  de  dédoubler  les  paquets  de   tôles,  à 

assembler-,   le  calcul   leur    assignant   une  épaisseur 

^  totale   qui  rendrait   les    rivures  impraticables.    Enfin 

la  hauteur  de .  la   poutre  ,   d'où   se   déduit  le   bras 

de  levier  H,  est  limitée  par  d'autres  circonstances  encore;   elle 

varie   dans   les   grands    ponts   du  huitième  au  douzième   de    la 

portée  (1)  ;  elle  ne  doit  pas  excéder  une  certaine  proportion,  les  - 

ou  les  L  de  la  largeur  du  pont,  pour  que  la  poutre  ait  sur  les  culées 
une  assiette  suffisante  (2);  elle  est  commandée  en  certaines  circon- 


(1)  Gdrapport^  comme  od  le  verra  (§  308),  a  une  grande  Influence  sur  la  nâdeur 
de  la  poutre. 

(2)  Cette  proportion  est  celle  que  les  anciens  architectes  recommandaiei:t  pour  la 


ir 
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Stances  par  l'obligation  de  maintenir  à  des  niveaux  définis  le  dessous 
des  fermes,  le  plan  des  rails  ou  de  la  voie,  et  en  même  temps  le 
dessus  des  fermes  pour  assurer  un  contreventement  au  pont  sans 
gêner  le  passage  des  véhicules  et  des  chargements. 
Au  centre  de  la  portée,  on  a< 

et  par  suite, 

On  eu  déduit  la  section  maximum  de  la  table.  Du  centre  aux  deux 
culées,  cette  section  est  graduellement  réduite  par  la  suppression 
d'un  certain  nombre  de  feuilles.  Les  nécessités  de  la  fabrication 
entraînent  toujours  dans  les  environs  des  culées  un  excès  notable 
de  matière. 

305.  Enfin,  dans  la  portion  de  la  poutre  qui  repose  sur  la  culée, 
et  qui  ordinairement  est  formée  d'une  partie  pleine  arrêtant  le  treillis, 
il  est  nécessaire,  pour  prévenir  l'écrasement  de  cette  partie  sous  la 
réaction  de  la  culée,  de  donner  à  la  paroi  une  section  horizontale 
proportionnelle  à  cette  réaction. 


coupe  des  poutres  en  charpente.  Soit  a  la  hauteur  d'une  poatre,  b  sa  largeur;  la 
Pig.  157.       résistance  de  la  poutre  à  la  flex|pn  dans  le  plan  vertical  est  propor- 
tiunnelleau  produit  a*6(§  85);  et  comme  la  poutre  est  supposée  extraite 
d'un  arbre  ayant  la  forme  d'un  cylindre  à  base  circulaîrey  dout  le 
rayon  R  peut  élre  regardé  comme  donné,  on  a  auMi  : 

o«  +  ô«  =  4R». 

Le  problème  de  la  meilleure  coupe  revient  donc  à  déterminer  a  et  6, 
de  nunière  que  a^b  soit  maximum  lorsque  la  souune  a*  +  £*  est  constante.  Il  faut  pour 

il  2       7 

cela  que  -  =  V^.  Les  fractions  -  et  -  sont  des  réduites  de  la  firacUon  continue 

0  2      6 


qui  représente  le  dévèloppemeot  de  Vs* 
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COMPARAISON   d'UNE   POUTRE   A   TREILLIS   AVEC   UNE  POUTRE  PLEINE 
DE   MÊMES    DIMENSIONS. 

306.  A  ne  considérer  que  superficiellement  les  poutres  à  treillis,  on 
est  tenté  de  croire  qu'à  égalité  de  portée,  un  tel  système  doit  conduire 
à  une  réduction  du  poids  des  poutres.  Il  y  a  avantage,  en  effet,  à 
éloigner  de  l'axe  neutre  les  fibres  résistantes  qui  composent  une 
poutre,  et  à  les  concentrer  dans  deux  bandes  séparées  Tune  de  l'autre 
par  le  plus  grand  intervalle  possible  :  telle  est  la  considération  qui 
a  pu  conduire  à  évider  la  région  voisine  de  l'axe  neutre,  et  à  trans- 
former en  treillis  la  paroi  pleine.  Ce  raisonnement  est  démenti  et  par 
l'expérience  et  par  la  théorie.  L'expérience  démontre  que  les  poutres 
à  treillis  sont  un  système  assez  lourd,  et  que  les  économies  de  métal 
qu'on  veut  y  faire  sont  toujours,  au  delà  d'une  certaine  limite, 
préjudiciables  à  la  durée  de  l'ouvrage.  La  théorie  met  en  évidence  le 
rôle  que  joue  dans  la  résistance  de  la  ferme  la  paroi,  pleine  ou  évidée, 
qui  rattache  l'une  à  l'autre  les  deux  tables  d'une  poutre  métallique. 

Cette  paroi  est  l'organe  par  lequel  s'opère  la  transmission  des 
tensions  et  des  pressions  d'une  région  à  l'autre  de  la  pièce,  et  elle  a 
besoin  d'être  nourrie  en  vue  de  ce  travail  indispensable  à  l'équilibre 
moléculaire  de  la  construction. 

Nous  avons  vu  que  l'effort  tranchant  A,  en  un  point  quelconque 
de  la  ferme  défini  par  l'abscisse  x,  est  la  dérivée  par  rapport  à  a:  du 
moment  de  rupture  M  dans  la  section  correspondante  à  cette  même 
abscisse.  Dans  une  poutre  à  treillis,  l'effort  A  s'exerce  obliquement 
sur  2M  barres  auxquelles  on  peut  faire  supporter  une  pression  ou  une 
tension-limite  de  R  kilogrammes  par  millimètre  quarré  de  section  ; 
le  minimum  de  la  section  droite  d'une  barre  est  donc  donné  par  la 

jfraction =r,  et  le  volume  du  treillis,  pour  un  élément  de 

2WC0SaXR  ^ 

longueur  dx  est  par  suite  égal  à 

A  dx        ^  jtK'h: 

X  r- —  X  2n  =  ^ 


2n  cos  a  X  R       sin  a  ^  R  sin  2a* 
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expression  qui  dans  le  cas  le  plus  favorable,  celui  où  a  =45*.  se 

réduit  à  -- «— • 

Dans  une  poutre  pleine  de  même  dimension  que  la  poutre  à  treillis 
et  chargée  de  la  même  manière,  Teffort  tranchant  est  équilibré  par 
la  résistance  de  la  paroi  pleine  au  cisaillement  ;  désignons  par  R'  la 
limite  de  résistance  du  métal  par  millimètre  quarré.  La  section  néces- 
saire pour  la  paroi  pleine  sera  donc  représentée  par  =ç  et  par  suite  le 
volume'  du  métal  employé  par  la  paroi  sur  une  longueur  dx  sera 
-57-,  Or  on  peut  admettre  que  R  =  R'  ;  on  adopte  en  effet  le  plus 

A 

souvent  une  limite  de  5  kilogrammes  pour  les  tensions  et  pressions 
dans  le  treillis,  et  cette  limite  est  aussi  celle  de  la  résistance  pratique 
du  fer  au  cisaillement.  Dans  cette  hypothèse,  le  volume  de  la  paroi 
évidée  est  donc  double  du  volume  de  la  paroi  pleine. 

En  pratique,  le  résultat  de  la  comparaison  est  quelquefois  dif- 
férent. Il  peut  arriver  en  effet  que  le  calcul  assigne  à  la  paroi 
pleine  d'une  poutre  une  épaisseur  si  petite  qu  elle  soit  inadmisable 
dans  la  construction  ;  on  ne  peut  pas,  par  exemple,  mettre  moins 
d'une  tôle  pour  Tâme  d'une  poutre.  La  poutre  pleipe  aurait  alors  un 
grand  excès  de  résistance  à  Teffort  tranchant,  et  elle  serait  moins 
économique  qu'un  treillis,  qui,  concentrant  la  matière  sur  un  petit 
nombre  de  lignes,  la  ferait  travailler  partout  dans  des  conditions 
meilleures.  Le  treillis  assurerait  du  moins  une  économie  sur  le  poids; 
cette  économie  pourrait  être  rachetée  d'ailleurs  par  une  plus  grande 
dépense  dans  le  ti-avail  du  montage.  Le  treillis,  dans  toute  autre 
circonstance,  est  plus  lourd  que  la  poutre  pleine. 

Outre  ce  premier  excès  de  matière  dont  la  nécessité  est  mathéma- 
tiquement démontrée,  le  treillis  conduit  encore  à  un  autre  excès,  dû 
à  la  discontiimité  des  attaches.  Chaque  barre  doit  être  rivée  séparé- 
ment aux  tables,  et  chacun  de  ces  assemblages  doit  ôtre  en  état  de 
résister  individuellement  à  toute  action  qu'il  aurait  à  subir.  La  conti- 
nuité de  la  paroi  pleine,  outre  qu'elle  répartit  uniformément  larivure 
de  l'âme  aux  tables,  crée  entre  les  diverses  parties  de  la  poutre  une 
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âolidarité  qui  les  soulage  Tune  par  l'autre.  Dans  les  treillis,  au  con- 
tndre,  la  rivure  des  barres  demande  l'emploi  de  grandes  feuilles  de 
tôle,  ou  de  cornières  de  dimensions  exceptionnelles  ;  d'où  résulte  un 
excès  de  poids  et  un  excès  de  dépense. 

Malgré  cette  infériorité  économique  du  treillis,  on  ne  renoncera 
pas  à  ce  mode  de  construction  pour  s'en  tenir  exclusivement  aux 
ponts  à  poutres  pleines.  L'élégance  d'un  treillis  bien  dessiné  et  l'as- 
pect repoussant  d'une  paroi  pleine  ramèneront  toujours  un  grand 
nombre  de  constructeurs  à  préférer  le  système  le  plus  satisfaisant  & 
l'œil  au  système  dont  le  bon  marché  est  le  seul  mérite. 


riEXION  DE  LA  POUTRE  A  TREILLIS. 


807.  Soit  toujours  F  la  pression  ou  tension  totale  qui  s'exerce  dans 
les  deux  bandes  horizontales  de  la  poutre  ;  soit  (o  la  section  de  ces 
bandes,  dans  le  plan  défini  par  l'abscisse  x^  et  E,  le  coefficient  d'élas- 
ticité du  métaL  L'élément  de  longueur  dx^  pris,  avant  la  flexion,  sur  la 

(F  \ 

l'élément  étendu  acquiert  la  longueur  dx  (  i -f-^  j .  Si  donc  on  dé- 


signe par  p  le  rayon  de  courbui:e  de  l'axe  moyen  de  la  poutre,  lequel 

axe  est  à  u] 

proportion 


axe  est  à  une  distance  commune  —  des  deux  bandes ,  on  aura  la 

9 


d'où  l'on  déduit 


EH 


F 

Le  rapport  ~  est,  dans  la  section  considérée,  la  chaige  moyenne 

34 
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de  la  matière  par  unité  de  surface;  l'épure  de  la  distribution  des  tftles 
donne  a>,  et  fait  connaître  par  suite  autant  de  valeurs  qu'on  voudra 
de  ce  rapport. 

Après  avoir  partagé  la  poutre  en  éléments  suffisamment  petits,  on 
calculera  pour  chacun  une  valeur  moyenne  du  rayon  de  courbure  p 
qui  lui  appartiendra  après  la  flexion.  L'axe  neutre  sera  ensuite  tracé 
au  moyen  d'une  série  d'arcs  de  cercles  se  raccordant  comme  dans 
les  anses  de  panier. 

Si  une  poutre  est  construite  de  manière  que,  sous  l'action  des  plus 
grandes  surcharges  qu'elle  puisse  subir,  le  métal  ne  supporte  en  au- 
cun point  des  bandes  une  pression  on  une  tension  supérieure  à  une 
limite  K  déterminée,  il  est  facile  de  fixer  une  limite  du  rapport  de  la 
flèche  à  l'ouverture,  pourvu  que  l'on  connaisse  le  rapport  de  la  hau- 
teur H  de  la  poutre  à  la  portée. 

Posons  en  efiet  H  =  0  /,  0  étant  le  rapport  donné. 

F 
Puisque  -  est  en  tous  points  inférieur  à  la  limite  K»  on  aura  en 

tous  points 

et,  par  suite,  on  attribue  une  courbure  trop  prononcée  à  l'axe  nentn 
en  adoptant  pour  rayon  de  courbure  constant  la  quantité 

\      EH 

Par  conséquent,  la  nèche  véritable  /  de  la  poutre  est  inférieure  à 
la  flèche  /'  de  l'arc  de  rayon  p',  laquelle  est  donnée  approximative- 
ment par  la  formule 

•^  ""  8p'  "~  4EH 


donc  enfin 


l  ^  4E0 


DES  POUTRES  A  TREILLIS.  531 

L'applicatioQ  de  cette  formule  conduit  adresser  le  tableau  suivant, 
dans  lequel  on  a  supposé  E=:  16,000,000,000  kilog.  par  mètre 
carré,  comme  il  conyient  de  le  faire  lorsqu'il  s'agit  dun  grand  ou- 
vrage. 


lAIPOlT  • 

d«  la  hauteur 
i  la  portée. 


=  0.125 


-  =0.111 
9 


—  =0.100 
10 


—  =0.091 
11 


--  =0.083 
12 


--  =0.067 

lo 


CIAIOB  MAUinni  PAE  MILLIMiTU  ODAERE  D£  SECTION  DBS  BAM9B8. 


4  kilogramiiMs. 


5  kilogramines.  6  kilogrammes.  7  kilogrammes. 


7  kilogr.  1/2. 


Limite  du  rapport  de  la  flèche  à  Vouveriure, 


000050 


0.0005G 


0.00062 


0.00069 


O.Û007& 


0.00094 


O.00OG2 


0.00070 


0.00077 


0.000S6 


0.00094 


0.00117 


0.0007  & 


0.00084 


0.00094 


0.00102 


0.00112 


0.00140 


0.00087 


0.00098 


0.00110 


0.00121 


0.00134 


0.00160 


0.00094 


n.ooiOG 


0.00119 


0.00181 


0.00144 


0.00183 


DÉTERMINATION  DU  POIDS   DE   LA  POUTRE  A  TREILLIS  PAR   MÈTRE 

GOURANT. 


308.  Étant  donnée  la  portée  I  d'un  pont  métallique  à  treillis  que 
Ton  se  propose  de  construire,  on  détermine  arbitrairement  ou  d'après 
les  conditions  particulières  auxquelles  l'ouvrage  doit  être  soumis,  la 
hauteur  H  qu'il  convient  d'attribuer  à  la  poutre.  Pour  calculer  en- 
suite les  dimensions  qu'il  faut  donner  à  ses  diverses  parties,  il  est 
nécessaire  de  connaître  le  pmds  p  par  mètre  courant  que  le  pont 
doit  supporter,  et  ce  poids  se  compose  de  deux  portions  :  Tune,  p\ 
est  le  poids  propre  de  la  fermet  l'autre,  p'\  est  la  surcharge,  qui  est 
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supposée  connue  d'après  la  destination  du  pont  et  d'après  sa  portée. 

Longtemps  on  s'est  contenté  de  prendre  arbitrairement  le  poids  y 
sauf  à  vérifier  ensuite,  par  le  métré  du  projet,  que  le  poids  effectif  était 
au  plus  égal  au  poids  supposé.  C'est  une  méthode  de  fausse  position 
qui  est  de  mise  dans  la  plupart  des  questions  de  travaux  publics. 

Il  est  cependant  possible  d'affranchir  le  calcul  de  cette  by pothëse^ 
qui,  lors  même  qu'elle  ne  forcerait  pas  à  recommencer  sur  nouveaux 
frais  les  opérations  dans  le  cas  où  le  poids  présumé  serait  trop  faible, 
conduit  généralement,  dans  le  cas  contraire,  à  un  poids  trop  fort  ; 
car  le  projet  est  dressé  de  manière  que  sous  le  poids  p'+p"  par 
mètre  courant,  le  métal  subisse  un  effort  maximum  donné  :  les  sec- 
tions sont  donc  trop  grandes  si  p'  a  été  pris  trop  grand. 

Il  est  par  suite  utile  de  chercher,  d'après  les  calculs  précé* 
dents,  à  déterminer  j/  sans  lui  attribuer  primitivement  de  valeur 
arbitraire. 

S09.  Prenons  pour  unités  le  mètre  pour  les  longueurs  et  le  kilo- 
gramme pour  les  forces.  Nous  supposerons  connue  la  limite  R  de  la 
charge  par  mètre  carré  pour  le  fer  dans  les  bandes,  la  limite  R'  de  la 
charge  dans  les  treillis,  et  la  limite  R''  de  la  pression  par  mètre  carré 
dans  la  section  horizontale  des  parties  reposant  sur  les  appuis. 

Appelons  "zd-  le  poids  du  mètre  cube  du  métal  dont  se  compose 

la  poutre.  Le  volume  de  la  poutre  sefa  par  conséquent  en  mètres 

II 
cubes  égalât, 

La  poutre  se  décompose  comme  suit  : 

1*  Les  bandes  ou  tables; 
1*  Les  treillis  ; 
8*  Les  appuis  sur  les  culées; 

4*  Les  accessoires  tels  que  les  contreventements ,  lés  pièces  de 
ponts,  les  longerons,  s'il  y  en  a  ; 
5*  Les  rivures  et  couvre-joints. 

Les  trois  premières  parties  peuvent  se  calculer  avec  une  grande 
approximation. 
i«  La  section  des  tables,  au  milieu  de  la  portée  est  donnée  par 
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^K 


l'expression  -n?^»  où  H'  est  un  bras  de  levier  un  peu  moindre  que  H. 

De  chaque  côté  du  milieu  de  la  portée,  cette  section  se  réduit  gra- 
duellement et  peut  même  devenir  très-petite  sur  les  appuis  ;  si  elle 
se  réduisait  à  zéro  d'après  la  loi  parabolique,  la  section  moyenne 
serdt  exactement  les  deux  tiers  du  maximum  ;  la  moyenne  étant 

comprise  entre  les  ■=  et  le  tout,  on  peut  avec  vraisemblance  supposer 
o 

qu'elle  est  les  7  du  maximum  ;  ce  qui  donne  -=-  ^  pour  la  sec- 
«  4  02  ilK 

tion  moyenne  d'une  table  applicable  à  toute  la  longueur  du  pont, 

et  en  tout,  pour  les  deux  bandes,  un  volume  égal  à 

-1  ïE. 
16  HR' 


a*  Nous  supposons  le  treillis  tracé  à  45'*  sur  la  verticale  ;  n  étant 
le  nombre  des  barres  de  l'un  des  systèmes,  la  force  qui  agit  indivi- 
duellement sur  une  barre  aboutissant  à  la  culée  est  : 

La  section  d'une  barre  à  l'aplomb  de  la  culée  est  donc  égale  à 

1^ 


nK  yl% 


Au  milieu  de  la  portée,  cette  section  peut  être  réduite  au  quart  de 
la  valeur  sur  la  culée,  ou  à 

nR'  sjï 
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La  demi-soinine  des  deux, =•»  est  applicable  en  moyenne  à  toute 

nR\s 

barre,  de  sorte  que  le  volume  du  treillis  est  représenté  par  l'exprès- 

iîon  • 

nRV2  8  R'-       • 

Il  est  facile  de  voir  en  effet  que  l^Jfi  x  s  n  est  la  longueur  totale 
des  barres  de  l'un  et  de  l'autre  système,  mises  bout  à  bout. 

Car  on  peut  observer  que  si  H"  représente  la  hauteur  du  treillis,  il 
y  a  n  barres  d'un  même  système  dans  une  longueur  de  poutre  égale 

fil 
kW\  ce  qui  fait  ^  pour  la  longueur  entière  de  la  portée  ;  la  lon- 
gueur d'une  barre  complète  est  d'ailleurs  W^\  de  sorte  que  la 

longueur  totale  des  barres  d'im  même  système  est  ^,  x  TU'yl^ = nl^  • 

11 

Pour  les  deux  systèmes,  elle  est  double,  ou  égale  à  /^  x  sn. 

3<»  La  section  horizontale  nécessaire  sur  les  culées  est  -57-,  et 

comme  elle  s'applique  à  une  hauteur  H"  du  treillis  et  à  deux  appuis, 

elle  donne  un  volume  total  ^r—. 

Nous  avons  donc  exprimé  les  trois  premiers  termes  du  volume  de 
la  poutre,  savoir  : 


'V6H'R  ■*■  8R'"^  R  y* 


4*  Les  accessoires  de  la  poutre  contenus  dans  la  quatrième  classe 
ont  un  poids  qui  peut  être  défini  d'avance,  et  qui  constitue,  poar 
ainsi  dire,  sa  surcharge  permanente  ;  on  tiendra  compte  de  cette 
partie  en  ajoutant  cette  surcharge  permanente  à  la  surchai^e  acci- 
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dentelle  :  c'est  la  somme  de  ces  deux  surcharges  que  nous  représen- 
terons par  j7^.  .    • 

5*  La  cinquième  partie  représente  des  accessoires  dont  le  poids 
total  est  à  peu  près  proportionnel  au  poids  propre  de  la  poutre  ;  on 
en  tiendra  donc  un  compte  suffisamment  exact  en  multipliant  par  un 
facteur  constant  la  somme  des  trois  premières  parties.  Nous  repré- 
senterons ce  coefficient  par  i  +  K  ;  dans  les  applications,  on  pourra 
faire  varier  K  de  o,3o  à  o,4o. 

On  aura  donc  en  définitive  l'équation  t 

T=^(i6Hl[  +  îP+R^)(*+*>- 

Remplaçant/9  par  ;i'  +  p'\  et  supprimant  le  iSACteur  commun  /»  il 
vient  pour  p'  : 

m       V*6H'R^6R'^R'7^*^"^' 

p  une  fois  déterminé,  on  en  déduit  le  poids  total  jll  de  la  forme, 

y  compris  les  accessoires  tels  que  couvre-joints  et  rivures,  mais 

son  compris  les  pièces  de  ponts,  longerons  et  contreventements, 

dont  le  poids  rapporté  au  mètre  courant  est  supposé  entrer  dans  la 

valeur  de  p*. 

Si  l'on  voulait  calculer  le  poids  propre  p  d'une  poutre  pleine ,  il 

6  5 

.  suffirait  de  remplacer  par  -r?  le  coefficient  ^  du  terme  correspondant 

au  volume  du  treillis  {%  «^17). 

M.  Bresse,  en  introduisant  cette  formule  dans  la  seconde  édition 

de  son  Cours  de  mécanique  appliquée^  en  a  modifié  légèrement  les 

H" 
coefficients.  Il  à  de  plus  supprimé  le  terme  -sr-  qui  correspond' à  la 

résistance  des  parties  portant  sur  les  appuis,  parce  que  le  poids  de 
ces  parties  ne  charge  pas  la  poutre.  Ce  terme  a  du  reste  peu  d'im- 
portance ;  mais  qu'on  l'admette  ou  qu'on  le  supprime,  il  ne  faut  pas 
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négliger  le  calcul  des  dimensions  qu'il  est  nécessaire  d'attribuer  à 
la  poutre  dans  cette  région ,  pour  .  prévenir  l'écrasement  sur  les 
culées* 

310.  Pour  la  discussion  de  la  formule,  nous  supposerons  que/?"  est 
(fgal  à  4  000  kilogrammes  (2),  que  K  est  égal  à  o.3o,  ce  qui  corres- 
pond à  23  p.  100  sur  le  poids  total  du  pont,  en  rivures  et  en  acces- 
soires ;  le  poids  ^  du  mètre  cube  de  fer  est  pris  égal  à  7  800  kilo- 
grammes ;  enfin,  soit  R  =  R'  =  R"  =  6  000  000,  et  H'  =  H"  ==  H, 
Dans  la  réalité,  H'  et  H*  sont  toujours  un  peu  moindres  que  H  ; 
prendre  H  pour  H'  revient  donc  à  admettre  pour  limite  de  la  pression 
et  de  la  tension  dans  les  longerons  une  charge  un  peu  supérieure  à 
6  kilogrammes  par  millimètre  carré.  De  même  on  peut  confondre  H 
avec  H"  en  altérant  légèrement  la  limite  R% 

Posons  pour  abréger  : 

et  nous  aurons  la  formule  simplifiée  : 

P  = — g 1 

'^ V 

ou,  en  introduisant  les  valeurs  numériques  de  p"^  R,'K  et  ^  r 

4000V 
^■"591,716  — V 

H 

varie  avec  la  portée  /  et  avec  le  rapport  y  qui  est  le  surbaisse* 

H 
ment  dé  la  poutre.  Si  on  laisse  -y  constant,  V  s'évanouit  pour  /=  o  ; 


(1)  C'est  le  poids  de  la  earcharge  accldeotelle  qu*on  admet  en  France  pour  les 
ponts  de  chemin  de  fer,  par  mètre  courant  de  simple  toIp,  lorsque  la  portée  dépasse 
SO  mètres. 
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ûoYsp'  =  o.  Les  diverses  courbes  dont  les  ordonnées  représentent, 

pour  une  même  valeur  du  surbaissement,  le  poids  y  en  fonction  de 

la  portée  /,  passent  donc  toutes  par  l'origine.  On  voit  de  plus  qu  elles 

oot  une  asymptote  verticale  pour  la  valeur  de  /  qui  rend  V  égal  à 

II 
5g]  ,7 16.  Soit  m  le  surbaissement  -j ,  on  aura  : 

■ 

et  par  suite  la  valeur  de  /  qui  rend  p'  infini  est  égale  à 

,„  591,716 


16m  "^ 

6 

5  +  m 

On  trouve  par  cette  formule  : 

Pour      m=  5, 

0          • 

r=:262*.98 

1 

/'  =  203-.6K 

1 

/'=:175-.02 

Ce  sont  les  limites  extrêmes  des  portées  des  ponts  à  treillis  pour  un 

surbaissement  donné. 

« 

La  formule  indique  encore ,  pour  une  portée  déterminée,  le  sur- 
bsussement  qui  rend  p'  minimum.  Le  minimum  de  y  correspond  au 
minimum  de  V,  lequel  correspond,  lorsque  /  reste  constant,  au  mi- 

nimam  de  la  somme  —5 — [-  m^  ouh 

surbaissement  compris  entre  ?  et  ^.  Il  est  indépendant  de  la  portée. 

Cette  haute  valeur  du  surbaissement  n'est  pas  admissible  en  général 
dans  la  pratique. 


DËTERMINATIOM 

Pour  m=:o.  i8a,  la  valeur  infinie  de  y  correspond  à  /=  399".5o, 
limite  théorique  absolue  de  la  portée  des  poutres  droites  à  treillis, 
dans  les  conditions  où  nous  les  avons  supposées. 

L'épure  de  la  planche  Y  donne  le  poids  par  mètre  courant 
de  simple  voie  d'une  poutre  à  treillis  pour  chemin  de  fer,  pour 

trois  surbaissements  usuels,  ^ ,  —  et  — ,  les  portées  variant  de  o  à 

8     10        12  *^ 

100  mètres.  Les  courbes  ne  sont  proprement  applicables  qu'aux 
portées  supérieures  à  3o  mètres,  parce  qu'au-dessous,' le  poids j?'' doit 
être  augmenté  :  cette  augmentation  revient  du  reste  à  multiplier  les 
ordonnées  des  courbes  par  un  facteur  proportionnel  à  la  nouvelle 
valeur  de/?". 

Le  tableau  suivant  indique  sous  une  autre  forme  les  poids  par 
mètre  courant  des  poutres  à  treillis  de  3o,  5o,  70  et  100  mètres 
pour  les  divers  surbaissements  adoptés. 


m  =  . 


PORTÉE: 


80  mètres.  ^0  mfttres. 


|/  =  480  kilog. 


p'=607kllogr. 


p'=  706  Ulogr. 


p'=939kHogr. 


p'=:li26kilogr. 


p':=1888kilogr. 


70  mMres.  140  mètres. 


p's  1451  Ulogr. 


p'=l77»Mlogr. 


p'=:2169kiIogr. 


p'=2450ki!ogr. 


p'rsSia&kilogr. 


p'=4000kUogr. 


SU.  Remarques.  Dans  un  ^nt  pour  chemin  de  fer,  dès  que  la 
portée  dépasse  3o  mètres,  la  surcharge  accidentelle  p,  est  constante, 
tandis  que  le  poids,  propre  p,,  surcharge  permanente  comprise, 
s'accrott  à  mesure  que  /  augmente.  Il  arrive  donc,  dans  les  très- 
grandes  portées,  que  p,  surpasse  p^  :  les  eiTorts-limites  R,  R',  R" 
sont  atteints  dans  le  métal  pour  la  charge  p,  +  Pi  ;  les  efforts 
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maximum  développés  dans  le  métal  lorsqu'il  n'y  a  aucune  surcharge, 
seront  donc  respectivement  égaux  à 

— 22— xR,     — £i-xR',     — û— xR'', 
Pi+Pi  Pi+Pi  Pi+Pi         ' 

et  ces  efforts  s'exercent  d'une  manière  permanente,  car  ils  pro- 
viennent uniquement  du  poids  propre  du  pont  11  est  donc  nécessaire, 
pour  que  la  durée  de  la  construction  soit  assurée,  que  ces  efforts  ré- 
duits soient  inférieurs  à  la  limite  de  la  résistance  constante  du 
métal  (S  29,  1*);  on  peut  admettre  qne  cette  limite  est,  pour  le  fer, 
égale  à  4  kilogrammes.  Il  faut  donc  s'assurer,  après  avoir  fait  tous  les 

calculs,  que  les  produits  par    ^     des  limites  R,  B',  R"  sont  inférieurs 

à  4  kilogrammes.  Jusqu'à  100  mètres  de  portée,  p,  ne  dépasse  guère 

p.,  et  — ^ —  est  au  plus  égal  à  -*  :  cette  condition  est  donc  en  gé- 

Pi  +  Pt  « 

néral  satisfaite;  mais  au  delà  de  100  mètres,  il  n'en  est  plus  tou- 
jours de  même,  d'autant  plus  que  pour  des  portées  aussi  grandes, 

le  rapport -T^t  nécessairement  assez  petit,  ce  qui  augmente  la  va- 
leur de  p,. 

312.  Notre  formule  donne  des  poids  moindres  que  ceux  que  Ton 
adopte  habituellement  :  un  tel  résultat  était  facile  à  prévoir.  Pour 
établir  cette  équation,  nous  avons  supposé  que  le  métal  subissait 
en  tout  point  un  effort  voisin  du  maximum  :  nous  avons  dû,  pa 
conséquent,  obtenir  le  poids  minimum  correspondant  aux  limites 
de  charges. 

On  remarquera,  en  même  temps,  que  la  formule  peut  donner  des 
poids  p'  aussi  grands  qu'on  voudra;  il  suffit  pour  cela  de  réduire 
les  limites  R,  R',  R''.  Le  poids  p'  croit  à  mesure  que  ces  limites  dimi- 
nuent, et  la  formule  a  toujours  l'avantage  de  faire  connaître  le  poids 
propre  qui  correspond  aux  limites  données,  et  la  décomposition  pré- 
cise de  ce  poids  en  quatre  parties  :  bandes  horizontales,  paroi  ver- 
ticale, parties  portant  sur  les  appuis,  et  enfin  accessoires. 
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RECHERCHE  DU  POIDS  PROPRE   DUNE  POUTRE  A  TREILUS 
DE   fl  TRAVÉES. 

313.  Proposons-nous  de  résoudre  le  même  problème  pour  use 
poutre  de  plusieurs  travées. 

La  portée  totale  L  de  la  poutre  se  partage  en  deux  travées  de  rive 
de  longueur  égale  à  /,  et  n  —  s  travées  centrales,  de  longueur  /,  de 
sorte  qu'on  a 

L  =  2î'  +  (n-2)/. 

Nous  supposerons,  dans  ce  qui  suit,  que  la  poutre  est  équiUbrée 

(S  169)  ;  ce  qui  suppose  que  la  longueur  f  soit  environ  les  |  de  la 

longueur  /;  de  plus,  nous  calculerons  le  poids  propre  en  supposant 
une  charge  uniformément  répartie  dans  toute  l'étendue  de  la  portée. 
Appelons  p'  le  poids  propre  par  mètre  courant,  p"  le  poids  de  la 
surcharge;  la  charge  totale  p  sera  égale  à  p'  +  p". 

i*  Volume  des  bandes.  Les  moments  fléchissants  sur  les  appuis 
seront,  d'après  notre  hypothèse,  tous  égaux  à — jd/*;  les  moments 

fléchissants  au  milieu  des  travées  centrales  seront  -7  »/';  ils  seront 

nuls  au  cinquième  et  aux  quatre  cinquièmes  de  chaque  portée.  La. 

partie  de  la  poutre  comprise  entre  les  points  d'inflexion  de  chaque 

travée  est  donc  assimilable  à  une  travée  unique  qui  aurait  une 

3  1 

portée  égale  à  -  /,  et  un  moment  fléchissant  maximum  égal  à  -*r7>/*; 

le  volume  correspondant  de  Tune  de  ses  bandes,  pour  cette  longueur, 
peut  donc  être  évalué  à 

3      1    ,.     3 , 

H'R  • 
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en  conservant  à  H'  et  R  la  signification  qu'ils  avaient  dans  le  pro- 
blème précédent.  II  faut  y  ajouter  le  vo- 
lume de  la  bande  en  dehors  des  points 
d'inflexion.  Or  le  moment  fléchissant  va- 
rie dans  Fun  de  ces  deux  tronçons,  de  o 

à  ^;  il  est,  en  moyenne,  égal  à  2-,  pour 
une  longueur  égale  à  £  ;  le  volume  cor- 


respondant est  donc 


H'R    • 


ce  qui  fait,  pour  les  deux  tronçons  pareils, 


H'R 


le  volume  total  de  la  bande  est  ainsi  évalué  à 


?X^p/«x?/  +  2xg 


H'R 


5  _  17    pi* 
"■  480  H'R* 


et  pour  les  deux  bandes  : 


17   p/* 
240  H'R* 


Gomme  le  calcul  que  nous  faisons  n'a  pas  une  exactitude  bien  ri* 

goureuse,  il  n'y  a  pas  d'inconvénient  à  augmenter  un  peu  ce  poids; 

nous  ajouterons  donc  une  unité  au  numérateur  du  coe£Scient,  ce  qui 

i8  3 

donnera  —7-,  fraction  réductible  à  7-.  Le  volume  des  deux  bandes, 
a4o  40 

dans  une  travée  centrale,  sera  donc  pour  nous  : 

3   p!* 
40  H'R' 
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Faisons  le  même  calcul  pour  une  travée  de  rive.  Le  moment  flé- 
Fig.  i59.  chissant  sur  la  pile  où  a  lieu  l'encastrement, 

est  ^  pP  ;  le  point  d'inflexion  est  au  quart 
o 

de  la  portée  /'.  Enfin,  le  moment  fléchissant 

est  -^  pP  (8  89) .  Le  volume  d'une  bande 
120 

sera  donc 


H'R 


et  pour  les  deux  bandes 


143       ^ 


1024  ^  H'R' 

ou,  en  forçant  le  numérateur  de  i5  unhés, 

1  p/'» 
8H'R' 


Le  volume  total  des  bandes  de  la  poutre  sera  donc  égal  au  double 

de  \  ^7^,  pour  les  deux  travées  extrêmes,  et  à  n  —  s  fois  le  volume 

3   »/' 

T  urô*»  pour  les  travées  centrales;  ce  qui  fait,  en  définitive  : 

40  U  il 

1    M  ,  3»  — 6    - 
H'R 

ae  Yolume  du  treUHs.  —  Le  volume  du  treillis  pour  les  travées 
centrales  est  le  même  que  pour  une  travée  libre  :  il  est  donc  expri- 
mable par 

?£? 
8  R'' 


Pour  une  travée  dérive,  Teffort  tranchant  varie  de  ^/^f  sur  la  eu- 
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lée  à  ^pt  sur  la  pile;  le  poids  da  treillis  est  donc  sensiblement  pro- 

o 

portionnel  à 

quantité  qu'il  convient  de  grossir  un  peu  pour  tenir  compte  de  Tiné- 

3 

galité  de  distribution  des  charges  ;  nous  prendrons  donc  —  au  lieu 

de  — «  ^^  ^^  volume  du  treillis  sera  représenté  par 

Le  volume  total  du  treillis  sera  donc,  en  tenant  compte  du  nombre 
de  travées, 

3      ,„     ,     071—10      „ 

5"  Volume  des  parties  qui  pointent  sur  les  appuis.  —  Les  sections 
horizontales  des  parties  portant  directement  sur  les  appuis  sont 
calculées  de  manière  à  y  assurer  une  pression  de  R"  kilogrammes 
par  unité  de  surface,  sous  une  charge  égale  à  la  réaction  de  l'ap- 
pui. Or  la  somme  des  réactions  de  tous  les  appuis  est  égale  au 
poids  total  de  la  poutre,  ou  à  p  X  L  ;  la  somme  des  sections  est 

donc  g77,  et  le  volume  correspondant  est  par  suite  ^«tt-* 

La  somme  de  ces  trois  volumes,  multipliée  par  le  coefficient  i  +  K 
>nne  le 

qaation 


donne  le  volume  total  de  la  poutre,  savoir :^        ;  on  a  donc  l'é- 


V  =  P><r      m + R^ +R^J(1  +  R). 
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Remplaçons  p  par  p'  +  p",  et  résolvons  par  rapport  à  p\  il  viendra 
une  équation  de  la  même  forme  que  celle  que  nous  avons  obtenue 
pour  les  poutres  d' une  seule  travée  : 

P'=P^'x—T^ ^ 

î :v 

a(l  +  R) 

la  quantité  Y  représentant  la  fonction  suivante  : 

^  ""  4         LFR         ■*■  LR'  "^  R"  * 

Cette  formule  est  plus  complexe  que  celle  des  poutres  à  une  seule 
travée,  et  comme  elle  ne  donne  pas  des  résultats  entièrement  rigou- 
reux, il  est  préférable  en  pratique  d'employer  la  formule  la  plus 
ample,  en  prenant  pour  portée  commune  des  travées  succesûves 
la  n'^"*'  partie  de  la  portée  totale  L. 


GOMPARAISOIf  DE  DirfiBS  PftOJTETS  DE  PONtS  DESTIRÉS  A  FRANCHIE 
LE  MÊME  DÉBOUCHÉ.    ' 

iih.  Dans  les  calculs  de  rétablissement  d'une  poutre  posée  sur 
plus  de  deux  appuis,  on  pourra  donc,  au  lieu  d'adopter  on  poids 
propre  arbitrairement  choisi,  comme  on  le  fidt  généralement,  deman- 
der à  la  formule  une  valeur  approximative  du  poids  propre,  comme 
s'il  s'agissait  d'une  travée  libre  de  même  ouverture.  Cette  formule 
est  surtout  utile  pour  comparer  les  divers  projets  qu'on  peut  dresser 
pour  un  même  passage. 

Par  exemple,  un  chemin  de  fer  à  deux  voies  doit  franchir  une  ri* 
vière  de  200  mètres  de  débouché  total.  On  peut  opérer  ce  passage^ 
soit  avec  cinq  travées  de  4o  mètres,  soit  avec  quatre  de  5o,  soit  avec 
trois  de  66,66.  On  demande  quelle  est  la  plus  économique  de  ces 
trois  combinaisons.  On  suppose  connu  le  prix  f  du  kilogramme  de 
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fer,  pose  et  autres  frais  coiupris«  et  le  prix  F  de  construction  d'une 
pile  en  rivière. 

On  calculera  d'abord  le  poids  par  mètre  courant  des  ponts  à  deur 
voies  de  4o  mètres,  de  60  mètres  et  de  66". 66  de  portée;  la  sur- 
charge à  admettre  est  de  8  000  kilogrammes,  en  confondant  en- 
semble toutes  les  fermes. 

La  poutre  de  4o  mètres  pourra  avoir  5  mètres  de  hauteur,  ce  qui 
fait  un  surbaissemeut  d*un  huitième.  La  poutre  de  5o  mètres,  avec 
la  même  hauteur  de  5  mètres,  sera  surbaissée  au  dixième;  enfin,  la 
poutre  de  66'".66  aura  une  hauteur  de  S'^.So,  le  douzième  environ 
de  sa  portée. 

Nous -ferons  ici  K  =  0.40, 

t 

R  =6000000, 
R'=  5000000, 
R"=  3  500  000. 

On  trouvera  les  résultats  suivants  : 

Poidf  Poids  total 

par  màtre  connnt.  pour  200  mètrai. 

Portées  de  40  mètres 1,744  kil.    .  .  .    348,800  kiL 

de  50  mètres 2,712  .  .  .    542,400 

de  66-.66 4,968  .  .  .     993,600 

Le  prix  de  l'ouvrage,  réduit  à  la  partie  métallique  et  aux  piles  en 
rivières,  éléments  qui  seuls  varient  d'une  solution  à  l'autre,,  sera 
donc 

Dans  le  premier  projet 348  800  x/+ 4F. 

Dans  le  second 542400  x/+ 3 F. 

Dans  le  troisième 993  600  x  /  +  2  F. 

Soit,  par  exemple,  /"=  o'.So  et  F  =  4o  ooo,  on  trouvera  : 

Pour  le  premier  projet  une  dépense  de.  .  .  .    i39040  fr. 

Pour  le  second 533920 

Poar  le  troisième 874860 

35 
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Le  projet  qui  admet  cinq  travées  est  donc  le  plus  économique  des 


trois. 


CALCUL  OE   l'établissement   d'UN   PONT  .A  TREILUS,  A  TRAYÉB   UNIQUE, 
POUR  CHEMIN    DE  FER. 


315.  Les  données  immédiates  sont  : 
La  portée  /, 

La  hauteur  H,  généralement  comprise  entre  ^  et  — , 

La  surcharge  p"  par  mètre  courant  de  poutre,  y  compris  le  poids 
propre  de  la  voie  et  du  tablier. 

Elle  est  égale  à  la  surcharge  par  mètre  courant  de  simple  voie,  si 
les  deux  voies  sont  portées  par  deux  fermes  seulement,  à  la  moitié  si 
elles  le  sont  par  quatre.  Enfin,  pour  les  ponts  à  trois  fermes,  on  peut 
supposer  que  p"  se  partage  approximativement  entre  les  trois  fermes 
de  la  manièi-e  suivante: 

Pour  chaque  travée  de  rive,  les  ~  de  la  surcharge  par  mètre  cou- 

o 

rant  de  simple  voie; 

5 
Pour  la  travée  commune  aux  deux  tabliers,  les  7  de  la  même  sur- 

4 

charge. 

Cette  répartition  suppose  que  les  pièces  de  pont,  continues  d'un 
tablier  à  l'autre,  sont  chargées  uniformément. 

En  ce  qui  concerne  la  surcharge  accidentelle,  on  la  suppose  habi- 
tuellement, en  France,  de  4  000  kilogrammes  au  plus  par  mètre 
courant  de  simple  voie,  lorsque  la  portée  excède  3o  mètres;  au- 
dessous  de  3o  mètres,  la  surcharge  augmente  à  mesure  que  la  portée 
diminue,  de  manière  à  devenir,  pour,  les  petits  ponts  de  5  mètres, 
égale  à  8  000  kilogrammes. 

Nous  ferons  ici  p"  =  2  000  kilogrammes,  ce  qui  suppose  deux 
fermes  pour  chaque  voie,  et  une  poi  tée  supérieure  à  3o  mètres. 
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On  prend  arbitrsdrenient  la  longueur  6  de  l'appui  sur  la  culée;  on 
prend  aussi  arbitrairement  le  nombre  an  de  barres  de  treillis  à  la 
•  rencontre  d'une  même  verticale.  Ce  nombre  comprend  n  barres 
montantes  et  n  barres  descendantes.  La  suite  du  calcul  fait  voir  si 
le  nombre  adopté  conduit  pour  les  barres  à  des  sections  admis- 
sibles (i). 

Prenons  pour  linûtes  des  efforts  : 

6  kilogrammes  par  millimètre  carré  dans  les  bandes, 
6  id,  id.  dans  le  treillis» 

et    3Vt      i^  ^'  sur  les  appuis. 

On  calculera  p'  au  moyen  de  la  formule  du  §  Sog,  en  confondant  H' 
elH"  avec  H,  et  en  donnant  à  K  une  valeur  de  o,4o. 

Les  calculs  à  faire  ensuite  se  réduisent  à  remplir  le  tableau  sui- 
vant. Nous  y  avons  inscrit  les  chiffres  qui  correspondent  à  une  poutre 
de  6o  mètres  de  portée,  dont  le  poids  propre  a  été  trouvé,  à  l'aide 
de  la  formule,  égal  à  io45  kilogrammes  par  mètre  courant. 


(1)  Dans  le  calcul  qui  sait,  nooB  avons  supposé  que  les  réactions  des  appâts  s'exercent 
à  l'aplomb  même  de  la  culée.  On  peut  aussi,  et  cela  semble  préférable,  prendre  one 
portée  flctive  égale  à  /  +  6,  ce  qui  revient  à  supposer  que  les  réacUons  s'exeroe&t  an 
milieu  des  parties  qui  portent  directement  sur  les  appuis. 
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OfiSERYATIOlVS.  —  COMPOSITION   DES  SECTI01IS« 


816.  Bandes  horizontales  au  centre  de  la  portée. 
Nous  avons  trouvé  une  section  de  l^h6^h  millimètres  qur.rrés,  co- 
lonne (8)  ;  on  pourra  la  composer  conmie  il  suit  : 

mill.  qu. 

4  tôles  de  iOOO  millim.  de  largeur  sur  10  d'épaisseur 40  000 

5  cornières  de  iOO  mill.  de  branche  et  de  16  mill.  d'épaiss.  moyenne.    5  888 

Section  totale.  ,  .  45888 

On  obtient  ainsi  une  section  qui  excède  légèrement  le  minimum 
cherché.  Des  quatre  tôles  qui  forment  la  section,  une  seule  se  pro- 
longe dans  toute  l'étendue  de  la  poutre;  la  seconde,  la  troisième,  la 
quatrième  seront  interrompues  de  manière  à  suivre  sur  l'épure  le 
contour  de  la  parabole  des  moments.  On  prolonge  d'ailleurs  chaque 
ieuille  nouvelle  en  dehors  de  ce  contour  de  la  quantité  nécessaire 
pour  couvrir  et  compenser  les  joints  des  feuilles  précédemment 
posées.  Tous  les  autres  joints  doivent  être  compensés  par  des  couvre- 
joints  spéciaux. 

Les  trous  de  rivets  affaiblissant  les  sections  soumises  à  l'extension, 
on  compense  quelquefois  cet  affaiblissement  en  donnant  aux  tôles 
qui  doivent  former  ces  sections  un  léger  surcroît  d'épaisseur-,  ici  l'on 
prendrait,  par  exemple,  pour  former  la  semelle  inférieure  de  la 
poutre  des  tôles  de  1 1  millimètres. 

317.  Treillis.  —  Les  limites  des  sections  des  barres  du  treillis, 
colonnes  1 1  et  12,  sont 

A  Taplomb  de  la  culée 2576  millim.  qu. 

Au  milieu  de  la  portée.  ...»••      644 

De  ces  deux  limites,  la  seconde  est  trop  petite  pour  être  admis- 
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sible  en  pratique,  et  Ton  ne  s'inquiétera  pas  de  la  serrer  de  près.  Il 
est  convenable  d'ailleurs  d'arrondir  par  excès  la  première.  Nous  pren- 
drons en  définitive  une  section  de 


200  milL  X  15  mill.  =  3000,  à  Taplomb  de  la  culée, 
et  de 

200  mill.  X  7  Vi  =  i500,  au  centre  de  la  portée. 

Il  résultera  de  ces  augmentations  de  section  un  certain  accroisse- 
ment du  poids  calculé  du  treillis. 

Les  barres  seront  partagées  en  un  certain  nombre  de  groupes, 
4  par  exemple,  comprenant  4  grandeurs  de  sections. 

On  pourrait  faire  varier  les  deux  dimensions  des  barres,  épaisseur 
et  largeur;  l'intervalle  des  barres  d'axe  en  axe  restant  le  même,  te 
centre  de  la  portée  serait  plus  évidé  que  les  extrémités. 

Les  cinq  barres  montantes  et  les  cinq  barres  descendantes  sont 
réparties  à  distances  égales  entre  les  deux  cornières  des  tables.  La 
distance  verticale  d'axe  en  axe  de  deux  barres  consécutives  d'un 
même  système  s'obtiendra  donc  en  divisant  par  5  la  hauteur  com- 
prise entre  les  deux  bandes,  et  comme  le  treillis  est  à  4&*9  le  quo- 
tient indiquera  aussi  leur  distance  horizontale;  divisant  6o  mètres 
par  cette  distance,  on  aura  le  nombre  de  barres  complètes  d'un  même 
système;  les  barres  plus  courtes  qui  se  logent  dans  les  angles  du 
treillis  se  réunissent  deux  par  deux  pour  former  une  barre  complète. 

La  plus  grande  section  est  de 200  x  15 

La  plus  petite 200x7*/^ 

Les  deux  sections  intermédiaires  auront,  par  exemple,  Tune.  200  x  12 

L'autre 200  x  10 

818.  Parties  portant  sur  les  appuis.  —  Sur  la  culée,  on  doit 
trouver  une  section  minimum  de  26,100  millimètres  quarrés,  co- 
lonne i3.  La  longueur  de  la  poutre  sur  son  appui  étant  760  milli- 
mètres,  colonne  i5,  on  pourra  y  placer 
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miUim.  q«. 

2  tôles  de  730  x  40  en  prolongement  de  la  paroi  verticale 

delà  poutre,  fournissant  une  section  de U600 

2  tôles  transversales  de  300  x  10 6000 

80  X  80 
4  cornières  de — jr — ,  aux  angles  des  tôles  portant  sur 

les  appuis 6  560 

Total 27160 


Calcul  de  l'établissement  des  rivures. 

319.  Le  rivet  qui  réunit  deux  feuilles  de  tôles  peut  être  considéré 
soit  comme  une  broche  que  ces  tôles,  tirées  en  sens  divers,  tendent  à 
cisailler,  soit  comme  un  lien  qui,  serrant  les  tôles  ensemble,  produit 
un  frottement  qui  ne  leur  permet  pas  de  glisser  Tune  sur  l'autre.  Bien 
que,  dans  cette  dernière  hypothèse,  la  tension  des  fibres  du  rivet 
soit  supérieure  à  la  limite  de  la  résistance  du  fer  (i) ,  la  rivure  nVst 
convenable  que  si  un  serrage  énergique  des  tôles  est  effectivement 
produit. 

Deux  feuilles  de  tôle,  réunies  ensemble  par  un  rivet  bien  posé,  ne 
commencent  à  glisser  Tune  sur  l'autre  que  lorsque  l'effort  exercé  sur 
elles  excède  le  produit  de  i5  kilogrammes  par  le  nombre  de  milli- 
mètres carrés  contenus  dans  la  section  du  rivet.  En  général  on  établit 
les  calculs  de  la  rivure  en  adoptant  pour  limite  de  l'effort  auquel 


(1)  Le  rivet,  aa  moment  où  il  va  être  posé,  a  une  température  qui  peut  Tarier  de 
1000  à  1100  degrés  centigrades  (couleur  cerise),  mais  H  perd  en  quelques  instants  cette 
haute  température,  et  quand  la  pose  a  lieu,  on  peut  admettre  que  sa  température  n'est 

pins  que  de  700  degrés  (rouge  sombre).  Le  fer  se  dilate,  pour  lOd  degrés,  de  —  de  ses 

dimensions  linéaires;  le  rivet  refroidi  est  donc  dans  les  mêmes  conditions  qu'une  tige  qui 

aurait  reçu  un  accroissement  de  longueur  <lo  ^x^i  ce  qui  correspondrait  à  une  tension  de 

17S  iLtlogrammes  par  millimètre  carré,  si  la  proportionnalité  des  allongements  aux 
forces  était  encore  vraie  pour  cette  haute  valeur  de  l'allongement  relatif.  En  réalité,  la 
tension  du  rivet  est  beaucoup  moindre;  mais  la  limite  d'élasticité  est  dépassée^  et  le 
rîTet  se  trouve  placé  dans  des  conditions  de  résistance  toutes  particulières. 
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elle  doit  résister  une  charge  de  5  kilogrammes  par  millimètre  carrée 
ou  le  tiers  de  la  charge  qui  produit  le  glissement.  Cette  limite  de  5  ki- 
logrammes convient  également  à  l'hypothèse  du  cisaillement  simple» 
de  sorte  que  Ton  peut  admettre  comme  règle  générale,  toute  théorie 
à  part,  qu'un  rivet  convenablement  posé  possède  une  résistance  de 
5  kilogrammes  par  millimètre  carré  de  section. 
•  Sans  entrer  dans  le  détail  de  l'application  de  cette  règle  à  divers 
cas  particuliers,  nous  examinerons  seulement  la  question  suivante *qui 
se  présente  d'elle-même,  lorsqu'on  a  à  calculer  les  rivures  d'une 
ferme  métallique  à  treillis. 

820.  Rivure  des  cornières  qui  réunissent  le  treillis  avec  les  Ion- 
gérons.  —  Deux  méthodes  peuvent  être  suivies  pour  déterminer 
le  nombre  de  rivets  à  poser  sur  une  longueur  donnée  pour  rattacher 
au  longeron  les  cornières  embrassant  le  treillis. 
L'une  de  ces  méthodes  consiste  à  remarquer  qu'aux  points  d'inser- 
Pig.  260.  ^.^^  j^  j^^^  barres  qui  se  croisent,  les  cor- 

nières sont  sollicitées  par  deux  forces.  Tune 
montante,  l'autre  descendante,  toutes  deux  in- 
clinées à  l^h""  sur  la  verticale;  leur  résultante 
est  sensiblement  horizontale,  et  tend  à  faire 
glisser  la  cornière  sur  le  longeron.  Les  rivets  doivent  équilibrer 
cette  tendance.  Soit^  la  force  qui  agit  dans  une  barre,  en  un  point 
donné  de  la  portée,  <px  \/2  sera  la  valeur  de  la  résultante  qui  tend 
à  produire  le  glissement  ;  le  nombre  de  rivets  à  placer  sur  les  cor- 
nières dans  l'intervalle  de  deux  barres  consécutives  doit  donc  être 
calculé  de  manière  que  la  somme  des  aires  de  ces  rivets  en  milli- 
mètres carrés,  multipliée  par  ô  kilogrammes,  reproduise  la  force  f  }J%^ 


d'ob  résulte  la  somme  des  aires  égale  à     . 

5 


5    • 

On  attribuera  à  f  pour  ce  calcul  la  valeur  maximum  que  cette 

force  puisse  avoir,  c'est-à-dire  ç»  =  7-^^ — ,  ou,  puisque  le  treillis 

est  supposé  à  45%  ^r^.  La  somme  des  aires  des  rivets  iraversam  la 
an 
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coniière  à  la  jonction  avec  le  longeron,  pour  un  intervalle  compris 

entre  deux  barres  parallèles  consécutives»  est  donc  égale  à-^— 

millimètres  carrés. 

32  J.  L'autre  méthode  s'applique  aux  ponts  à  treillis  et  aux  ponts 
à  poutre  pleine.  Elle  résulte  d'une  interprétation  de  l'équation  fon- 
damentale : 

dM  =  kdx. 

Cette  équation  indique  que  l'effort  tranchant  A  en  un  point  quel- 
conque  de  la  poutre,  est  égal  à  la  variation  -7-  du  moment  fléchis- 
sant en  ce  point,  rapportée  à  l'unité  de  longueur. 

Or  si  l'on  désigne  par  h  la  distance  verticale  comprise  entre  le& 
cornières  qui  réunissent  l'âme  du  double  T  aux  deux  semelles,  et 
par  /  la  force  qui  tend  à  faire  glisser  )a  cornière  le  long  de  la  se- 
melle, rapportée  à  l'unité  de  longueur,  on  aura  -^  ==  A/;  car  le  mo- 
ment hf  du  couple  (/,  — /)  est  ce  qui  s'ajoute  par  unité  de  lon- 
gueur au  moment  M  au  point  considéré.  Donc  A  =  hf^  et  par  suite 

/=  7.  Il  suffit  donc,  pour  calculer  le  nombre  de  rivets  à  placer  par 

mètre  courant  de  cornières,  de  diviser  l'effort  tranchant  par  la  dis- 
tance verticale  entre  les  cornières  hautes  et  basses  de  la  poutre,  puis 
de  diviser  par  6  le  résultat,  et  de  chercher  combien  de  rivets  d'un 
diamètre  donné  produisent  une  section  équivalente  à  ce  quotient. 

La  somme  des  aires  des  rivets  par  unité  de  longueur  est  r^  milli- 
mètres carrés. 

Ces  deux  méthodes  donnent  le  même  résultat;  en  effet,  la  première 

formule,  -^— ,  s'applique  à  l'intervalle  de  deux  barres  consécutives 
ion       '^'^  ^ 

ou  à  la  longueur  -,  et  par  suite,  rapportée  à  l'unité  de  longueur, 

elle  se  réduit  à 
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expression  identique  à  ^,  lorsqu'on  attribue  à  A  sa  valeur  inaxi- 
pl 
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CHAPITRE  m. 

EXAMEN  DES  DIVERS  TYPES  DE  POUTRES  DROITES. 


322.  Les  ponts  à  poutre  droite  n'exercent  pas  de  poussée  horizontale 
sur  leurs  appuis,  du  moins  dans  les  températures  moyennes  ;  les  va- 
riation» de  température  donnent  lieu  à  des  poussées  qui  restent  tou- 
jours très-faibles,  pourvu  qu'on  interpose  entre  la  poutre  et  ses  ap- 
puis des  rouleaux  ou  des  glissières  laissant  toute  liberté  à  la  dilata- 
tion du  métal.  On  fixe  seulement  les  poutres  sur  Fun  de  leurs  appuis 
voisins  du  centre  de  leur  longueur  totale.  Pour  dor^ner  la  même  li- 
berté à  la  voie,  il  suffit,  à  l'entrée  et  à  la  sortie  du  pont,  de  fendre  en 
long  chaque  rail  sur  une  petite  longueur,  et  de  laisser  l'une  des  moi- 
tiés glisser  le  long  de  l'autre  en  suivant  le  mouvement  général  du 
tablier  métallique. 

Le  montage  des  ponts  à  poutre  droite  peut  se  faire  d'une  infinité 
de  manières. 

On  peut  construire  le  pont  directement  en  place,  en  élevant  d'abord 
un  écharaudage  analogue  aux  cintres  des  ponts  en  maçonnerie* 
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Qn  peut  construire  les  poutres  à  plat  sur  échafaudage,  à  côté  de 
leur  place  définitive  ;  il  ne  reste  plus  alors  qu'à  les  lever. 

On  peut  les  construire  à  plat  sur  chantier,  les  lever,  et  les  ame- 
ner en  place,  soit  en  les  roulant  sur  le  remblai,  soit  en  les  faisant 
flotter. 

On  peut  encore  construire  une  poutre  continue,  et  la  pousser  sur 
ses  appuis  au  fur  et  à  mesure  de  son  avancement,  et  même  il  est 
possible  de  faire  servir  la  poutre  à  la  construction  de  ses  appuis 
successifs.  C'est  ce  qu'on  a  fait  au  pont  de  Fribourg  :  la  poutre  con- 
tinue était  poussée  jusqu'à  ce  qu'elle  eût,  sur  le  dernier  appui  posé, 
une  saillie  égale  à  la  longueur  d'une  travée;  elle  était  roidie  par 
des  haubans,  et  servait  d'appontement  pour  descendre  les  éléments 
de  la  colonne  métallique  qui  devait  former  l'appui  suivant. 

La  forme  de  poutre  droite  laisse  aux  cours  d'eau  le  plus  grand 
débouché  possible. 

C'est  la  forme  qui  convient  le  mieux  aux  passages  des  fleuves  pour 
lesquels  les  fondations  sont  difTiciles  ;  les  piles  en  rivières  ne  sont 
jamais  sollicitées  au  renversement,  ce  qui  convient  particulièrement 
aux  fondations  tubulaires.  Les  effets  des  tassements,  s'il  s'en  produit, 
sont  plus  faciles  à  réparer  que  dans  tout  autre  système. 

Pour  les  petites  portées,  la  poutre  droite  est  de  toutes  les  formes 
celle  qui  demande  le  moins  d'épaisseur  pour  les  tabliers.  Aussi  est- 
elle  employée  de  préférence  à  toute  autre  à  la  rencontre  des  voies 
qui  se  croisent,  lorsqu'on  n*a  pas  la  liberté  d'écarter  leurs  différents 
niveaux. 

Enfin  la  poutre  droite  est  entièrement  indifférente  au  biais  des 
ouvrages. 

S23.  Les  ponts  à  poutre  droite  se  prêtent  à  une  multitude  de  dispo- 
sitions particulières. 

On  peut  placer  le  tablier  : 

!<*  Au  bas  des  fermes; 

2*  A  mi-hauteur  des  fermes; 

5"  Au  haut  des  fermes. 

!•  Quand  le  tablier  est  en  bas  des  fermes,  il  est  soutenu  par  des 
pièces  transversales  appelées  pièces  de  nont-  Si  la  ferme  n'a  qu'une 
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faible  hauteur,  elle  forme  garde-corps  de  chaque  côté  du  tablier;  mais 
cette  disposition  n'est  admissible  que  pour  les  hauteurs  libres  de  fer- 
mes très-limitées.  Au  delà  d'une  certaine  hauteur,  la  poutre  doit  être 
contre- ventée  par  le  haut,  ce  qui  suppose  une  hauteur  totale  assez 
grande  pour  qu'on  puisse  entretoîser  les  deux  fermes  conjuguées  par- 
dessus la  voie. 

Quelques  constructeurs  attachent  les  pièces  de  pont  au-dessous  d« 
la  semelle  inférieure  des  fermes.  Cette  méthode  est  peu  rationnelle, 
car  il  est  avantageux  de  donner  à  la  ferme  toute  la  hauteur  dispo- 
nible. 

Les  ponts  pour  chemin  de  fer  ont  en  général  deux  voies.  Tantôt 
on  les  réunit  sur  un  tablier  unique  en  les  plaçant  toutes  deux  sur 
les  mêmes  pièces  de  pont:  La  pièce  de  pont  a  dans  ce  cas  une  lon- 
gueur de  7  à  8  mètres,  et  une  hauteur  de  0^,70  au  minimum.  Cette 
grande  longueur  donne  de  l'élasticité  à  la  pièce  de  pont.  La  dispo- 
sition que  nous  décrivons  présente  en  outre  plusieurs  avantages. 
D'abord  elle  permet  de  prolonger  en  ligne  droite  les  deux  voies  aux 
abords  des  ponts  sans  les  dévier;  elle  conduit  de  plus  à  une  économie 
de  métal.  Un  pont  de  chemin  de  fer  est  rarement  soumis  dans  l'ex- 
ploitation à  une  surcharge  totale  sur  les  deux  voies  à  la  fois.  En  gé- 
néral, une  seule  voie  est  chargée  intégralement ,  l'autre  restant  vide. 
La  surcharge  se  répartit  alors  inégalement  entre  les  deux  fermes  qui 
supportent  le  tablier,  et  la  totalité  du  métal  contribue  toujours  à 
supporter  ce  poids  additionnel.  Il  n'en  est  pas  de  même  pour  un 
pont  à  deux  tabliers  indépendants ,  le  passage  d'un  train  sur  une 
voie  n'utilisant  en  rien  l'élasticité  de  l'autre  voie.  Par  cette  raison, 
on  pourrait  sans  danger  réduire  d'un  tiers  environ  les  surcharges 
admises  pour  une  voie  unique ,  quand  on  les  applique  aux  tabliers 
à  double  voie.  Il  est  vrai  que,  par  contre,  les  pièces  de  ponts  sont  plus 
longues  que  pour  une  simple  voie,  et  sont  aussi  plus  lourdes.  Un  au- 
tre avantage  des  ponts  qui  ont  deux  voies  sur  un  même  tablier,  c*est 
qu'ils  ont  une  grande  largeur  transversale»  ce  qui  permet  d'augmenter 
leur  hauteur  en  proportion. 

Les  ponts  à  tabliers  indépendants  ont  des  pièces  de  pont  de  i^'^fii 
environ  de  portée.  L'entre- voie  est  plus  grande  sur  le  pont  qu'aux 
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abords,  et  par  suite  les  voies  doivent  s'écarter  pour  entrer  chacune 
sur  le  tablier  qu'on  lui  destine,  puis  se  rapprocher  après  qu'elles  en 
sont  sorties,  ce  qui  fait  deux  courbes  à  inflexion.  Ce  système  demande 
un  peu  plus  de  métal  que  le  système  à  tablier  unique  ;  mais  il  a  l'avan- 
tage de  faciliter  l'entretien  du  pont,  et  de  permettre  l'ajournement  de 
la  construction  d'une  moitié  de  l'ouvrage. 

La  disposition  mixte  qui  consiste  à  avoir  trois  fermes,  dont  l'in- 
termédiaire soutient  à  la  fois  les  deux  tabliers,  a  les  inconvénients 
des  ponts  à  deux  tabliers  séparés,  en  ce  qui  concerne  la  déviation 
des  voies  aux  abords  ;  elle  est  moins  économique  que  le  système  à 
tablier  unique;  elle  ne  donne  ni  la  possibilité  d'ajourner  une  partie 
de  la  construction ,  ni  aucune  facilité  pour  l'entretien.  Enfin  elle  ne 
paraît  présenter  aucun  avantage. 

2*  La  position  de  la  voie  à  mi-hauteur  des  feimes  permet  d' entre- 
toiser les  fermes  par-dessous  le  tablier  ;  le  haut  des  fermes  s'élève 
en  garde-corps  au-dessus  des  rails.  Telle  est  la  coupe  du  pont  de 
Langon ,  sur  la  Garonne.  On  pense  qu'elle  a  pour  effet  de  réduire, 
lors  du  passage  des  trains,  la  communication  des  vibrations  dans  le 
métal  des  fermes. 

3«  Lorsque  la  voie  est  en  haut  des  fermes,  on  peut  ou  bien  sup^ 
primer  les  pièces  de  pont ,  et  faire  porter  directement  chaque  rail 
sur  une  ferme;  les  accotements  doivent  alors  être  en  encorbellement 
sur  les  fermes  extérieures  -,  on  les  soutient  par  des  bras  qui  abou- 
tissent au  garde-corps  ; 

Ou  bien  donner  aux  fermes  un  espacement  un  peu  différent  de 
celui  des  rails ,  et  poser  les  voies  sur  de  petites  poutrelles  en  fer  à 
double  T,  prolongées  de  manière  à  comprendre  aussi  la  largeur  de 
l'accotement.  On  obtient  par  là  plus  d'élasticité  dans  le  tablier,  en 
perdant,  il  est  vrai,  un  peu  de  hauteur  pour  les  fermes. 

Enfin  lorsque,  par  une  raison  quelconque,  on  ne  peut  employer 
que  deux  fermes  pour  soutenir  les  deux  voies,  ce  qui  a  lieu ,  par 
exemple ,  quand  les  fermes  doivent  reposer  sur  deux  colonnes  mé- 
taUiques,  on  les  réunit  par  en  haut  au  moyen  d'une  véritable  pièce 
de  pont. 

Dans  tous  les  cas,  on  n'est  jamais  embarrassé  pour  les  entretoise- 
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ments,  qui  peuvent  prendre  toute  la  hauteur  de  la  poutre  au-dessous 
du  tablier. 


n^UTEUR   DE   LA   POUTRE  DROITE. 

32A.  Dans  certains  ponts  à  poutre  droite,  la  hauteur  de  la  poutre 
n'est  pas  la  même  en  tous  les  points  de  la  portée;  elle  est  maximum 
au  milieu,  et  elle  se  réduit  à  quelques  centimètres  sur  les  appuis.  On 
en  voit  un  exemple  remarquable  dans  le  pont  construit  à  Atlone,  sur 
le  Shannon,  pour  le  passage  de  la  ligne  de  DubUn  à  Galway.  Mais 
cette  disposition  est  loin  d'être  entièrement  satisfaisante,  et  l'on 
peut  y  faire  plusieurs  objections.   , 

La  forme  extérieure  parabolique  qu'on  a  l'habitude  de  donner  aux 
pièces  de  fonte  J;elles  que  balanciers  de  machine  à  vapeur,  bielles, 
jambes  de  force,  etc.,  n'est  pas  aussi  convenable  dans  les  construc- 
tions en  tôle,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  observer  (g  isS);  en 
effet,  il  est  préférable,  quand  on  emploie  le  fer  laminé,  d'obtenir 
l'égalité  de  résistance  en  faisant  varier,  d'une  section  à  l'autre, 
l'épaisseur  ou  le  nombre  des  tôles  assemblées.  La  hauteur  de  la 
section  est  un  des  éléments  principaux  de  la  résistance  ;  générale^ 
ment,  plus  elle  est  grande,  plus  elle  permet  d'économiser  de  ma^ 
tière,,  et  ce  principe  s'applique  à  toutes  les  sections  de  la  poutre, 
celles  qui  sont  voisines  des  culées  comme  à  celles  qui  sont  au  centre 
de  la  portée.  Il  y  a  donc  un  avantage  assuré  à  donner  partout  à  la 
poutre  toute  la  hauteur  qu'elle  peut  avoir,  sauf  à  réduire  lei  épais- 
seurs en  proportion  des  efforts  que  chaque  point  des  diverses  sec- 
tions doit  subir. 

La  forme  parabolique  pour  le  dessus  des  poutres  droites  a  de  plus 
le  double  inconvénient  de  restreindre  à  une  faible  longueur  la  région 
où  il  est  possible  d'entretoiser  les  fermes  par  le  haut,  et  d'exiger  que 
les  fermes  soient  couples  sur  tous  les  appuis  (i).  Au  point  de  vue  de 


(1)  Us  formes  qoe  nous  ayons  indigoées  S  203  éTiteot  cet  incoDTénient. 
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Téconomie ,  elle  est  donc  très-inférieure  à  la  forme  de  poutre  droite 
continue  à  plusieurs  travées. 

La  poutre  tubulaire  qui  franchit  le  détroit  de  Menai  n'a  pas  en 
tous  points  la  même  hauteur.  L'arête  supérieure  de  cette  poutre 
dessine  une  parabole  dont  le  sommet  se  trouve  au-dessus  de  l'appui 
central.  La  hauteur  excède  à  peine  7  mètres  aux  deux  bouts  du  pont, 
et  dépasse  g  mètres  au  milieu.  Cette  altération  n'a  eu  d'autre  objet 
que  de  donner  au  pont  un  aspect  un  peu  plus  satisfaisant. 

En  définitive,  la  forme  la  plus  convenable  pour  une  poutre  droite 
est  celle  qui  donne  à  la  poutre  une  hauteur  informe.  Cette  hauteur 
varie  généralement  du  huitième  au  douzième  de  la  portée;  en 
moyenne  on  peut  prendre  le  dixième.  Dans  les  cas  où  Ton  est  gêné 
par  des  conditions  particulières,  on  descend  au-dessous  du  rapport 
du  douzième,  mais  alors  les  flèches  prises  par  la  poutre  tendent  à 
devenir  de  plus  en  plus  grandes. 

La  hauteur  ne  doit  pas  excéder  une  fois  et  demie  enViifon  la  lar- 
geur du  pont  (§  304)9  de  sorte  que  les  ponts  à  un  seul  tablier  pour  les 
deux  voies,  dont  la  largeur  hors  œuvre  atteint  9  mètres,  permettent 
de  donner  aux  poutres  une  hauteur  de  1 3  à  14  mètres,  tandis  que  les 
ponts  à  tabliers  indépendants,  qui  n'ont  quelquefois  que  6  mètres 
de  large,  reçoivent  des  hauteurs  de  g  mètres  au  maximum. 

Enfin,  si  la  voie  est  au  bas  des  fermes,  il  faut  compter  de  &^fio 
à  o~,8o  pour  l'épaisseur  du  tablier,  et  si  on  limite  à  i*,70  la  hauteur 
libre  de  la  poutre  en  garde-corps,  on  voit  que  le  maximum  de  la 
portée  qu'on  peut  franchir  sans  contreventement  supériew  serait, 
avec  la  proportion  du  dixième,  égal  à 

(0.80  +  i.70)  X  10  ou  k  25  mètres. 

Au  delà  il  faudrait  un  contreventement  supérieur,  lequel  devrait 
être  situé  à  4'"tSo  environ  au-dessus  du  plan  des  rails;  ajoutant  o'",3o 
pour  épaisseur  de  ce  contreventement,  on  a  poju:  hauteur  totale,  au 
minimum, 

0.80 +  4.50  + 0.30  =  5-.60; 

ce  qui  correspond  à  une  portée  moyenne  de  5,6ox  1 0,  ou  de  56  mètres. 
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Ces  limites  n*ont  rien  d'absolu  «  puisque  l'épaisseur  du  tablier, 
celle  du  contreventement  et  le  rapport  de  la  hauteur  à  la  portée,  sont 
des  éléments  très-variables  d'un  pont  à  l'autre.  Elles  montrent  pour- 
tant que  les  portées  comprises  entre  siô  et  5o  mètres  sont  peu  corn* 
modes  pour  la  construction  de  ponts  avec  voie  au  bas  des  fermes. 


POUTRES  PLEINES  ET  TREILUS  DES  DIVERS  SYSTÈMES. 

325.*  Les  ponts  à  poutre  droite  sont  à  poutre  pleine  ou  à  treillis. 

Nous  avons  déjà  comparé  ces  deux  systèmes  au  point  de  vue  de  l'éco- 
nomie du  métal  {%  5o6) .  Nous  avons  reconnu  qu'à  égalité  de  résistance, 
la  poutre  pleine  est,  en  général,  plus  économique  que  le  treillis. 

Le  vrai  défaut  de  la  poutre  pleine,  pour  les  grands  ouvrages,  est 
l'aspect  même  de  Touvrage. 

Le  treillis  peut  être  à  mailles  serrées  ou  à  mailles  lâches;  il  peut 
être  à  barres  plates  ou  à  barres  de  forme  plus  étudiée  ;  il  peut  être 
simple  ou  double. 

L'avantage*  qu*on  trouve  à  serrer  les  mailles  d'un  treillis  est  de 
réduire  le  poids  des  barres  prises  individuellement.  On  est  quelquefois 
amené,  quand  la  maille  est  lâche,  à  donner  aux  barres  un  poids  su* 
périeur  à  la  limite  du  poids  de  métài  qu'on  peut  manier  au  laminoir. 
On  est  alors  forcé  de  diviser  la  barre  dans  le  sens  de  la  longueur,  ce 
qui  revient  à  augmenter  le  nombre  total  des  barres.  Il  y  a  aussi  moins 
de  discontinuité  dans  la  transmission  des  efforts  quand  le  treillis  est 
serré  que  quand  les  barres  sont  très-écartées.  Par  contre  la  roideur 
des  pièces  augmente  avec  leurs  dimensions,  lesquelles  sont  d'autant 
plus  grandes  que  le  nombre  des  barres  est  plus  petit. 

DISCUSSION   d'une  ORJEGTION   CONTRE   LES  POUTRES  A  TREILLIS 
A   RARRES   PLATES. 

326.  Les  barres  qui  constituent  un  treillis  simple  ont  en  générai  un 
assez  faible  équarrissage  ;  parmi  ces  barres,  les  unes  sont  étendues,  les 
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autres  comprimées;. aussi  certaius  ingénieurs  regardent-ils  ces  der- 
nières barres  comme  placées  dans  des  conditions  très-défavorables 
de  résistance  et  proposent-ils  de  les  remplacer  par  des  cornières, 
par  des  fers  à  T,  p^r  des  rails  Barlow,  présentant  des  dimensions 
latérales  plus  grandes  dans  tous  les  sens,  ou  bien  de  proscrire  d'une 
manière  absolue  les  treillis  simple^,  Lattice^  pour  y  substituer  les 
treillis  doubles,  Braced^  où  les  barres  comprimées  sont  elles-mêmes 
des  pièces  à  treillis,  offrant  de  la  résistance  aux  flexions  latérales. 

Sans  contester  l'efficacité  de  ces  moyens,  qui  ajoutent  assurément 
à  la  roideur  de  la  poutre,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  l'objection 
faite  aux  ponts  à  treillis  simple,  n'a  pas  toute  la  valeur  qu'on  peut 
être  tenté  de  lui  attribuer. 

Rappelons  ici  (§  io4)  que  E  désignant  le  coefficient  d'élasticité  de 
la  manière  qui  compose  une  pièce  comprimée  par  ses  abouts,  I  le 
moindre  moment  d'inertie  de  la  section  transversale  de  la  pièce  par 
rapport  à  toute  droite  menée  dans  son  plan  par  son  centre  de  gravité. 
L  étant  enfin  la  longueur  libre  de  la  pièce,  le  calcul  indique  pour  va- 
leur de  la  force  f  qui  produit  une  flexion,  l'expression 

dans  laquelle  ic  est  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  et  K 
un  entier  quelconque,  de  sorte  que  la  moindre  valeur  de  (p  corres- 
pond à  la  moindre  valeur  de  K,  ou  à  K  égal  à  Tunité  ;  la  pièce  ne 
fléchira  donc  pas  sous  l'action  d'une  force 

«El 

Gela  posé,  soit  b  la  largeur  et  a  l'épaisseur  d'une  barre  de  treillis 
dont  L  soit  la  longueur  libre  ;  on  aura 


donc 
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-^  est  la  pression  moyenDC  par  unité  de  section  dans  la  barre.  Si  l'on 

adopte  pour  linmite  de  cette  pression  5  kilogrammes  par  millimètre 

quarré,  le  maximum  de  -^  sera  5  ooo  ooo,  et  remplaçant  tc  et  E 

par  leurs  valeurs  3.  i4  et  2  x  10**,  on  voit  qu'il  suffit,  pour  que  la 
flexion  ne  tende  pas  à  se  produire,  que  Ton  ait  : 


a      4  /     500 
L  ^  V  (3.1 4)« 


000  X  12 


OU,  en  effectuant  les  opérations  : 


^  >  0,017. 


Cette  inégalité  donne  une  limite  inférieure  de  la  moindre  dimen- 
sion de  la  barre  comprimée  en  fonction  de  la  longueur  L.  Reste  à 
savoir  ce  que  c'est  que  la  longueur  L.  Si  les  deux  systèmes  de  barres 
n'étaient  pas  rivés  Tun  à  l'autre  à  chaque  intersection  commune, 
L  serait  la  longueur  de  la  portion  de  la  barre  qui  reste  libre  entre  deux 
montants  verticaux  consécutifs  ;  en  appelant  L' la  distance  horizontale 
entre  ces  montants,  le  treillis  étant  supposé  à  4^%  on  aurait 
L=Uv^  =  Lxi.4*-En  général  les  montants  verticaux  sont  éga- 
lement espacés  dans  la  longueur  de  la  ferme  et  tombent  à  l'aplomb 
des  pièces  de  pont,  quand  il  y  en  a  ;  de  sorte  que  L' est  au  plus  égal 
à  a^.So;  donc  L  est  au  plus  égal  à  3".  525. 

Le  calcul  conduirait  donc  pour  a  aune  limite  inférieure  de  o"*,o6o, 
épaisseur  évidemment  exagérée. 

Ce  résultat  est  inadmissible  pour  une  barre  plate,  mais  nous  y 
avons  été  conduits  par  une  pure  hypothèse,  car  larivure  d'une  barre 
comprimée  avec  toutes  les  barres  qu'elle  rencontre  influe  évidena- 
ment  sur  la  résistance  de  cette  barre  à  la  flexion  latérale,  et  réduit  la 
longueur  libre  L  à  une  faible  fraction  du  maximum  que  nous  avons 
adopté  dans  le  calcul  ;  si  L  est  seulement  réduit  au  quart  de  sa  ya* 
leur,  la  limite  inférieure  de  a  tombe  immédiatement  à  o^.oiô.  Pour 
que  cette  réduction  soit  possible,  il  suffit  qu'un  certain  nombre  de 
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points  équidistants  restent  fixes  dans  la  barre,  sans  même  quils 
soient  appelés  à  exercer  un  effort  appréciable  (§  106). 

D'ailleurs  les  barres  du  treillis  ne  sont  pas  assimilables  à  des 
pièces  dont  les  deux  extrémités  sont  libres  de  faire  im  angle  quel- 
conque avec  la  droite  qui  les  joint  Tune  à  Tautre,  et  suivant  laquelle 
s'exerce  l'effort  de  compression.  Elles  sont  comme  encastrées  par 
leur  rivure  avec  les  pièces  qui  les  rattachent  aux  bandes  horizontales 
et  à  la  paroi  verticale  à  l'aplomb  de  la  culée  ;  les  montants  verticaux 
maintiennent  encore  ces  barres  en  divere  points  de  leur  longueur  ; 
de  sorte  que  l'application  du  calcul  est  attaquable  à  ce  nouveau  point 
de  vue,  et  doit  conduire  à  des  résultats  trop  élevés. 

Enfin  les  deux  systèmes  de  barres,  rivés  l'un  à  l'autre,  forment 
en  réalité  un  système  unique,  et  ce  qui  se  passe  dans  l'un  d'eux  a 
sur  l'autre  une  influence  nécessaire.  Admettons  pour  un  instant  une 
flexion  dans  les  barres  comprimées  ;  cette  flexion  ne  peut  se  produire 
qu'en  entraînant  une  flexion  pareille  dans  les  barres  étendues  ;  or 
la  flexion  des  barres  étendues  ne  peut  avoir  lieu  sans  une  augmenta- 
tion du  degré  d'extension  de  ces  barres,  car  nous  devons  admettre 
que  les  montants  verticaux  de  la  poutre  s'opposent  à  toute  variation 
de  hauteur  de  la  ferme  (1).  Ainsi  le  résultat  nécessaire  d'une  flexion 
latérale  du  treillis,  c'est  l'augmentation  des  tensions  dans  toutes  les 
barres  du  système  étendu.  Mais  il  y  a  toujours  dans  chaque  sectioR 
transversale  de  la  poutre  tendance  vers  l'équilibre  entre  l'effort  tran- 
chant, les  tensions  des  barres  étendues  et  les  compressions  des  barres 
comprimées  ;  si  donc  les  tensions  augmentent,  comme  l'effort  tran- 
chant reste  toujom-s  le  même,  et  que  d'ailleurs  les  directions  des 


(1)  Les  montants  Yertlcaux  sont  surtout  très-utiles  pour  les  ponts  oùla.role  est  au 
bas  des  fermes.  Les  constructeurs  qui  donnent  de  la  roideur  aux  barres  du  treillis  sup- 
priment du  même  coup  les  montants  verticaux  ;  mais  alors  la  lépartition  des  efforts  exlé- 
rieors  entre  les  diverses  barres  de  treillis  n'est  plus  assurée  d'une  manière  aus^i  égale; 
car  la  charge  ne  se  transmet  du  tablier  aux  fermes  qu'aux  points  d'attache  de  chaque 
pièce  de  pont;  elle  s'exerce  donc  d*abord  sur  les  barres  de  treillis  qui  aboutissent  au 
droit  des  pièces  de  pont^  et  se  transmet  fort  indirectement  aux  barres  intermédiaires;  il 
n'en  est  plus  de  même  si  la  paroi  évidée  est  renforcée  par  des  montants  verticaux 
rattachant  pour  ainsi  dire  chaque  pièce  de  pont  à  toutes  les  barres  issues  des  inter- 
yalles  compris  entre  les  pièces  Toisines. 
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forces  ne  subissent  aucun  changement  appréciable,  il  faut  bien  que 
les  compressions  diminuent,  c'est-à-dire  que  la  flexion  latérale 
diminue  elle-même.  La  flexion,  si  elle  est  possible,  est  ainsi  es- 
sentiellement limitée,  puisque,  dès  qu'elle  commence,  Texcës  de 
tension  qui  se  développe  dans  les  barres  étendues  vient  soulager 
les  barres  comprimées,  et  prévient,  par  suite,  l'augmentation  de  la 
flexion. 

L'objection  faite  aux  barres  plates  ne  tient  pas  compte,  en  résumé, 
de  k  solidarité  des  deux  systèmes  de  barres  du  treillis  :  la  rivure  des 
barres  qui  se  croisent  sufiirait  pour  la  combattre.  L'expérience,  du 
reste,  prouve  que,  dans  les  conditions  ordinaires,  les  déviations  la- 
térales du  treillis,  s'il  y  en  a,  sont  renfermées  dans  des  limites  ex- 
trêmement étroites.  Les  treillis  sont  souvent  composés  de  barres  qui 
s'infléchissent  pour  passer  de  part  et  d'autre  de  la  feuille  qui  les^ 
rattache  aux  tables  horizontales.  Ce  tracé  est  peu  favorable,  puisque 
la  compression  des  barres  d'un  système  tend  à  les  courber  davan- 
tage, tandis  que  l'extension  des  barres  de  l'autre  système  tend  à  les 
redresser  ;  mais  le  seul  inconvénient  qui  en  résulte  pour  la  stabilité 
du  pont,  est  la  nécessité  où  l'on  se  trouve  de  renforcer  les  rivets  qui 
unissent  les  deux  systèmes.  La  résistance  de  la  ferme  n'en  reçoit  au- 
cune espèce  d'atteinte.  Nous  pensons  donc  que  la  substitution  des 
fers  à  T,  de  cornières,  ou  de  rails  Barlow  aux  barres  plates  d'un 
treillis  lattice,  n'est  pas  indispensable.  Le  treillis  double,  autre  solu- 
tion destinée  à  prévenir  la  flexion  dès  barres,  présente  ausâ  un  in- 
convénient assez  grave,  celui  de  la  complication  des  assemblages.  Un 
treillis  simple,  roidi  par  des  montants  verticaux  qu'on  utilise  d'ail- 
leurs pour  le  contreventement  et  l'entretoisement  des  fermes,  et  qui 
a  r  avantage  de  répartir  avec  une  grande  uniformité  les  efforts  entre 
toutes  les  barres,  est  peut-être  encore  la  solution  la  plus  satisfai- 
sante du  problème  des  ponts  à  grande  portée,  toutes  les  fois  qu'on 
le  se  résigne  pas  à  l'emploi  plus  économique  des  ponts  à  poutre 
.  leine. 

Dans  tous  les  cas,  ce  qu'il  faut,  c  est  ne  pas  demander  aux  barres 
un  travail  exagéré.  Les  ponts,  comme  on  en  voit,  où  la  barre  du 
treillis  supporte  plus  de  6  kilogrammes  par  millimètre  carré,  et  où 
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elle  est  fixée  par  un  seul  rivet  aux  cornières  des  tables  horizontales» 
sont  exposés  à  des  avaries  qu'il  était'  facile  de  prévoir  d'avance. 
Ajoutons  que  le  ferraillement  observé  dans  certains  ponts  à  treillis, 
près  des  culées  et  près  des  piles,  doit  être  attribué,  non  au  système 
de  treillis  pris  en  lui-même,  mais  à  Foubli  du  calcul  préalable  d'un 
point  essentiel,  la  résistance  à  Técrasement  dans  les  sections  bon- 
aontales  des  parties  portant  directement  sur  les  appuis  (§  3o5).  Dans 
plusieurs  ouvrages  insuffisamment  étudiés,  il  a  fallu  compléter  après 
coup,  par  l'addition  d'armatures  en  fonte,  l'ossature  de  la  poutre 
sur  ses  appuis.  L'avantage  même  des  constructions  en  fer  résulte  de 
ce  que  tout  peut  y  être  calculé  de  telle  sorte  qu'on  arrive  à  propor- 
tionner partout  la  quantité  de  matière  aux  efforts  que  cette  matière 
aura  à  subir.  Le  système  ainsi  composé  est  voisin  de  l'équilibre 
strict;  il  faut  donc  que  tous  les  points  y  soient  traités  avec  un  soin 
égal;  autrement  une  insuffisance  en  un  point  particulier  se  trahit 
sur-le-champ  par  une  déformation  ou  par  un  accident  plus  grave.  Les 
économies  sont  admissibles  quand  elles  sont  réalisées  par  un  emploi 
plus  intelligent  de  la  matière,  mais  non  quand  elles  résultent  de  sup- 
pressions ou  de  réductions  arbitraires  dans  des  pièces  qui  toutes  ont 
leur  utilité. 

327.  Lorsqu'on  n'emploie  pas  les  barres  plates,  on  se  sert  pour  les 
treillis  de  fers  à  T,  ou  de  rails  Barlow,  ou  enfin  de  barres  en  Û  ;  ce 
dernier  type  se  rencontre  en  Autriche  sur  le  réseau  de  la  compagnie 
des  chem.ins  de  fer  de  l'État.  Les  barres  des  deux  systèmes  sont 
rivées  à  la  jonction  des  semelles  plates  qui  s'appliquent  l'une  contre 
l'autre,  et  la  partie  cylindrique  de  l'Û  leur  donne  de  la  roideur  dans 
tous  les  sens.  L'aspect  des  ponts  construits  dans  ce  système  est 
très-satisfaisant,  grâce  aux  jeux  d'ombre  et  de  lumière  produits  par 
les  saillies  des  parties  courbes  du  treillis.  La  poutre  n'a  pas  de 
montants  verticaux,  puisqu'ils  seraient  inutiles  pour  la  roidir.  Dans 
les  derniers  ponts  construits  sur  ce  réseau,  les  barres  du  treillis 
sont  inclinés  à  4^''  sur  la  verticale  au  centre  de  la  portée,  et  se 
redressent  graduellement  jusqu'à  s5*prës  des  appuis.  La  maille  n'est 
carrée  qu'au  milieu  de  la  poutre,  et  forme  une  suite  de  losanges  de 
plus  eu  plus  aigus,  à  mesure  qu'on  approche  des  deux  bouts  de  la 
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travée.  Cette  disposition  est  critiquable,  aussi  bien  que  celle  qui  con- 
siste à  faire  varier  la  hauteur  d'une  poutre  d'un  point  à  l'autre  de  sa 
longueur;  car  le  minimum  du  poids  du  treillis  correspond  à  une 
inclinaison  de  4&*  dans  toute  section,  et  la  variation  de  Fangle  des 
barres avecla  verticale  ne  saurait  être  économique.  Elle  peut  conduire, 
il  est  vrai,  à  adopter  dans  tout  le  pont  un  même  modèle  de  barres; 
mais,  outre  qu'elle  donne  un  excès  de  poids,  elle  nuit  à  l'aspect  de 
la  poutre.  De  loin,  l'œil  cherche  dans  ces  treillis  une  surface  cylin- 
drique découpée  diagonalementen  carrés  égaux,  qui  se  présentersûent 
en  vraie  giandeur  au  centre  de  la  poutre,  et  en  laccourci  vers  les 
extrémités. 

Les  fers  spéciaux  se  pi'êtent  plus  diiftcilement  que  les  fers  plats 
aux  variations  des  sections.  Ils  ont  aussi  l'inconvénient  de  toutes  les 
formes  exceptionnelles  :  la  fabrication  en  est  plus  difficile,  le  prix  de 
revient  plus  élevé,  la  pose  plus  délicate. 

328.  Le  treillis,  comme  nous  l'avons  vu,  peutêtre  double  ou  simple; 
le  treillis  double  est  le  système  qui  assure  aux  fermes  la  plus  grande 
rigidité.  L'âme  de  la  ferme  est  dédoublée,  et  ses  deux  parois  paral- 
lèles sent  entretoisées  l'une  avec  l'autre,  barre  comprimée  à  barre 
comprimée,  par  une  série  d'éléments  qui  en  découpent  llntervalle  en 
triangles  à  peu  près  équilatéraux.  Ce  système  a  été  appliqué  au  pont 
de  Drogheda,  sur  la  Boyne,  en  Irlande,  et  à  un  grand  nombre  d'autres 
ouvrages. 
Dn  système  mixte  de  treillis  double  a  été  employé  au  pont  de 

PokrolF,  sur  la  Kliazma  (Russie).  Ce 
système  consiste  à  entretoiser  les  deux 
âmes  en  treillis  plat  d'une  même  ferme, 
par  un  double  T  vertical,  placé  à  l'a- 
plomb  des  pièces   de   pont  succès- 

__,..^.,__  sives. 

Le  seul  inconvénient  de  .ces  divers 
systèmes  est  la  complication  des  tracés  et  les  sujétions  du  mon- 
tage. 

Les  ponts  à  poutre  pleine  peuvent  aussi  recevoir  une  âme  double. 
On  est  quelquefois  conduit  à  ce  dédoublement  par  l'iusufiisaDce  de 
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Fig.  262. 
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la  hauteur  libre  de  la  poutre.  Il  faut  alors  séparer  en  deux  la  table 
supérieure.  Cette  solution  a  été  adoptée  pour  le  pont 
du  Tagliamento,  sur  le  chemin  de  fer  qui  rattache  la 
ligne  de  Vienne  à  Ti  îeste  à  la  ligne  de  Venise  à  Vérone. 
On  n'avait  là  qu'une  faible  hauteur  disponible  entre  le 
plan  des  rails  et  le  niveau  des  hautes  eaux.  Le  rail  est 
noyé  entre  deux  poutres  jumelles,  dont  les  parois  ver- 
ticales se  réunissent  en  bas  à  une  semelle  commune. 
Des  cloisons  placées  de  distance  en  distance  entretoisent  ces  deux 
parois.  Ou  ne  s* est  résigné  à  cette  disposition  peu  commode,  qu'à 
cause  de  l'insuffisance  de  la  hauteur  libre  pour  les  fermes. 
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CHAPITRE   IV. 


POUTRES  AMÉRICAINES  DU  SYSTÈME  DE  HOWE. 


329.  Les  poutres  américaines  du  système  de  Howe  sont  composées 
comme  il  suit  : 
Deux  longerons,  l'un  supérieur  AA',  l'autre  inférieur  BB'  ; 
Des  boulons  équidistants  MN,  M'N\  qui  tendent  à  rapprocher 
les  deux  longerons,  et  dont  on  peut  régler  à  volonté  le  serrage; 
Des  croisillons  EF,  ET  dans  chaque  entre-boulon;  ils  butent 

contre  des  coussinets  E,  E',  F,  F, 
traversés  par  les  boulons;  les 
F^bt/  croisillons  s'opposent  au  rap- 
prochement deslongerons.  L'in- 
tervalle de  deux  boulons  con- 
sécutifs, MN,  M'N',  est  appelé 
panneau  ou  entre-boulon.  Les 
poids  qui  sollicitent  la  ferme 
peuvent  être  supposés  concentrés  sur  les  boulons  MN,  M'N' 
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Tel  est  le  système  réduit  à  ses  parties  essentielles  ;  mais  on  peut 
former  une  poutre  américaine  à  doubles  croisillons  ou  à  triples  croi- 
sillons, comme  les  figures  ci-dessous  le  représentent.  Ces  systèmes 
sont  dérivés  du  système  à  croisillons  simples,  que  nous  nous  borne* 
rons  à  étudier  avec  quelque  dé|aiL 

Fig.  2€4. 


330.  Supposons  une  poutre  américaine  chargée  de  poids  et  posée 
sur  deux  ou  sur  lin  plus  grand  nombre  d'appuis  de  niveau.  Coupons 
cette  poutre  par  deux  plans  verticaux,  perpendiculairement  à  Taxe 
de  la  pièce,  et  menés  par  les  milieux  de  deux  entre-boulons  consé- 
cutifs; puis  introduisons  dans  les  sections  rencontrées  par  ces  plans 
sécants  des  forces  égales  aux  actions  moléculaires  supprimées  par  la 
coupure. 

Appelons  E^  la  force  de  compression  du  longeron  supérieur  dans 
Tentre-boulon  n*  k  ; 

¥f,j  la  force  d'extension  dans  le  longeron  inférieur  dans  ce  même 
entre-boulon  ; 

Pjk,  la  force  de  compression  de  la  barre  qui  monte  de  gauche  à 
droite  dans  Tentre-boulon  n*  A; 

Qa,  la  force  de  compression  de  la  barre  qui  descend  de  gauche  i 
droite  dans  ce  même  entre-boulon. 

Les  mêmes  lettres  avec  l'indice  k  —  i  désigneront  les  forces  ana* 
logues  dans  Tentre-boulon  n^  {k —  i),  à  gauche  de  Tentre-boulon 
n^A. 

La  force  R^  représente  la  tension  du  boulon  AB  qui  sépare  les 
Fig.  m.  boulons  n*  (A  —  i)  et  n*  A;  nous 

ik)    „  lui  donnons  l'indice  de  l'entre-boulon 

situé  à  sa  droite. 
Appelons  encore  : 
^k  tt,   l'angle  constant  formé  par  les 

barres  des  croisillons  avec  la  verticale  ; 


DES  POUTRES  AMERICAINES.  569 

p,  le  poids  supporté  pur  la  poutre  par  unité  de  longueur;  nous  le 
supposerons  constant.  Si  p  était  variable,  il  faudrait  au  moins  quil 
fût  constant  dans  tout  Tintervalle  compris  entre  les  milieux  de  deux 
entre-boulons  successifs,  et  Ton  devrait  lui  donner  l'indice  du  boulon 
qui  partage  en  deux  la  longueur  à  laquelle  le  poids  p  se  rapporte; 
cette  hypothèse  revient  à  supposer  les  charges  concentrées  sur  les 
boulons; 

a»  la  longueur  constante  d'un  entre-boulon  quelconque; 

A,  la  hauteur  de  la  poutre,  mesurée  verticalement  entre  les  lignes 
d'axe  des  deux  longerons. 

Nous  pourrons  écrire  les  conditions  d'équilibre  qui  sont  au  nom- 
bre de  trois  : 

Équation  des  composantes  horizontales: 
n»^j  —  Fk.,  -h  Pfc^ 8in  a  +  Qu^  sin  «  =  H*—  F»  +  P* sin  a  +  Q*  sin a. 

Équation  des  composantes  verticales: 
Pi-i  CCS  «  +  Q»  008  «  =  pa  +  Q»-4  ces  «  +  P*  cos  a. 

Équation  des  moments  par  rapport  à  un  point  quelconque^  par 
rapport  au  point  B,  par  exemple  : 

(H»-,  —  Hk) A  +  (Pk_,  —  Qk)h  sin  «  =  0. 

331.  Ces  trois  équations  ne  comprennent  pas  R*;  pour  déterminer 
cette  force,  il  faut  supposer  le  boulon  coupé,  et  poser  les  équations 
d'équilibre  des  forces  qui  agissent  sur  l'un  des  points  A  ou  B  pris 
isolément.  Pour  n'avoir  pas  à  distinguer  plusieurs  cas,  suivant  que 
le  poids  pa  de  l'entre-boulon  est  appliqué  tout  entier  en  haut  des 
fermes,  en  A,  ou  tout  entier  concentré  au  point  B,  ou  enfin  partagé 
entre  les  deux  longerons,  nous  supposerons  qu'on  connaît  d'avance 
la  décomposition  du  poids  p  entre  les  deux  longerons,  et  nous  appel- 
lerons p'  la  portion  de  ce  poids  qui  s'applique  au  longeron  supérieur, 
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et  y  la  portion  qui  s'applique  au  longeron  inférieur.  Le  complément 
de  l'étude  des  pressions  se  fera  donc  au  moyen  de  l'une  ou  l'autre  des 
équations  : 

(P»-,  +  Q*)cos«  =  R»-f-p'a,     , 

(Q*-, +  P*)cosa+p"a  =  Rfc. 

qui  rentrent  Tune  dans  l'autre  en  vertu  de  la  seconde  équation  posée 
plus  haut,  puisque  p'  +  P  "  =  P- 

332.  Laissant  de  côté  pour  le  moment  la  recherche  de  la  tension  Rj^, 
nous  avons  trois  équations  pour  lier  entre  elles  les  quatre  forces  Hj^, 
Qki  Pk»  Fik»  de  l'entre-boulon  n*  k,  avec  les  quatre  forces  E^^^^  Q*_t» 
P/t_i,  Fjfc_„  de  l'entre-boulon  précédent.  Si  l'on  suppose  connu  ce 
second  groupe  de  forces,  il  faudra,  pour  achever  de  déterminer  les 
quatre  forces  du  premier  groupe,  attribuer  une  valeur  arbitraire  à 
Tune  d'entre  elles.  L'indétermination  du  problème  est  facile  à  ex- 
pliquer, en  obsei-vant  qu'on  est  maître,  en  serrant  plus  ou  moins  les 
écrous,  de  donner  aux  boulons  telles  tensions  R*  qu'on  veut;  de  là 
résulte  une  nouvelle  série  d'équations  qui,  jointe  aux  trois  premières, 
achèverait  de  déterminer  les  quatre  inconnues.  Nous  sommes  donc 
maîtres  de  faire  une  hypothèse  sur  le  règlement  des  pressions  dans  les 
barres,  et  celle  que  nous  ferons  consistera  à  admettre  que  la  compres- 
sion dans  la  barre  qui  descend  de  droite  à  gauche  dans  le  croisillon  est 
nulle  pour  chaque  entre-boulon  ;  nous  poserons  en  conséquence 

û*-,  =  0    et    û*  =  0. 

Nous  nous  plaçons  ainsi  dans  le  cas-limite  où  les  barres  qui  des- 
cendent de  gauche  à  droite  reposent  sur  les  coussinets  sans  y  exer- 
cer aucun  effort.  Les  équations  se  simplifient  dans  cette  hypothèse 
et  deviennent  : 

(1)  Hft  -  Ht-,  —  (P»  —  Ft-,)  +  (P»  -P»-i)  sin  «  =  0. 

(«)  (P*  -  P*-.i)  CCS  oL  +  pa=^0, 

(3)  H»  — H»-.|  =  Pk-i8ina. 

L'équation  (s)  donne  la  loi  de  variation  des  forces  P  d'un  entre- 
boulon  à  l'autre  ;  l'équation  (3)  donne  la  loi  de  variation  de  la  force  H, 
ou  de  la  compression  dans  le  longeron  supérieur  ;  enfin  si  l'on  remplace 
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dans  l'équation  (i)  la  différence  H* — H»_i  par  sa  valeur  fournie 
par  l'équation  (3),  on  a  l'équation  : 

(A)  F*  —  Ft_i  —  P*  sin  a  =  0, 

qui  indique  la  loi  de  variation  des  forces  F. 

On  remarque  sur-ie-champ  : 

1*  Que  la  différence  P^  —  P*.,  est  négative  et  constante;  nous 
supposons  ici  que  p  est  constant  dans  toute  l'étendue  où  nous  consi- 
dérons la  poutre;  la  valeur  générale  de  la  quantité  variable  P  est 
donc  donnée  par  un  terme  d'une  progression  arithmétique  dont  la 

pa 
raison  est — ; 

cosa 

«•  Que  la  différence  H*  —  H*_,  est  égale  à  P^^isina;  les  différences 
des  valeurs  successives  de  la  variable  H  sont  donc  les  termes  suc- 
cessifs de  la  progression  arithmétique  P  sin  a,  .et  par  suite  la  valeur 
générale  de  H  est  donnée  par  la  formule  de  la  sommation  des  termes 
de  cette  progression  ; 

3*  Que  la  différence  F;^  —  Fjk_i  est  donnée  par  la  fonction  P^t  sin  a, 
laquelle  représente  aussi  le  terme  général  de  la  même  progression 
arithmétique,  avancé  d'un  rang. 

Ces  remarques  permettent  d'écrire  les  expressions  générales  de 
la  valeur  des  inconnues 

(5)  .Pj  =  p,_-£1.(A:-1), 

(6)  H>  =  H,4-(A:-l)PtSin«^^^^^y^^^^ptga, 

(7)  F*  =  F,  +  (Af-l)Pt  sin  a  -*l^IlJlp  tg  a. 

Les  constantes  P,,  H,,  F,,  qui  jusqu'ici  sont  arbitraires^  doivent 
être  déterminées  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions  de  l'équi- 
libre extérieur  de  la  pièce  sur  ses  appuis. 

333.  Achevons  la  solution  pour  une  poutre  à  travée  unique  ayant 

une  portée  /  divisée  en  n  entre-boulons  égaux  chacun  à  -. 
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Le  poids  pà  étant  supposé  appliqué  à  deux  demi-entre-boulons 
successifs,  dous  admettrons  que  les  deux  demi-entre-boulons  voisins 
des  culées  ne  supportent  aucune  charge,  ou  que  leur  charge  est  di- 
rectement supportée  par  les  culées.  Le  poids  total  qui  pèse  sur  la 
poutre  est  donc  seulement  pa  (n —  i),  et  par  suite  les  réactions  des 

culées  sont  égales  à       ^  .  La  réaction  de  la  culée  de  gauche 

s'exerce  sur  la  poutre  par  l'intermédiaire  de  la  barre  montante  du 
croisillon  n*  i,  de  sorte  que  Ton  a  pour  l'équilibre  : 

PjCOSa  =  C-L- — i, 

ou  bien 

^  2  €08  a    * 

Substituons  cette  valeur  dans  l'équation  (5),  en  y  fusant  ^  =  i, 
pub  éliminons  P,,  il* viendra 

P^  doit  toujours  rester  positif,  car  les  barres  inclinées  n'étant  que 
posées  sur  les  coussinets,  ne  peuvent  exercer  sur  eux  qu'une  pres- 
sion, et  non  une  tension.  La  formule  (8)  ne  doit  donc  être  employée 
que  jusqu'à  la  plus  grande  valeur  de  k  qui  donne  pour  P^^  un  résultat 
positif. 

Deux  cas  sont  à  distinguer  ici,  suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 

Si  n  est  pair  et  égal  à  an',  la  plus  grande  valeur  qu'on  puisse 
assigner  à  A  est  n\  et  l'on  a 

•  CCS  a       2     * 
p  _    Pg    ^  —  3 

•  ""  CCS  a      2     ' 

p  —  p^  ^—s 

•  ■"  cos  a      2     ' 


P     ~-£2->>^î 
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Au  delà  du  boulon  du  milieu  de  la  portée,  P  deviendrait  négatif, 
ce  qui  est  impossible^  il  faut  admettre  alors  qu'il  y  a  interversion  en- 
tre les  rôles  des  barres  des  croisiUons,  ce  qui  du  reste  est  d'accord 
avec  la  symétrie  de  la  poutre  et  de  la  charge  par  rapport  au  plan 
vertical  qui  divise  la  portée  en  deux  parties  égales  :  ce  sont  donc  les 
barres  montantes  qui  doivent  reposer  sans  pression  sur  les  coussi- 
nets dans  toute  la  seconde  moitié  de  la  travée. 

Si  n  est  impair  et  égal  à  'an'  + 1  ?  1^  plus  grande  valeur  qu'on 
puisse  attribur  à  £  est  n',  et  l'on  a  : 

*"~C08a      %     ' 

p  ^    P«    ^-3 
*        COSa       2     ' 


CCS  a 


Le  terme  suivant,  P^'+,,  serait  nul,  et  les  termes  au  delà  seraient 
négatifs  ;  ce  qui  démontre  que  dans  les  poutres  à  un  nombre  impair 
d'entre-bôuk)ns,  les  deux  barres  du  croisillon  central  ne  portent  rien, 
et  qu'il  y  a  renversement  dans  les  rôles  des  deux  barres  d'un  côte  à 
l'autre  de  ce  croisillon  central* 

*  On  remarquera  aussi  que  les  pressions  P^/,  P/_i  »  Pn'-i*  -Pi  »  sont 
proportionnelles  aux  nombres  impairs  successifs,  lorsque  n  est  pair, 
et  aux  nombres  naturels  si  n  est  impair. 

334.  Les  formules  (6)  et  (7)  font  connaître  les  valeurs  générales 
de  H  et  de  F  dès  qu'on  a  assigné  les  valeurs  convenables  aux  cons- 
tantes Hj  et  F,.  Dans  le  cas  spécial  dont  nous  nous  occupons,  on  re- 
marquera que  Hi  doit  être  nul  puisque  le  longeron  supérieur  ne  vient 
buter  sur  aucun  point  qui  puisse  y  développer  une  pression ,  et  que 
la  force  F,  doit  tenir  en  équilibre  la  composante  horizontale  P^  sin  a 
de  la  barre  inclinée  du  premier  croisillon  ;  cette  condition  est  néces- 
saire pour  que  la  poutre  repose  verticalement  sur  sa  culée  sans  exer- 
cer sur  elle  de  poussée  latérale.  Donc  F^=  P^sina.  Introduisant  ces 
valeurs  particulières  dans  les  équations  (6)  et  (7),  il  vient 
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On  observera,  d'après  ces  relations,  que  F^  =  H^^.^ ,  de  sorte  que 
les  deux  séries  de  valeurs  de  H  et  de  F  sont  composées  des  mêmes 
nombres;  mais  cette  relation  doit  être  modifiée  à  partir  du  milieu 
de  la  portée,  comme  nous  le  reconnaîtrons  plus  bas. 

335.  La  solution  que  nous  venons  de  donner  est  complète  pour 
toute  poutre  américaine  à  croisillons  simples,  reposant  sur  deux  ap- 
puis de  niveau,  lorsque  les  poids  qu'elle  porte  sont  concentrés  sur  les 
boulons.  Nous  y  ajouterons  cependant  une  remarque  qui  nous  sem- 
ble conduire  à  une  méthode  plus  élégante  et  plus  rapide  pour  le  cal- 
cul des  coefficients  de  pa  tga  dans  les  valeurs  de  H^  et  de  F». 

Ces  coefficients  sont  composés  de  deux  termes  :  le  premier  est  le 
terme  général  d'une  progression  arithmétique;  le  second  est,  aa 
signe  près,  le  terme  sommatoire  de  la  progression  arithmétique  des 
nombres  naturels  de  i  kk — i  ou  à  A\  Les  deux  termes  pris  ensemble 
forment,  comme  nous  allons  le  voir,  une  série  récurrente  dont  l'échelle 
de  relation  est  facile  à  déterminer.  ^  . 

Plus  généralement,  soient  deux  progressions  arithmétiques  : 


(a)  m,    m  +  t,    m  +  2^ ,    m  +  (^— 1)^ 

{b)        /,    /+0,   z+ae, ,  /+(/-i)o, 


et  proposons-nous  de  trouver  la  loi  de  formation  de  la  série  (ti) 
obtenue  en  ajoutant  le  ^*  terme  de  la  progression  (a)  à  la  somme 
des  /  premiers  termes  de  la  progression  (ô)  ;  si  l'on  appelle  Wj  le  t^^ 
terme  de  cette  nouvelle  série,  on  voit  que  la  différence  Ui  —  ti,_  de 
deux  termes  consécutifs  de  la  série  (m)  est  égale  au  /"•  terme  de 
la  série  {b)  augmenté  de  la  différence  constante  des  termes  de  la 
série  {a).  Donc  les  différences  secondes  des  termes  de  la  série  («)  sont 
constantes  et  égales  à  la  différence  constante  de  la  série  (d)  ;  donc 
enfin  les  différences  troisièmes  sont  constamment  nulles,  et  l'on  a  par 
conséquent  entre  quatre  termes  consécutifs  : 
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Telle  est  la  loi  au  moyen  de  laquelle  on  déduira  chaque  terme  de 
la  série  {u)  des  termes  précédents. 

Il  résuite  de  là  que  les  termes  de  la  série  {u)  sont  les  coefQ- 
cients  numériques  de  la  lettre  ordonnatrice  x  dans  la  série  que 
Ton  obtient  en  divisant  un  polynôme  du  second  degré  en  x  par  le 
polynôme  i  —  30?+ 5a:* — a:*,  qui  n'est  autre  chose  que  le  cube  du 
binôme  i — x. 

En  effet,  on  a  identiquement  : 

(Uj  +  w,x -h  tt,x*  +  M^o:*  + 4-  M|x'-*4- )X 


—  3Mi 


—  Su, 
+  3Mi 


Le  produit  n'aque  trois  termes, caries  coefficientsw^—3wj+5w,—ttj, 
li^ — Sî/^  +  Sw, — w, ,  etc.,  des  puissances  de  x  supérieures  à  la  se- 
conde sont  tous  nuls  en  vertu  de  la  relation  générale  entre  quatre 
termes  consécutifs  de  la  série  {u), 

Wj,  î/,,  Wj  peuvent  êtj-e  exprimés  en  fonction  des  arguments  des 
séries  {a)  et  (A),  et  le  polynôme  du  second  degré  que  Ton  obtient 
pour  produit  est  égal  à  l'expression  : 

M  =  (m  +/)  +  (<  — 2m  +  0  -/)«  +  (m  — 0^'- 

Si  donc  on  divise  ce  polynôme  par  i — ix+dx* — a:',  en  les  or- 
donnant l'un  et  l'autre  par  rapport  aux  puissances  ascendantes 
de  X ,  les  coefficients  numériques  de  x  dans  les  termes  successifs 
du  quotient  seront  les  valeurs  des  termes  t^, ,  u^f  u^...^  de  la  série 
cherchée. 

336.  Pour  revenir  de  ces  généralités  à  la  recherche  spéciale  des 
coefficients  de  patga  dans  les  expressions  de  H  et  de  F,  nous  re- 
marquerons que,  dans  ce  cas  particulier,  les  séries  (a)  et  (d)  de- 
viennent : 

(a)  0.   i±i.    (n  +  l),     (JLt^ 

(6)  0,      -1.        -8,  -3 
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De  sorte  qu  on  a 

m=o,       ^=— ^, 
/  =  o.      e=  —1. 


Donc 


n  — 1  n  +  1    , 

=  1-* — 5-^'- 


et  la  division  de  ce  polynôme  par  i  —  5a:  +  3x*  —  a?'  donnera  les 
valeurs  numériques  des  coefficients  dep«tga  dans  l'expression  de  H; 
pour  en  déduire  les  valeurs  des  coefficients  applicables  à  F,  il  faut 
avancer  d'un  rang  dans  la  série  (i). 


(1)  On  peut  encore  transformer  cette  méthode*  en  décomposant  en  fractions  simplas 
la  fraction  raUonnelle.: 


On  a  en  effet  identiquement,  A,  B,  G  éUnt  des  constantes  s 

À  +  Bj  +  r^gt  _  A  +  B  +  C      B  -h  2C   .      C 
(l  —aP)»        "    (l  —  a:)»         (l—x)«  "^  I  -  x 

De  sorte  qne  les  coefficients  de  x  dans  le  quotient  8«nt  respectlTemeut  égaux  aoi 
sommss  des  coefficients  des  développements  des  fracUons 

'  '  .  1 

et 


multipliées  respectivement  par  les  constantes 

A  +  B+C,       -(B  +  2C)     et  C. 

En  efiBtetuant  les  divisions,  on  trouve  les  trois  suites  indéfinies 

(1  -  itf 

—1-—  =  1  +  2a;  +  aa:«  +    4a»  +    6ar»  +    Ca»  +.. 
(1  —  xy 

— !— -  =  j  +    X  +    x«>     «»  H-     «*  +     «•  +.. 

(I  —  j) 
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337.  Par  exemple,  si  l'on  demande  de  calculer  les  forces  F  et  H 
pour  une  poutre  de  i  a  entre-boulons,  on  devra,  pour  trouver  les 
coefficients  de  j^atg  a,  diviser  : 

^x-ya:*     par     1-3j  +  3««-x», 

ce  qui  donne  pour  résultat  : 
11    —H   t 

1  — 3x  +  3x*— 2»       i  \4  — 3x-h3««  — x»/  "" 
=  I  (0  H-  Hx  +  2ex*  +  27x»  +  32x*  +  35x»  +  3to«  + ). 

Il  ne  faut  pas  oublier  o  comme  premier  terme  indépendant  de  x 
dans  le  quotient.  Les  valeurs  successives  de  H  sont  donc  : 

1"  entre-boulon         2«  y  i*  5«  6» 

M       ^         20  •      27       ^  32       ,  35       , 

<>♦  -j-patj;»,  -jpalga,  ypatga,   ypatga,  -^palga. 


Les  coefllcicnU  de  s  sont,  dans  la  première,  les  nombres  triangulaires;  dans  la  seconde 
les  nombres  naturels;  dans  la  troisième,  ils  sont  tous  égaux  à  T  unité  :  nous  retrouvons 
ainsi  les  trois  premières  lignes  du  triangle  arithmétique  de  Pascal,  triangle  qu'on  peut 
prolonger  une  fois  pour  toutes  aussi  loin  qu'on  Teut,  et  qui  servira  pour  déterminer 
d'ayance  les  valeurs  de  F  et  de  H  dans  un  entre-boulon  quelconque  sans  calculer  leurs 
valeurs  dans  les  entre-boulons  précédents;  dans  Texemple  que  nous  proposons  ci-de^ 
ans,  on  a 

A-O.       B  =  ^.       C  =  -?. 

Si  l'on  demande  1«  coeflideat  du  cinquième  terme  du  développement  en  série  de  la 
fraction 

M 

(I  -  «)»♦ 

on  voit  tout  de  mite  qne  le  ooefflcient  esl 

ce  qui  est  vérifié  par  Je  calcol  direct. 

37 
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et  les  Talean  successÎTes  de  F  : 

M  M  AA  Q^  QA  AV  A^ 

yP«tg«,  yliatga,  — patga,  y  pa  tga.  y  patg«,  ypatg». 

3S8.  Si  l'on  continuait  la  division,  on  retrouverait  dans  un  ordre 
inverse  les  coefficients  déjà  obtenus. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  reprenons  la  série  {h)  ,  et  cherchons 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'elle  soit  symétrique, 
ce  qui  peut  avoir  lieu  de  deux  manières  :  i*  ou  bien  à  partir  d'un  de 
ses  termes  U|,  tous  les  termes  suivants  sont  respectivement  les  mêmes 
que  les  précédents  pris  dans  Tordre  rétrograde*,  s*  ou  bien  deux 
termes  consécutifs  w,.^,  Ui  ont  la  même  valeur,  et  les  termes  qui 
suivent  le  terme  Ui  sont  égaux  aux  termes  qui  précèdent  le  terme  Ui^^. 

r  Dans  le  premier  cas,  on  aura  w,+,=  w,.„  Mi+,=  Uj_,,  et  ainsi 
de  suite;  or  on  a  toujours  entre  les  quatre  termes  consécutifs  î/^^p 
w„  aj-.t,  wi_,,  l'équation 

M,+i  =  3Uf  —  3u,_,  +  ui_, , 

d*où  l'on  tire,  en  remplaçant  w,^.,  par  u^^^  qui  lui  est  supposé  égal  : 

4uj«j  =  3u/  +  w/^,. 

Réciproquement  si  cette  condition  est  remplie,  on  voit  que  u^^^  sera 
égal  à  Wu,,  et  par  suite  ti,^,  à  m,_„  u,,,  à  f/,^,,  etc.,  et  que  la  série 
aura  la  propriété  d'être  symétrique  par  rapport  au  terme  m,. 

Or  il  est  facile  de  reconnaître  qu'on  a  les  équations 

u,  =  m  H- (  /  - 1  )  ^  H- // +  e  ^1^\ 

Il  s'agit  donc  de  savoir  s'il  existe  une  valeur  entière  de  /qui  satisfasse 
à  l'équation  de  condition  que  nous  venons  de  posen 
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Le  résultat  des  substitutions  dans  cette  équation  est  en  définitive  : 

C'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  diercbée. 

On  voit  qu'elle  se  réduit  à  ce  que  le  nombre  ^  f^  soit  un  en- 
tier impair. 

Dans  le  cas  spécial  qui  nous  occupe  0  est  toujours  égal  à  —  i.  H 
faut  donc  et  il  suffit  que  le  nombre  a  (f  +  /)  soit  impair,  ou  que  t +/ 
soit  égal  à  un  impair  divisé  par  2  ;  or  c'est  ce  qui  arrive  toujours 

lorsque  n  est  pair,  car  /  =  ■    *"    et  /=  o. 

Lorsque  n  est  psdr,  la  série  formée  par  les  coefficients  de/>atga 
dans  les  valeurs  de  H  et  F  est  donc  symétrique  par  rapport  à  l'un  de 

ses  termes»  le  (  -  +ij    pour  la  série  des  coefficients  de  H  et  le 

f  -  I    pour  la  série  des  coefficients  de  F. 

2*  L'autre  genre  de  symétrie  a  lieu  lorsque  deux  termes  consécutifs 
«L_ii  w,  sont  égaux  dans  la  série  {u)  ;  ce  qui  suffit  pour  que  Wl,=  Ui^^^ 
fi^,=t/,+,,  et  «dnsi  de  suite. 

Pour  que  cette  condition  soit  remplie,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'équation  /  +  /+*(^— 0  =  ^»  obtenue  en  retranchant  la  valeur 
de  Ui^i  de  la  valeur  de  W|,  fournisse  pour  /  une  valeur  entière;  B  étant 
égal  à — i,il  suffit  pour  cela  que  r+^soit  entier,  ou,  puisque /'=o, 
que  n  +  1  soit  divisible  par  s,  ou  ênfm  que  n  soit  impair;  dans  ce 

■         )    et(  ') 

)  et  f     ^   1 

pour  les  coefficients  de  F« 

Si  Ton  poussait  la  division  du  trinôme  du  second  degré^  par  le 
polynôme 
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au  delà  des  termes  qui  correspondent  à  la  moitié  de  la  portée ,  le 
calcul  donnerait.doDc  dans  tous  les  cas  les  coefficients  déjà  obtenus, 
que  n  soit  pair  ou  impair;  et  il  y  a  un  coefficient  central  si  n  est 
pair,  tandis  qu'il  n'y  en  a  pas  si  n  est  impair. 

339.  De  là  une  remarque  importante  sur  les  forces  H  et  F. 

1*  Quand  n  est  pair,  le  coefficient  central,  qui  donne  la  plus  grande 

valeur  de  H,  est  le  /  -  -f- 1  j  coefficient  du  quotient  commençant  par 
le  terme  o,  et  ce  coefficient  s'applique  à  la  portion  de  longeron  qui 
suit  le  (-)  entre-boulon;  or  la  symétrie  de  la  poutre  et  de  son 
chargement  exige  que  les  deux  forces  H^  et  H^     soient  égales.  Cette 

apparente  contradiction  s'explique  en  remarquant  que  le  boulon 
central  de  la  poutre  la  partage  en  deux  moitiés  où  les  actions  des 
croisillons  sont  renversées  l'une  par  rapport  à  l'autre;  de  sorte  que 
la  valeur  de  la  compression  déduite  du  calcul  des  coefficients  n'est 
pas  la  valeur  de  la  compression  dans  la  partie  de  longeron  comprise 

dans  l'entre4>oulon  n*  f  -  -f  i  )  -  Elle  est  seulement  la  pression  totale 

développée  dans  la  section  du  longeron  située  au  milieu  de  la  poutre, 
par  l'arc-boutement  des  deux  barres,  Tune  montante,  l'autre  des- 
cendante, des  deux  entre-boulons  contigus.  La  série  des  coefficients 
donne  donc,  par  son  terme  central,  la  pression  qui  s'applique  à  une 
longueur  infiniment  petite  du  longeron,  au  milieu  de  la  portée;  c'est 
pour  ainsi  dire  \d^  poussée  à  la  clef  de  la  poutre. 

Pour  le  longeron  inférieur,  le  calcul  donne,  par  le  (^)     terme 

de  la  série,  des  valeurs  égales  pour  les  forces  F_  et  F     .Au  delà  de 

l'entre-boulon  n*  f  -  +1  j ,  on  aura  toujours  entre  les  forces  F  et  H 

la  relation  F^|=  H*,  applicable  toutes  les  fois  que  k  surpasse  - ,  parce 

qu'alors  les  croisillons  travaillent  à  l'inverse  de  Teffort  qu'ils  exer- 
çaient dans  la  première  moitié  de  la  poutre. 
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fi*  Quand  n  est  impair,  nous  avons  vu  que  les  deux  barres  qui  s 
croisent  dans  l'entre-boulon  central  n'exercent  aucun  effort  sur  les 
coussinets,  et  qu'en  même  temps  la  série  des  coefficients  servant  à 
calculer  H  et  F  n'a  pas  de  terme  central.  On  trouvera  les  mêmes  va- 

-  j    est  pour  le  (       •    ■  )    terme  des  coefficients 

de  H;  mais  ces  deux  valeurs  égales  correspondent  Tune  et  l'autre  à 
l'entre-boulon  central.  Là  encore,  à  cause  du  i*enver8ement  du  travail 
des  croisillons,  il  faut  admettre  que  les  forces  H^^^  et  H^^,  déduites 

du  calcul  des  coefficients  s'appliquent  à  un  seul  et  même  entre-bou- 
lon, celui  du  milieu,  dans  lequel  la  portion  du  longeron  supérieur 
qui  y  est  comprise  arc-boute  les  forces  égales  P^_^  et  Q^  ^ , ,  de  sorte 

que  la  valeur  assignée  par  ce  calcul  pour  H^^,  n'est  pas  la  valeur 

J    entre-boulon,  mais  bien  pour  le  précédent. 

De  même  que  le  calcul  des  coefficients  donne  deux  forces  égales  à 
H^  ^  pour  le  longeron  supérieur  dans  l'entre-boulon  central,  il  assi- 

"F 
gne  deux  forces  égales  à  F^_^  pour  le  longeron  inférieur  dans  les  trois 

entre-boulons  du  centre  : 

«.(:=•),    «.(-<)    ..   «.(i±-). 

SiO.  Deux  exemples  éclsdrciront  ces  remarques. 
Posons  pour  abréger  : 

!«*«•="•  •»  î^=°'- 

et  proposons-nous  de  déterminer  les  efforts  auxquels^sont  soumises 
les  pièces  de  charpente  dans  un  pont  américain  de  i  s  entre-boulons 
égaux  à  a. 
n  étant  pair,  nous  disposerons  le  calcul  comme  il  suit. 
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FractioD  génératrice  des  coefficients  de  n  : 


(4— a?)»  ""  (1— «)• 

Fig.  266. 
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Nous  avons' déjà  effectué  cette  division  (§  55y). 
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I       NUMÉBDS 


ZNTAI-BODLOIIS. 


l*entr6-boulon 

2« 

3* 

4« 

5- 


6». 


T.  . 
8-.  . 
9».  . 

If... 
12*.. 


N**  DES  TERMES 
correspondints 

•ANS  LA  SÉ&IB. 
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Supposons  ensuite  que  la  poutre  ait  1 1  entre-boulons  au  lieu  de 
13  ;  la  fraction  génératrice  sera  dans  ce  cas  i 
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OKSZBTATIONS. 


l'ntio  boulon 
ceutral. 


3il.  Ponr  déterminer  lès  tensions  des  boulons  ou  les  valeuiB 
de  R,  il  faut  distinguer  deux  cas* 
On  a  toujours  : 

R»  =  (Pk-i  +  Q»)  CCS  a — p'a. 


Si  donc  n  est  pair,  on  donnera  à  A;  la  valeur  -  +  i  »  pour  avoir  la 
tension  du  boulon  central,  et  Ton  aura  en  ce  point  : 

*^î-~"^i  ~»cosa» 


5S4  CHANGEMENT  DE  SIGNE  DE  P. 

donc 


«+* 


Mais  partout  ailleurs,  Tune  des  deux  quantités  Pj_^  et  Q^  est  sup- 
posée nulle;  on  a,  par  exemple,  dans  la  moitié  de  gauche  de  la 
poutre*  ; 

Au  terme  négatif  —p'a  près»  Bj^est  égal  au  poids  tolal  de        ^ 

entre-boulons,  ou  à  la  moitié  j9a  x  du  poids  total  de  la  pou- 

tre, moins  le  poids  total  de  A — 2  entre-boulons. 

Lorsque  n  est  impsdr,  il  n'y  a  pas  de  boulon  exceptionnel  au 
milieu  de  la  portée,  et  la  formule  précédente  s'applique  sur  toute 
une  moitié  de  la  poutre. 

La  recherche  des  valeurs  de  R  se  fait  donc  sans  aucune  ambiguïté 
au  moyen  de  la  formule  la  plus  générale  qui  donne  R  en  fonction 
de  P  et  Q. 

842.  Pour  les  valeurs  de  P,  au  contraire,  nous  avons  vu  qu'il  y  avait 
deux  cas  à  distinguer,  n  pair  et  n  impair,  et  que,  dans  les  deux  cas, 
après  le  milieu  de  la  pièce,  le  calcul  donne  les  valeurs  de  Q  au  lieu 
de  celles  de  P.  La  marche  du  calcul  est  affranchie  de  cette  distinc- 
tion et  reprend  toute  sa  généralité  si  Ton  convient  de  regarder.une 
valeur  négative  de  P,  prise  positivement,  comme  indiquant  la  valevur 
convenable  de  Q  dans  le  même  entre-boulon.  Cette  convention  est 
d'ailleurs  conforme  au  jeu  ordinaire  des  signes  -|-  et  —  dans  les 
formules  ;  le  changement  de  signe  de  P,  ne  pouvant  s'interpréter 
i  par  la  substitution  d'une  tension  à  une  pression,  s'interprète  par 
la  substitution  d'un  système  de  barres  à  Tautnè  dans  chaque  croà- 
nllon. 

Grâce  à  cette  interprétation,  on  n'a  qu'à  considérer,  dans  une  poutre 
américaine  uniformément  chargée  et  posée  sur  deux  appuis,  qu'une 
seule etmémeprogression  arithmétique  des  valeui^  deP,  Pp  P. 9  Pr  •  •  ^^ 


n% 
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si  n  est  pair,  il  n'y  a  pas  de  terme  da  milieu,  et  aucune  valeur  de  P 
n'est  nulle;  si  n  est  impair,  il  y  a  un  terme  du  milieu,  lequel  est  né- 
cessairement nul  et  correspond  à  Tentre-boulon  central,  où  les  deux 
barres  des  croisillons  n'exercent  ni  Tune  ni  Tautre  d'efforts  sur  les 
coussinets. 

Pour  éviter  toute  erreur  en  passant  des  valeurs  dé  P  aux  valeurs 
de  F  et  de  H,  il  est  bon  de  partager  tout  d'abord  la  poutre*  en  deux 
parties.  Tune  où  les  valeurs  de  P  sont  positives,  l'autre  où  elles  sont 
négatives  et  correspondent  aux  barres  renversées.  On  place  ensuite 
dans  chacune  de  ces  portions  les  valeurs  successives  de  F  et  de  H,  à 
partir  de  l'appui  qui  termine  la  portion  considérée,  en  marchant  vers 
le  centre  de  la  poutre. 

SAS.  Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  pas  eu  besoin  de  déterminer  le 
moment  fléchissant  d^  la  pièce  en  un  point  donné.  Cette  notion  est 
sinon  nécessaire,  du  moins  utile  pour  le  calcul  des  poutresaméricaines 
continues  de  plusieurs  travées.  Elle  s'introduit  d'ailleurs  sans  aucune 
difficulté. 

Nous  avons  posé  plus  haut  l'équation  générale  des  moments  : 

(Hfc-i  -  Ei,)h  +  (Pk.,  —  Qk)h  8in  a  =  0. 

Nous  avons  admis  ensuite  que  l'une  des  deux  forces  P  et  Q  était 
nulle  dans  un  même  entre -boulon,  et  nous  avons  supprimé  la  se- 
conde; mais  nous  avons  reconnu  qu'une  valeur  négative  de  P,  prise 
positivement,  indiquait  la  valeur  de  la  compression  dans  la  barre  du 
système  Q,  la  compression  dans  les  barres  du  système  P  étant  nulle 
alors.  Enfin,  nous  avons  vu  que  lorsque  P^^  est  positif,  on  a  F^^i  =:Ha, 
tandis  que  Fa+i  =Ha  quand  f^  est  négatif,  ou  quand  le  travail  dans 
les  barres  est  renversé. 

Dans  l'une  ou  l'autre  de  ces  hypothèses,  les  forces  ¥k±:i  et  fl^ 
forment  un  couple  qu'on  met  en  évidence  en  coupant  la  poutre  par 
un  plan  parallèle  à  la  barre  inclinée  qui  subit  une  compression  dans 
Fentre-boulon.  Le  moment  de  ce  couple  ïl^xh est  le  moment  /lé- 
causant  de  la  section  de  la  poutre  suivant  ce  plan  incliné. 

L'équation  précédente  démontre  que  la  variation  du  moment 
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fléchissant,  quand  on  passe  d*ua  entre-boulon  au  suivant»  est  égale 
à  Pa^i  X  ftsin  a. 

Là  où  il  y  a  renversement  des  barres  le  moment  fléchissant  est 
maximum,  et  le  plan  de  la  section  peut  être  mené  verticalement, 
comme  s'il  s'agissait  d'une  poutre  pleine  ou  d'une  poutre  à  treillis. 

3Ai.  La  considération  des  moments  de  rupture  dans  les  poutres 
américaines  permet  d'appliquer  aux  poutres  posées  sur  plus  de  àexvi 
appuis  les  méthodes  de  calcul  employées  pour  les  poutres  droites 
continues.  II  faut  seulement  que  les  travées  successives  se  compo- 
sent chacune  d'un  nombre  entier  d'entre*boulons  égaux  entre  eux  et 
également  chargés  dans  une  même  travée.  Dans  ces  conditions,  le 
théorème  des  trois  moments  est  immédiatement  applicable  aux  poutres 
américaines.  On  pourra,  au  moyen  de  ce  théorème,  déterminer  les  mo- 
ments fléchissants  sur  les  appuis,  et  ensuite  les  réactions  partielles 
ou  efforts  tranchants  exercés  par  les  appuis  dans  chaque  travée. 

Cette  théorie  étant  bien  connue,  nous  nous  bornerons  à  ea  don* 
ner  un  exemple  numérique. 

Soit  (fig.  268)  une  poutre  composée  de  trois  travées  :  la  première 
a  trois  entre-boulons,  la  seconde  en  a  quatre,  et  la  troisième  deux. 
Chacun  des  boulons  de  la  première  porte  un  poids  de  trois  tonnes, 
chacun  des  boulons  de  la  seconde,  un  poids  de  deux  tonnes,  et  le 
boulon  unique  de  la  troisième  un  poids  de  quatre  tonnes. 

Les  appuis  intermédiaires  sont  supposés  sans  épaisseur,  et  tous  les 
entre-boulons  sont  supposés  égaux. 

Si  l'on  désigne  par  M^,  M,  les  moments  sur  les  appms,  on  aura, 
dans  ce  cas  particulier, 

2M,(3  +  4)  +  4M,'-  j  (6  X  3«  +  6X  4«)  =  37  i, 
4M,  +  2M,(4  +  2)  =  I  (6  X  4«  +  4  X  »«)  =  «8 , 

OU  bien 

711,  + «M,  =  18.75, 
M, +  311,  =  7. 

Donc 

ll,  =  ».2d4, 
M,  =  1.593. 


DE  PLUSIEURS  TRAVËES. 


W7 


Les  formules  connues  donnent,  en  résumé,  les  résultats  suivants, 
l'angle  a'  étant  supposé  égal  à  45  degrés  : 


tonnes. 
Moment  sur  la  1"  pile  :  2.224  x  la  hauteur  de  la  poutre. 
Moment  sur  la  2*  pile  :  i  .592  x  la  hauteur  de  la  poutre. 

Réactions  totales  des  ajrpuis. 
toBoes» 

Réaction  de  la  1"  culee  sur  la  l'*  travée  2.259     1"  culée. 

—  de  la  i"   pile  sur  la  i'*  travée  3.744  >         ., 

—  de  la  1"  pile  sur  la  2*  travée  3.158  J       ^       * 


de  la  2*  pile  sur  la  2*  travée  2.842 


2*  pile. 


de  la  2*   pile  sur  la  3*  travée  2.796 

de  la  2*  culée  sur  la  3*  travée  1.204     2*  culée* . 

Foids  total  de  la  poutre.  .  . 


tonnei. 
2.259 

6.899 

5.638 

1.204 

16.000 


On  en  déduit  pour  les  pressions  dans  les  différentes  barres  les 
nombres  inscrits  dans  la  figure  ci-dessous. 

Ceux  qui  sont  inscrits  sur  les  barres  inclinés  doivent  6tre  tous  di- 
visés par  cosa,  ou  multipliés  par  i  .4i« 


FIg.  M8. 
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Ceux  des  longerons  horizontaux  doivent  être  multipliés  par  tanga, 
c'^est-à-dire  par  Funité. 

Les  nombres  positifs  indiquent  une  compression,  les  nombres  né- 
gatifs une  extension. 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  on  peut  traiter  la  ques- 
tion de  l'établissement  d'une  poutre  américaine  reposant  sur  plusieurs 
ïx  appuis. 
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3A5.  Dans  tous  ces  calculs,  nous  avons  toujours  admis  que  la  ten 
sion  donnée  au  boulon  était  déterminée  de  telle  sorte  que  des  deux 
barres  d'un  même  croisillon ,'  une  seule  au  plus  exerçât  un  effort 
On  peut  se  demander  à  quoi  sert  de  placer  deux  barres  dans  cha* 
que  entre-boulon  «  puisque  le  travail  d'une  seule  peut  sulB&re.  Pour 
se  rendre  compte  de  l'utilité  des  deux  barres,  il  faut  considérer,  non 
plus  le  cas  où  la  poutre  est  uniformément  chargée,  mais  le  cas  où  une 
surcharge  exceptionnelle  est  appliquée  &  certains  boulons  sans  l'être 
à  tous.  Il  se  passe  alors  un  tait  analogue  à  celui  que  nous  avons  ob- 
servé pour  la  résistance  d'une  poutre  à  l'effort  tranchart  lorsque  la 
surcharge  n'est  pas  étendue  uniformément  d'un  bout  à  l'autre  de  la 
portée  (S  77). 

Pour  traiter  cette  question ,  supposons  que  le  boulon  n*  /  d'une 
poutre  d'une  seule  travée,  formée  de  n  entre-boulons  égaux,  sup- 
porte un  poids  donné,  V,  par  rapport  auquel  le  poids  de  la  poutre 
soit  négligeable.  Les  équations  (i),  (2)  et  (3)  se  modifieront  comme 
il  suit  :  l'équation  (2)  perdra  le  terme  pa ,  pour  toute  valeur  de 
k  inférieure  à  /ou  supérieure  à  /;  et  pour  k^=l^  pa  devra  être  rem- 
placé par  V.  Donc  les  P  sont  constants  pour  les  (/ — 1)  premiers 
entre-boulons,  et  restent  également  constants  dans  les  /  entre- 
boulons suivants,  lie  poids  V  se  partage  entre  les  deux  culées  en 

deux  parties  qui  sont  représentées  par —  pour  la   culée 

/V 
de  droite  et  —  pour  la  culée  de  gauche  :  il  résulte  de  là  que 

la  valeur  de  P  est  pour  les  (/— 1)  premiers  entre-boulons,  égale 

à  iîLllJ et  qu'elle  est  égale  à pour  les  (n — /+ 1) 

n      costt        ^,  °  ncosa  *^  ^ 

entre-boulons  qui  suivent.  Le  renversement  du  travail  des  barres  a 

lieu  ici  en  passant  de  l' entre-boulon  n*  (/— 1)  à  l'entre-boulon  n*  /; 

ce  qui  montre  l'utilité  des  deux  pièces  dans  l'intervalle  compris  entre 

le  boulon  n""  /  et  le  milieu  de  la  travée. 

p  étant  constant  sur  toute  une  partie  de  la  poutre,  les  H ,  et  par 

suite  les  F,  sont  dans  toute  cette  partie  i*eprésentés  par  les  termes 

d'une  progression  arithmétique. 
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Par  exemple»  soit  une  poutre  de  dix  entre  «boulons  à  laquelle 
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un  poids  de  lo  tonnes,  est  seul  appliqué  sur  le  boulon  n*  4; 
on  trouvera  par  le  calcul  la  distribution  d'efforts  notée  sur  la 

figure  aux  facteurs  tga  et près;  (21  tga)  tonnes  est  la  pres- 
sion qui  se  trouve  développée  dans  le  longeron  supérieur  pour  la 
portion  infiniment  petite  comprise  entre  les  deux  barres  renversées 
qui  aboutissent  à  cette  région  de  la  poutre. 

Cette  méthode  de  calcul  pourrait  être  employée  dans  tous  les 
cas;  en  effet,  le  problème  général  consiste  toujours  à  chercher  les 
pressions  et  les  tensions  dues  à  un  certain  nombre  de  poids  donnés, 
suspendus  à  des  boulons  déterminés.  Cela  étant,  il  suffit  de  calculer 
successivement  les  pressions  produites  en  chaque  point  de  la  con- 
struction par  chacun  de  ces  poids  pris  séparément,  et  de  faire  la 
somme  algébrique  de  ces  pressions  partielles,  pour  obtenir  la  pres- 
sion résultante  due  à  Tensemble  de  ces  poids.  On  retrouverait  ainsi 
les  formules  que  nous  avons  posées  pour  le  cas  de  poids  égaux  et 
également  répartis;  c'est  enfin  la  seule  marche  à  suiyre  lorsque  la 
répartition  des  charges  est  irréguUère. 

3&6.  Le  système  des  ponts  américûns  que  nous  venons  de  décrire 
et  d'analyser,  présente  au  point  de  vue  pratique  des  inconvénients 
nombreux.  D'abord,  les  ponts  américains  sont,  comme  tous  les  ponts 
en  charpente,  d'une  durée  restreinte  ou  d'un  entretien  très-dispen- 
dieux. De  plus  ce  ne  sont  pas  des  constructions  qu'on  puisse  aban- 
donner  à  elles-mêmes;  elles  exigent  un  règlement  fréquemment 
renouvelé,  et  assez  délicat  à  f^dre.  L'opération  du  règlement  d'un 
pont  américain  a  quelque  chose  d'an<%logue  à  celle  de  l'accord  d'un 
piano  ;  elle  consiste  à  tendre  certûns  boulons  et  à  en  détendre  d'au- 
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très.  Pour  se  diriger  dans  ces  tâtonnemeûts,  on  doit  amener  les 
barres  renversées,  sur  chaque  moitié  des  portées ,  à  affleurer  leurs 
coussinets  sans  y  exercer  d'effort;  c'est  le  règlement  qui  convient 
pour  la  charge  totale  également  répartie.  Gomme  les  pressions  dans 
la  poutre  varient  suivant  la  position  des  surcharges,  il  faut  qu'au 
moment  où  une  charge  mobile,  un  train,  par  exemple,  entre  sur  le 
pont  ,•  un  travail  particulier  s'opère  dans  toute  la  charpente  pour 
réaliser  les  conditions  de  l'équilibre  intérieur  incessamment  alté- 
rées; certaines  barres  qui  n'avaient  pas  de  pressions  à  exercer  sont 
appelées  à  en  exercer  d'assez  fortes  tout  à  coup,  et  si  l'affleurement 
de  ces  barres  sur  leurs  coussinets  n'est  pas  convenablement  assuté, 
il  en  résulte  des  chocs  qui  peuvent  compromettre  la  résistance  de 
l'ouvrage.  Mais  d'autres  circonstances  interviennent  aussi  pour  mo- 
difier l'état  intérieur  de  la  ferme  :  nous  voulons  parler  des  change- 
ments de  la  température;  les  variations  du  thermomètre  se  font 
sentir  sur  les  boulons,  sans  exercer  les  mêmes  actions  sur  les  barres 
des  croisillons  ;  dans  une  poutre  de  grande  hauteur,  par  exemple, 
un  refroidissement  subit  de  la  température  de  l'air  peut  provoquer 
dans  les  boulons  une  tension  assez  grande  pour  que  la  rupture  s'ea- 
suive ,  à  moins  que  le  gardien  du  pont  n'ait  pris  la  précaution  de 
desserrer  les  écrous  en  temps  utile.  Dans  certains  pays  cet  effet  se- 
rait à  craindre.  On  y  remédie,  d'une  manière  Incomplète,  en  multi- 
pliant le  nombre  des  boulons,  et  en  substituant  le  système  double  ou 
triple  au  système  simple  pour  les  poutres  d'une  hauteur  exception- 
nelle. Le  calcul  de  l'établissement  et  du  règlement  de  ces  poutres  à 
doubles  ou  à  triples  croisillons  se  déduit  du  calcul  des  poutres  à 
croisillons  simples  en  superposant  les  résultats  du  calcul  successif 
de  chaque  cours  de  croisillons,  après  avoir  partagé  la  charge  entre 
eux  d'une  manière  à  peu  près  égale.  11  ne  présente  d'ailleurs  pas  la 
même  régularité  que  le  calcul  des  poutres  simples ,  parce  que  les 
barres  qui  aboutissent  sur  les  appuis  n'ont  pas  toutes,  dans  les  croi- 
sillons doubles  ou  triples,  la  même  inclinaison  (fig.  970). 
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Le  système  de  Howe  n'est  donc  un  système  convenable  que  pour 
les  échafaudages  à  grande  portée,  parce  qu'il  se  prête  à  de  grandes 
dimensions,  et  que  le  règlement  même  dont  il  est  susceptible  rend 
possible  la  correction  des  tassements  qui  se  nroduisent  souvent  dans 
les  constructions  provisoires. 


LIVRE  NEUVIÈME- 
CHAPITRE  UNIQUE. 

VIBRATIONS   DES   POUTRES. 


3i7.  Le  problème  des  tdouvements  oscillatoires  des  poutres  élas- 
tiques se  résout  en  introduisant  les  forces  d'inertie  des  molécules  ma* 
biles  dans  les  équations  d'équilibre  où  nous  n'avons  fait  entrer  jus- 
qu'ici que  les  réactions  moléculaires  et  les  forces  extérieures.  Les 
équations  que  Ton  obtient  de  cette  manière  sont  des  équations  aux 
dérivées  partielles;  les  réactions  moléculaires  intérieures  contiennent 
ia  seconde  dérivée  de  l'ordonnée  par  rapport  à  Tabscisse,  et  les 
forces  d'inertie  s'expriment  au  moyen  des  dérivées  de  l'ordonnée  par 
rapport  au  temps.  L'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles n'est  pas  toujours  possible  en  termes  finis  ;  elle  s' effectue  le 
plus  souvent  au  moyen  de  séries  d'un  nombre  indéfini  de  termes, 
et  renfermant  un  nombre  infini  de  constantes  arbitraires.  Lorsque 
l'on  obtient  sous  forme  finie  l'intégrale  générale  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles,  cette  intégrale  contient  des  fonctions  arbitraires 
que  l'on  doit  déterminer  ensuite,  ce  qui  constitue  presque  toujours 
un  problème  assez  difficile. 

Nous  commencerons  par  traiter  une  question  simple,  celle  des 
vibrations  longitudinales  d'une  tige  pesante  verticale  soumise  à 
Faction  d'un  poids  donné.  Déjà  nous  avons  résolu  {%  16)  un  pro- 

39 
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Même  analogue»  mais  dans  lequel  nous  négligions  la  masse  de  la 
lige  pour  ne  tenir  compte  que  de  son  élasticité.  Nous  allons  re- 
prendre le  problème,  sans  négliger  la  masse  de  la  tige;  puis  nous 
achèverons  la  solution  dans  un  cas  particulier. 

SAS.  Une  tige  verticale  AB,  de  longueur  /,  de  section  a>,  pesant  p 

unités  de  poids  par  unité  de  volume,  est  suspendue  invariablement 

Fi«.  t7i       ^^  P^^**  *  •  ^  l'extrémité  B,  elle  porte  un  poids  donné  P; 

^         on  demande  Téquation  du  mouvement  vibratoire  pour  un 

point  quelconque  de  la  tige,  c'est-à-dire  l'abscisse  d'un 

point  défini  dans  l'état  naturel  par  son  abscisse  x  au 

bout  d'un  temps  quelconque  t. 

La  dimension  /,  et  le  poids  ;>,  sont  pris  dans  l'état 
naturel  de  la  tige.  On  donne  également  la  section  u>  de 
la  tige,  que  Ton  suppose  invariable. 


ù 


Prenons  un  point  quelconque  M,  sur  la  tige  AB,  à  une  distance  x 
du  point  A,  dans  l'état  naturel. 

Le  point  défini  par  cette  distance  se  trouvera  déplacé,  par  suite 
du  mouvement  vibratoire,  d'une  quantité  u^  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre  le  long  de  la  tige  AB.  La  variable  u  sera  une  fonction  de  x 
et  de  ^,  qui  définira  le  mouvement  de  tout  point  désigné  par  son 
abscisse  x.  Un  élément  dx  infiniment  petit,  MM,  pris  sur  la  tige  dans 
létat  naturel,  acquiert  un  certain  accroissement  de  longueur  par 
suite  du  déplacement  de  ses  deux  extrémités.  L'extrémité  M,  qui  avait 
l'abscisse  x^  acquiert  l'abscisse  x-\-u^  et  l'extrémité  M\  qui  avait 
l'abscisse  x  +  dx^  acquiert,  en  vertu  de  la  loi  de  continuité,  l'abscisse 

a  +  dx  +  a+^d». 
Sa  longueur  actuelle  est  donc  : 

Son  accroissement  de  longueur  est  par  suite  -j-  dx^  et  enfin , 

—  est  son  allongement  relatif. 
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Multiplions  cet  allongement  relatif  par  le  produit  Eu»  de  la 

section  par  le  coefficient  d'élasticité  :  le  produit»  Ecd  -j-  ,  mesurera 

la  force  élastique  correspondante  à  l'extension  de  l'élément  con- 
sidéré (§  ia)«  G* est  la  tension  de  la  tige  au  point  M.  Elle  est  ta- 
riable  d'un  point  à  l'autre  de  la  tige  AB,  proportionnellement  à  la 

dérivée  partielle  -7-. 

Reprenons  l'élément  HM',  dont  la  longueur  est  dx  dans  l'état  na- 
turel ;  il  est  en  équilibre»  pendant  le  mouvement,  sous  l'action  de 
son  poids»  des  tensions  développées  dans  les  sections  H  et  M\  enfin 
de  la  force  d'inertie.  En  exprimant  l'équilibre  de  ces  diverses  forces^ 
nous  aurons  l'équation  demandée. 

Le  poids  de  l'élément  estptùdx. 

La  masse  de  l'élément  est  égal  à  son  poids»  piùdx^  divisé  par 

l'accélération  ff  due  à  la  pesanteur,  ou  k^dx;  et  l'accélération  de 

rf*  (x  -4-  ti) 
l'élément  dans  le  mouvement  vibratoire  est —    T   ^ou  simple- 

cPu 
ment  ^ , ,  car  la  variable  or»  qui  définit  la  position  des  sections  de 

la  tige  dans  l'état  naturel»  est  indépendante  du  temps. 
La  force  d'inertie  a  donc  pour  mesure 


g  dt* 


La  tension  développée  dans  la  section  M  est  mesurée  par  Texpres- 

sionEo)— ;  elle  tend  à  déplacer  l'élément  de  bas  en  haut»  si  l'oi» 
dx 

suppose  qu'il  se  soit  déplacé  de  haut  en  bas.  Dans  la  section  M'»  on 
retrouvera  une  tension  en  sens  contraire,  égale  ^  Ew  -^  augmentée 

de  sa  diflférentielle  partielle  relative  à  x,  ou  de  ^  (^^^)  ^^  ^®  ^^^^^ 
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^  que  la  différence  de  ces  deux  tensions  est  égale  à  cette  différentielle 


Fig.  171. 


•T 


ptèis 


partielle;  elle  tend  à  abaisser  l'élément  MM'; 
en  d'autres  termes  elle  agit  dans  le  même 
sens  que  le  poids  de  l'élément,  lorsqu'on 
suppose  que  l'élément  s'est  abaissé,  par 
suite  de  son  mouvement,  au-dessous  de  sa 
position  primitive. 

En  résumé,  l'équation   du  mouvement 
vibratoire  est  celle-ci  : 


Le  premier  terme  représente  le  poids  de  l'élément,  le  second,  la 
différence  des  tensions  développées  sur  ses  deux  faces,  le  troisième 
ia  force  d'inertie. 

L'équation  précédente  se  simplifie  par  la  suppression  du  facteur 

commun  onte;   divisant  par  ^,  il  vient,  toutes  réductions  fûtes, 


(i) 


dt* 


.   Egd^u 


p  dx*' 


3A0.   Pour  intégrer  cette  équation,  il  convient  de  changer  de 

variable. 

Cherchons  d'abord  une  solution  particulière  de  l'équation,  celle 

cPu 
qui  correspondrait  à  l'équilibre  de  la  tige  ;  on  aurait  alors^  =:o, 

et  l'équation  (i)  deviendrait  une  simple  équation  différentielle,  ne 
renfermant  pas  trace  de  la  variable  U  Intégrons  cette  équation  diffé- 
rentielle 


ou  bien 


Td55  +  ^-^' 
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La  première  mtégration  nous  donne 

* 

—  -  C  -  ?  X 
G  étant  une  constante  arbitnûre.  Multiplions  par  Eu  :  il  vient 

Ew  ^  =  CE(o  — pùix. 

Or  Eco  ^  est  la  tension  de  la  tige  dans  la  section  dont  Tabscisse 

est  X.  Cherchons  quelle  est,  dans  l'état  d'équilibre,  la  tension 
dans  la  section  M.  Cette  section  supporte  le  poids  P,  et  le 
poids  de  la  portion  MB  de  la  tige  (fig.  271)  ;  elle  est  donc  égale  à 
P  +  jDo)  {l—x)  =  P+/>o)/— jocojp,  résultat  qui  s'accorde  avec  l'équa- 
tion précédente  en  prenant  pour  la  constante  arbitrsdre  G  la  valeur 


^-       Eca      • 


En  définitive,  on  a  dans  l'état  d'équilibre,  l'équation  t 


E«3j  =  P  +  P«'-P«». 


et  en  intégrant  de  nouveau, 


=  Px  +  pcote  —  ^  poix*, 


ou  bien 


Nous  n'ajoutons  pas  de  nouvelle  constante,  parce  qu'on  doit  acolr 
u=o  pour  a;=o,  puisque  le  point  A  reste  fixe. 
850.  L'équation  (2)  est  une  solution  particulière  de  l'équation  (1) 
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indépendante  du  temps  t.  Elle  permet  de  transformer  l'équation  (i)  ; 
en  effet,  posons  d'une  manière  générale  : 

z  étant  une  nouvelle  variable  fonction  de  x  et  de  ^  nous  aurons  en 
prenant  les  secondes  dérivées  par  rapport  à  x  et  à  H 

d*tt  _      p      d*z 
diC»  ■"      E  "^  d**' 

dhi  _  cPz 

dl^  "  dt*' 

Puis  substituant  dans  Téquation  (i),  la  variable  u  s'élimine,  et 
l'équation  (i)  devient 

^*^  dt*  "  p  (fx«* 

Posons,  pour  abréger,  -^  =  «•,  et  nous  aurons  ramené  Técjua- 
tion  (i)  à  la  forme 

équation  bien  connue  des  analystes  sous  le  nom  Adéquation  de  la 
corde  vibrante. 

S61.  Cette  équation  a  été  intégrée,  au  siècle  dernier,  par  d'Alem- 
bert,  le  créateur  de  l'analyse  des  équations  aux  dérivées  partielles. 
Voici  la  méthode  fort  ingénieuse  qu'il  a  suivie  pour  résoudre  ce 
problème. 

D'Alembert  observe  que  l'équation  (5)  sera  satisfaite  pour  toute 
fonction  z  des  variables  x  et  t  qui  aura  avec  une  autre  fonction  v 
des  mêmes  variables,  une  relation  telle  que  les  deux  expressions 

vdx  +  a^zdt^ 
zdx  +  vdlf 

soient  à  la  fois  des  différentielles  exactes. 
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Ed  efi'et,  s'il  en  est  ainsi,  on  aura  à  la  fois 

dt^    dx    ""  ^  S» 

dz  _dv 
dt  "~  dx* 

Prenons  la  dérivée  de  la  première  équation  par  rapport  à  a?»  k 
dérivée  de  la  seconde  par  rapport  à  t  ;  nous  trouverons 

didx~^  dx»' 
d»z       d*t7^ 
di^  ^  dxdr 

Et  comme  -j-j  est  identiquement  égal  «\  j-r ,  il  en  résulte 

que  T-j-  est  égal  à  a*  -y-,,  et  que  Téquation  (5)  est  vérifiée. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  trouver  des  fonctions,  z  et  v,  de  x 
et  de  t,  telles  que  vdx  -)-  a*zdt,  et  zdlr  +  vdt  soient  des  différen- 
tielles exactes;  ces  mêmes  fonctions  rendront  donc  aussi  différen- 
tielles exactes  la  somme 

{vdx  +  aHdt)  +  a[tdx  +  vdt)  =  (t  +  az)dx  +  a(v  +  az)dt  =  (»  +  az)  (dx  +  adi), 
et  en  même  temps  la  différence 
ftKlx+  a*zdt)^a{zdx-^vdt)  =  (t>— az)dx — a(t>— az)d/= (t>— a«)  (dx— ad<). 

Nous  pouvons  poser»  en  appelant  M  et  N  des  fonctions  indétermi- 
nées de  X  et  de  /, 

t 
(v  +  oz)  (dx  +  odQ  =  dM, 
(v — az)  (dx — adt)  =  dN. 

Mais  (£c  d:  adt  est  la  différentielle  de  x  d=  at. 
Pour  que  les  équations  précédentes  soient  satisfaites,  il  faut  donc, 
et  il  suffit,  que  v  +  az  soit  une  fonction  quelconque  de  a;  -f  af^  et 
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que  V  —az  soit  une  fonction  quelconque  de  x  —  a/;  la  solution 
consiste  donc  à  poser 

*  et  ^  étant  des  fonctions  arbitraires  quelconques.  Entre  ces 
deux  équations,  nous  pouvons  éliminer  la  fonction  auxilifidre  Vy  puis 
diviser  par  aa,  et  changer  les  fonctions  arbitraires  ^  et  ^  en  d'au- 
tres fonctions  arbitraires  ?  et  4^;  nous  aurons  en  définitive 

(6)  «=?(«  +  at)  +  ^  (x—at) 

pour  l'intégrale  générale  de  Téquation  (5). 


DIGRESSION  SUR  LES  ÉQUATIONS   AUX   DÉRIVÉES  PARTIELLES. 

852.  La  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  n'étant  pas 
comprise  dans  le  programme  d'admission  à  l'École  des  ponts  et  chaus- 
sées, il  n'est  pas  hors  de  propos  d'en  donnerîci  quelques  notions. 

Nous  supposerons,  pour  simplifier  la  question,  que  les  fonctions 
dont  nous  avons  à  nous  occuper  soient  développables  en  séries  con- 
vergentes par  la  série  de  Taylor.  Ce  cas  n'est  pas  général;. il  est  du 
moins  fort  étendu,  et  quand  il  se  réalise,  la  théorie  des  équations 
difFérentielies  et  des  équations  aux  dérivées  partielles  peut  se  pré- 
senter avec  beaucoup  de  simplicité. 

853.  Considérons  d'abord  une  fonction  f(x)  d'une  seule  variable  x, 
et  admettons  que  cette  fonction  soit  développable  en  série  conver- 
gente suivant  la  formule  de  Taylor,  au  moins  pour  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  deux  limites  données  ;  x^  étant  une  valeur  de  x  com- 
prise dans  l'intervalle  de  ces  limites  et  h  une  nouvelle  variable» 
BOUS  aurons  identiquement 

/i;«)=/(aco+A)=/(x,)+ J/(xj+ j^/"{x,)  +  fj3rw+ 
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La  variable  h  ne  doit  recevoir  par  hypothèse  que  les  valeurs  qui 
laissent  la  somme  a;^  +  A  comprise  entre  les  limites  où  le  dévelop- 
pement est  supposé  admissible/ 

Il  résulte  de  là  que  la  fonction  f{x)  peut  être  considérée  comme 
donnée  dans  tout  cet  intervalle,  si  Ton  fait  connaître  à  la  fois  les  va- 
leurs particulières  de  f{x)  et  de  toutes  ses  dérivées  successives 
pour  X  =  x^.  En  effet,  donner  les  valeurs  de  /  («J ,  de  /'  (x^), 

de  /"  (j?J ,  de  /"  (xj et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  c'est 

donner  les  coefficients  numériques  de  la  série  de  Taylor,  c'est  donc 
faire  connaître  la  fonction  en  la  définissant  par  une  série  qui  lui  est 
égale. 

Supposons  qu'on  donne  une  équation  différentielle  du  m"™*  ordre, 
entre  une  variable  indépendante,  x,  une  fonction,  y,  de  cette  variable, 

et  les  dérivées  ^ ,  j4» x"«'  J"^^^'^  ^^^  ^®  Tordre  m.  Nous 

ms  concc 
poser 


pouvons  concevoir  cette  équation  résolue  par  rapport  à  -j^,  et 


P  étant  une  fonction  donnée  de  x,  de  y  et  de  ses  dérivées,  jusqu'à 
celle  de  l'ordre  m  —  i  au  plus. 

De  cette  équation  nous  déduirons  par  la  différentiation  les  ex- 
pressions de   ,  ^^,  de  ,      .^, et  ainsi  de  suite  indéfiniment  ; 

et  ces  expressions  se  ramèneront  au  moyen  des  valeurs  précédem- 
ment obtenues  à  ne  contenir  d'autres  dérivées  que  celles  du  (w—  i)  "" 
ordre  au  plus. 

Si  donc  on  connaît  les  valeurs  particulières  prises  par  y,  par  ^?, 

par-i-^,, ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ,  ^J^  inclusivement,   pour 

une  valeur  particulière  x  =  a?^^  de  la  variable  indépendante,  l'équa- 
tion {a)^  et  toutes  celles  qu'on  en  déduit  par  les  dérivations  succes- 
sives, feront  connaître  les  valeurs  particulières  des  dérivées  suivantes  : 
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et  ainsi  de  suite  indéfîniaient,  pour  cette  même  valeur  d?  =  jt^;  de 
sorte  que  tous  les  coefficients  numériques  du  développement  de  y 
sont  exprimables  en  fonction  des  valeurs  particulières  assîjgnées 
aux  m  premiers;  la  fonction  y  est  par  suite  entièrement  détermi- 
née» lorsqu'on  connaît  pour  x  =  x^  les  valeurs  particulières  des  m 
fonctions  suivantes  : 

^'    dx'    àc»'    d^^' 

ce  qui  revient  à  dire  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (a)  ren- 
ferme m  constantes  arbitraires,  dont  les  valeurs  sont  liées  à  celles 
de  y  et  de  ses  m  —  i  premières  dérivées,  pour  une  détermination 
particulière,  x  =  a:^^ ,  de  la  variable  indépendante. 

35A.  Passons  aux  fonctions  de  deux  variables. 

Soit  une  fonctions  de  deux  variables  indépendantes  xeit;  et  ad- 
mettons encore  que  dans  un  certain  intervalle  défini  par  des  valeurs 
simultanées  de  x  et  de  /,  la  fonction  z  soit  développable  par  la  série 
de  Taylor  ;  nous  aurons,  en  appelant  h  et  Âdeux  nouvelles  variables, 
l'égalité  suivante 

=/(a:o,  <o)  +  ^  A(a^o>  <o)  +  Y^/",«  (3^0,  t.)  +  i^/'.s(^o,  'o)  +  etc. 

La  fonction  z  se  trouve  développée  ainsi  en  une  série  triangulaire. 
Si  Ton  donne  encore  les  valeurs  numériques  prises  par  la  fonc- 
tion f{x^  /),  et  par  toutes  ses  dérivées  partielles  de  tous  les  ordres 
pour  a?  =  ic^  et  /  =  /^,  on  fait  connaître  par  cela  même  tous  les 
coefficients  numériques  de  cette  série  triangulaire,  ce  qui  équivaut  à 
donner  effectivement  Texpressiop  de  la  fonction  z  cherchée. 

Supposons  donc  qu'on  ait  à  intégrer  une  équation  aux  dérivées 
partielles  de  Tordre  m,  renfermant  par  exemple,  outre  les  variables 
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indépendantes  x  et  /,  la  fonction  inconnue  z,  et  ses  dérivées  par 
tielles  jusqu'à  Tune  au  moins  de  celles  de  Tordre  m.  Pour  simplifiei 

le  problème,  supposons  que  l'équation  contienne  la  dérivée  j-^  ;  ré- 
solvons par  rapport  à  cette  dérivée,  et  soit 

(*)  0=' 

l'équation  proposée,  après  cette  résolution. 

Nous  pourrons  prendre  la  dérivée  partielle  de  cette  équation  par 
rapport  à  or,  puis  par  rapport  à  ^,  ce  qui  nous  donnera  deux  équa- 
tions nouvelles,  dont  l'une  fera  connaître 

puis,  de  ces  deux  équations,  nous  déduirons,  par  la  dérivation,  trois 
autres  équations  donnant  les  dérivées  : 

d*+««         d*H-*«         d«M-«2 

nous  tirerons  ensuite  quatre  nouvelles  équations  des  trois  équations 
que  nous  venons  d'obtenir,  en  en  prenant  les  dérivées  par  rapport 
k  xeXkt.  Nous  pouvons  aller  ainsi  aussi  loin  que  nous  voudrons. 

Mais  la  fonction  P  contient  des  dérivées  partielles  d'ordre  inférieur 
ou  au  plus  égal  à  m;  et  les  dérivations  successives  qu'on  fait  subir 
à  cette  fonction  P,  amènent  dans  le  calcul  des  dérivées  nouvelles, 
qui  en  engendreront  d'autres,  de  sorte  qu'on  ne  pourra  pas  en 
général  chasser,  comme  on  le  fait  pour  une  équation  différentielle, 
les  dérivées  nouvelles  provenant  des  différentiations  successives  de  P; 
ces  dérivées  resteront  dans  la  suite  du  calcul.  Pour  éclaircir  ceci  par 
nu  exemple,  prenons  une  équation  complète  aux  dérivées  partielles 
du  deuxième  ordre  ;  formons  le  tableau  de  l'enchaînement  des  déri- 
vées successives  ;  il  présentera  la  forme  suivante,  qu'il  faut  supposer 
indéfiniment  prolongée  vers  le  bas. 
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dz                  di 
C^^     S                   dt 

dx*        \   dxdj 

d»z 
dp 

— R 

dx»             di»d<      \^dxd<« 
d»2               d»z                 d»«     \ 
di»            di'd*            da?iP        \ 

d»i 
d? 
d»z 
drd<» 

d»« 
d<* 

L'équation  donnée  est  par  hypothèse  une  relation  entre  les  deux 
variables  indépendantes,  la  fonction  z  et  les  six  dérivées  inscrites 
dans  le  tableau  au-dessus  de  la  ligne  AB.  Résolvant  cette  équation 

par  rapport  à  ^,  et  formant  ensuite  toutes  les  dérivées  de^,-  par 

rapport  à  x  et  par  rapport  à  t,  nous  aurons  une  suite  indéfinie  d'équa- 
tions qui  nous  donneront  toutes  les  dérivées  inscrites  à  gauche  de  la 
ligne  oblique  CD,  en  fonction  des  autres  dérivées,  c'est-à-dire  des  fonc- 
tions inscrites  adroite  de  cette  même  ligne.  De  là  résulte  que  le  déve- 
loppement par  la  série  de  Taylor  de  la  fonction  z  définie  par  l'équation 
(jb)  renfermera  comme  arbitraires  un  nombre  indéfini  de  coefficients 

:,   dz    ^    dz    .     d^z 
qui  dépendront  des  valeurs  numériques  de  i;,  de  -?- ,  de  ^^^  »      dxdt'' 

de  j-f ,...  ;  en  un  mot,  de  toutes  les  fonctions  inscrites  à  droite  de  la 
at 

ligne  oblique  CD,  prises  pour  les  valeurs  particulières  x  =  x^^t^t^, 
des  variables  indépendantes. 

Mais  donner  les  valeurs  ^^  ^^-^^-^^^^  ^'"^^  ^^  ^^^  indéfmî- 

ment  pour  a?  =  a:^  et  ^  =  ^o,  ce  n'est  pas  autre  chose  (en  vertu  de 
l'observation  faite  tout  à  l'heure  au  sujet  des  fonctions  d'une  seule  va- 
riable) que  donner  la  fonction  z  =  f{x,  t)  pour  une  valeur  particu- 
lière x  =  x^\  en  effet  ces  données  suffisent  pour  développer  en  série, 
par  la  formule  de  Taylor,  la  fonction  d'une  seule  variable 

.   dz     d^z       dfz 
De  même  donner  les  valeurs  numériques  ^®^' jw/'  dxrfF*'*'  * 
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pour  it=:  Xo  et  /  =  /of  équivaut  à  donner  le  développement  même 

dz 
de  la  série  qui  exprime  la  valeur  de  la  fonction  -^  pour  x  =  Xo^  ou 

de  la  fonction  Z'.  (a?o,  ^o  +  *)• 

En  résumé,  la  détermination  complète  de  la  fonction  z  =  f{x^t) 
résulte  du  choix  arbitraire  qu  on  aura  fait  des  deux  fonctions  par- 
ticulières : 

et 

de  sorte  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  renfermera 
deux  fonctions  arbitraires. 

En  général ,  l'intégrale  générale  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  mf*^'  ordre  à  deux  variables  indépendantes  renferme  m 
fonctions  arbitraires  (t). 

355.  Prenons  pour  exemple  l'équation  du  mf*^  ordre  ; 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  sera  l'équation  suivante  : 

En  appelant  a^,  a,,  a, ,  a**"*,  les  m —  i  racines  m*^*de  l'u- 
nité, autre  que  le  nombre  i  lui-même  ;  on  peut  donner  à  la  solution 
ia  forme  suivante  : 


(1)  Cette  concliufon  est  sujette  à  de  nombreues  excepUons.  «  La  flxatton  du  nombre 
•«  de  fonctions  arbitraires  qui  doivent  entrer  dans  la  solution  générale  d'one  équation 
«  aux  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur  au  premier,  est  wie  question  complexe  et 
«  obsenre,  çul  ne  semble  pas  susceptible  d'une  solution  générale  comme  celle  du  nombre 
«  de  oûnataDtet  arbitraires  dans  Tintégrale  d'une  équation  difTérentielle  d'ordre  quel- 
«  conque.  ■  {M.HermUe,Cottr*/iïAo^rfl/)/iïérfe/'-Éco/tffw/y/ec/iMi7ue,2»aiuiée,18W-«9, 
page  171.) 
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çpfc  indiquant  une  fonction  arbitraire,  et  le  nombre  k  recevant  toutes 
les  valeurs  entières  de  o  à  m —  i . 

Plus  généralement  encore,   toute  équation  aux    dérivées  par- 
tielles linéaires,  à  coefficients  constants,  de  la  forme  : 

3ï=  "^  ^*  d«di— *  ■*■  ^«  55?3F^  "^ +  ^  55=^  -  '^ 

peut  s'intégrer  en  résolvant  l'équation  algébrique  . 

a*  +  Ajo*-*  +  A,flt-»-«  + +  Am  =  0; 

si  cette  dernière  équation  n'a  pas  de  racines  égales,  et  qu'on  ap- 
pelle a,,  a„ ttj^j,  tt„  ses  m  racines  qui  sont  toutes  différentes, 

on  aura  pour  l'intégrale  générale  de  T équation  proposée 

856.  Il  ne  faut  pas  croire  que  toute  équation  aux  dérivées  partielles 
s'intègre  par  des  procédés  aussi  élémentaires.  Loin  de  là,  dès  qu  on 
dépasse  le  premier  ordre,  les  équations  qu'on  peut  intégrer  forment 
de  rares  exceptions.  Le  problème  général  est  d'une  extrême  diffi- 
culté. Pour  le  premier  ordre,  on  a  une  méthode  analytique  très-sa- 
tisfaisante donnée  par  Lagrange  (XX«  leçon  sur  les  fonctions,  et  nou- 
veaux mémoires  de  Berlin,  1772  et  1774)»  ©t  perfectionnée  depuis 
par  divers  géomètres.  Monge  a  essayé  d'introduire  dans  le  problème 
des  considérations  géométriques  qui  sont,  en  effet,  de  nature  à  y  jeter 
un  grand  jour.  Ses  solutions  ont  été  étendues  et  perfectionnées,  dans 
le  Journal  de  F  École  polytechnique  (tomeX,  1814)9  p^r  Ampère, 
à  qui  l'on  doit  une  méthode  fort  élégante,  mais  non  générale,  pour 
intégrer  les  équations  du  second  ordre  (1).  L'intégration  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  d'un  ordre  supérieur  au  premier,  est, 
en  définitive,  dans  l'analyse  moderne,  l'un  des  points  qui  demandent 
le  plus  d'éclaircissements. 

(1)  Cette  Qiéthode  a  été  résumée  et  complétée  par  Edmond  Boar  dao«  le  tome  XXII  du 
Journal  de  V École  polytechnique. 
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DÉTERMINATION   DES   FONCTIONS    ARBITRAIRES    DANS    LE    PROBLÈME    DBS 
VIBRATIONS  DE  LA  TIGE   PESANTE   LORSQUE   LE  POIDS  ADDITIONNEL  P 

i 

EST  ÉGAL  A  ZÉRO. 


557.  Revenons  à  la  sol  ution  générale  du  problème  de  la  Uge  vibrante 
(6)         ^  2;  =  9(a;  +  aQ  +  <»(x-aO, 

on  bien,  en  remplaçant  z  par  sa  valeur  en  fonction  de  m, 

Nous  allons  tléterininer  les  fonctions  <p  et  ^^  d'après  les  conditions 
iniiiaies  du  mouvement,  supposées  données. 

Dans  ces  équations,  x  ne  peut  recevoir  que  les  valeurs  comprises 
entre  x=  et  a?  =  o  /,  tandis  que  t  peut  être  supposé  variable  de 

o  à  -j-  ^^* 
On  flonne  pour  /  =  o,  la  valeur  de  u  en  fonction  de  a?,  et  la  va- 

du 
leur  de  la  vitesse  —  de  chaque  point  à  ce  même  instant. 
dt 

On  sait  de  plus  que  le  point  A  est  fixe  ;  de  sorte  que  pour  â;  =  o, 

on  doit  avoir  u  =  o  et  ^  =  o,  quel  que  soit  t. 

Pour  simplifier  la  question,  nous  supposons  que  P  est  nul;  ce 
qui  revient  à  chercher  la  vibration  de  la  tige  sous  l'action  de  son 
poids  propre  seul. 

Dans  cette  hypothèse,  on  aura^  =  o  pour  a?=/.  En  effe^,  la 

^,ension  de  la  tige  du  point  B  est  égale  à  Ecu  -^-  ;   c'est  la   réaction 

égale  et  contraire  au  poids  P;  elle  est  donc  nulle  si  P=o« 
On  a  ainsi  les  équations  de  condition  suivantes  : 


CÛ8  DETERMINATION 

tt  «=  F(x)  )  pour  <  =  0,  les  fonctions  F  et/ élan  t  supposées  données 

du 

—  =/(x)  i  pour  toute  valeur  de  x  de  0  à  /. 

tt  =  0     ^ 

du  _         J  pour  a;  =  0,  quel  que  soit  t. 
dt  "^        ) 

—  =  0        pour  x=:  /,  quel  que  soit  (• 

Faisons  ^  =  o  dans  l'équation  (7) ,  après  avoir  supprimé  le  terme 

Px 

^,  que  nous  supposons  nul;  il  viendra poui'/  =  0 

(8)  u  =  ^  (2/x  ~  x«)  +  9(x)  +  +(x)  =  F(x). 

I^iis  prenons  la  dérivée  de  (7)  par  rapport  à  /,  et  faisons  t=oi 
il  viendra,  en  supprimant  toujours  le  terme  contenant  P, 

W  ^£  =  a[o'{x)-^'ix)]=f(x). 


Les  équations  (8)  et  (9)  donnent  les  fonctions  ?  (a:)  et  ^(x)  entre 
les  limites  x=o  et  aî=/. 

En  elTet,  on  tire  de  la  seconde  en  intégrant  : 

ç{x)-^,(x)=ij/(x)(fx. 
et  la  première  donne 

ç(x)  +  *(x)  =  F(x)  -  ^  (8te-x'). 
aJu  en  déduit  : 

■iU)  .=  l  I-{x)  -  Jl  m  -  X')  -  A  Jy^^,  d^. 
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La  quadrature  J/'(x)  dx  introduira  une  constante  arbitraire,  C  ;  e 
Ton  peut  poser  d'une  manière  générale  : 


^f(x)dx=C  +  ^'Ax)dx. 


Nous  verrons  plus  loin  que  cette  quantité  G  n'influe  pas  sur  le  ré- 
sultat fma],  et  qu'on  peut  par  suite  lui  attribuer  telle  valeur  qu'on 
voudra,  o  par  exemple. 

Les  Tonctions  F  (x)  et  /  {x)  étant  données  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  les  limites  a;  =  o  et  x  =  /,  les  équations  (lo) 
font  connaître  de  même  les  valeurs  des  fonctions  <p  et  «^  pour  toutes 
valeurs  de  leur  variable  immédiate  comprises  entre  les  mêmes 
limites. 

Si  on  fait  x  =  o^  dans  l'équation  (7)  et  dans  l'équation  qu'on  en 
déduit  par  la  dérivation  par  rapport  à  /,  c'est-à-^re  dans  les  équa- 
tions suivantes 

tt  =  ^  («te  — x«)  +  f(x  +  flrf)  -f  ♦(«  —  a<), 
(il)  ,        *^ 

^  =  a[?'(x  +  a<)-f(x-a01. 

on  doit  avoir,  quel  que  soit  1,  en  vertu  des  équations  de  con- 
dition, 

La  première  des  équations  (la)  nous  apprend  que  quelle  que 
soit  la  variable  ^,  on  a 

fW  =  -*(-«; 

de  sorte  que  si  Ton  connaît  l'une  des  fonctions,  7,  dans  un  certain 
intervalle,  on  peut  en  déduire  la  fonction  ^  dans  l'intervalle  com- 
pris entre  les  mêmes  limites  changées  de  signe.  On  connaît  ?  et  ♦ 

39 
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quand  leurs  variables  sont  comprises  entre  o  et  /;  on  déduira  d<mc 
de  la  première  équation  (is)  les  valeurs  de  f  et  de  4^  dans  l'inter- 
valle a;=o  et  â?  =  —  /;  en  définitive,  on  connaîtra  <p  et  4^  pour  toutes 
valeurs  de  la  variable  comprises  entre  les  limites  —  /  et  +  /. 

La  seconde  équation  (is)  rentre  dans  la  première  et  ne  nous  ap- 
prend rien  de  nouveau* 

Ayons  égard  maintenant  à  la  condition  -r'=o  pour  x^l^  quel  que 

soit  t.  Nous  avons  en  général  : 

Faisant  x  =  A  il  viendra 

fii)  fli  +  ofl  +  i^Cl-oO^a, 

quel  que  soit  t. 

L'équation  (i4)  est  une  équation  difiérentielle  dans  laquelle  t  est 
la  seule  variable  indépendante.  Intégrons  cette  équation,  nous  aurons 

(45)  f(/  +  a<)-+{Z-aO=C', 

G'  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  Si  nous  faisons  /  =  Ot  il 
vient 

Qr  noua  avons  déjà  trouvé  : 

f(a^)-t(a^)  =  iJ/la:)dx=iJy(x}dx+5. 
Donc 
(16)  ^'  =  5^/^)^  +  55 

De  sorte  que  la  constante  G'  s'exprime  en  fonction  de  la  constante  G; 
U  vient  alors  pour  l'équation  (i5} 
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(17)  f(l  +  ai)  -  +(/ -  aO  =  i  £/x) dx  +  ^, 

équation  vraie  pour  toutes  valeurs  de  t. 

La  première  des  équations  (is)  et  Téquation  (17)  sont  donc  vraies 
pour  toutes  valeurs  de  leur  variable.  Remplaçons  dans  (is)  ai  par 
at—l\  nous  aurons  : 

^**'  =  ff[at  -  /)  4.  4.{/  -  at)  =  0, 

Les  équations  (17)  et  (18)  permettent  d'éliminer  la  fonction  if  : 

(19)  f(/  +  aO  +  f(-/  +  cU)  =  5£/(x)dx+^. 

on  bien,  en  remplaçant  ( — l+tU)  par  une  nouvelle  variable, 

(20)  •(!:  +  20  +  9(0  =  ^£/(x)dx  +  ^. 

L'équation  (so)  nous  donne  donc  f  (2^+ a/)  au  moyen  de  <p  (0  ; 
nous  connaissons  déjà  <p  (Ç)  pour  toutes  valeurs  de  Ç  comprises  entre 
—  /  et  +  î?  lïous  en  déduirons  les  valeurs  de  cp  pour  des  valeurs  de  ^ 
comprises  entre  Z  et  3 /,  puis  entre  3  /  et  61,  et  ainsi  de  suite  indéfini- 
ment; en  d'autres  termes  on  pourra  toujours  trouver  les  valeurs 
de  9  {x+at)^  pour  toutes  valeurs  de  x  comprises  entre  a?=:o  et  x=/, 
et  pour  toutes  valeurs  du  temps  U 

La  fonction  if{x — at)  se  déterminera  de  la  même  manière;  mais 
on  peut  aussi  appliquer  la  première  des  équations  (la),  et  observei* 
qu'on  a  en  vertu  de  cette  équation  : 

0  =  9(— i  +  aO  +  ^x^at). 

Donc 

+(«  — aO  =  — 9(a;  +  a/), 

ce  qui  permet  d'écrire  l'équation  (7)  sous  la  forme  t 

(24)  u  =  ^(2/ar~x»)+9(x  +  a^)-f{-.»  +  a0* 


Ci2  PÉRIODICITÉ  DU  MOUVEMENT. 

La  détermination  de  <p  pour  toutes  valeurs  de  sa  variable,  achève  donc 
toute  la  solution. 
La  constante  G  disparaissant  dans  la  différence  des  fonctions 

f  (x  +  at)  —  ®(—  X  +  afj, 

on  peut,  comme  nous  Tavons  dit,  la  supposer  égale  à  o. 

L'équation  (20)  montre  que  le  mouvement  est  périodique.  En 
effet,  remplaçons 

Ç    par    Ç  +  «/, 
il  viendra 

et  en  retranchant  Téquation  (so), 

(22)  f(Ç  +  40-?W  =  0. 

De  sorte  que  la  fonction  <p  (Ç)  est  périodique  et  que  la  période 
est  égale  à  &I.  Il  en  est  de  même  de  la  fonction  ^\  et  par  suite,  la 
tige  se  retrouvera  identiquement  dans  la  même  position,  avec  les 
mêmes  vitesses  pour  les  mêmes  points,  à  deux  époques  pour  les- 
quelles x  +  at  différera  de  4'*  c'&st-à-dii*e  au  bout  d'un  temps  égal 

à  ^;  c'est  la  durée  d'une  allée  et  venue  complète,  le  long  de  la 

tige,  d'un  mobile  qui  serait  animé  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  de 

la  vitesse  moyenne  -. 

Nous  avons  supposé  P  =  0.  Si  nous  voulions  conserver  P  dans  le 
calcul,  les  équations  deviendraient  beaucoup  plus  compliquées.  Nous 
renvoyons  pour  le  développement  de  la  solution  dans  ce  cas  général 
au  Cours  de  mécanique  appliquée  de  M.  Bresse,  t*  édition,  chapi- 
tre VI,  S  iSg,  pages  354  et  suivantes. 
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VIBRATIONS  TRANSVERSALES   d'uNE  POUTRE  DROITE   POSÉE 
SUR   DEUX   APPUIS. 


358.  Nous  admettrons  que  la  poutre  AB,  posée  sur  les  appuis  de 

niveau  A  et  B,  a  une  section  constante,  et  quelle  est  chargée 

Fig.  Î73.  uniformément  de  p  unités  de  poids  par 

A mm; ,     unité  de  longueur.  On  donne  la  dis- 

tance  /  =  AB  des  deux  appuis.  On 
suppose  enfin  la  poutre  animée  d'un  mouvement  vibratoire  trans* 
versai,  dont  on  demande  la  loi. 

Les  équations  cherchées  s'obtiendront  en  introduisant  les  forces 
d'inertie  dans  les  équations  de  l'équilibre  intérieur  de  la  pièce. 

Prenons  sur  la  poutre  un  point  M  à  une  distance  x  du  point  A, 
et  considérons  un  second  point  M' infiniment  voisin  du  point  M,  et 
défini  pai*  son  abscisse  x  +  dx.  Le  poids  de  l'élément ,  surcharge 

comprise,  est pdx^  et  sa  masse  est  par  conséquent  ^ctr. 

Soit  p  le  moment  des  forces  élastiques  dans  la  section  M  ;  le  mo- 
Pi^  274  meut  des  mêmes  forces  en  M  sera  égal  à 


AA 


.  +  |<«x. 


\.^'^^) 


et  devra  être  pris  avec  un  signe  contraire. 
Représentons  de  même  par  une  lettre  A 
Jy    j/a  +  —  rfr)      ^*  résistance  à  l'eiTort  tranchant  dans  la 
section  M,  nous  trouverons  en  M' une  ré- 
sistance à  l'effort  tranchant  égale  à 

et  dirigée  en  sens  opposé. 
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L'élément  MM'  reçoit  des  déplacements  normaux  à  AB,  et  nous 
supposerons  que  toutes  ses  molécules  suivent  les  verticales  qui  les 
contenaient  dans  l'état  primitif.  Rigoureusement,  ces  dépbeements 
verticaux  ne  sont  admissibles  que  pour  les  molécules  de  la  fibre 
neutre.  Les  molécules  situées  en  dehors  de  cette  fibre  subissent, 
par  suite  de  la  flexion,  un  .mouvement  de  bascule  autour  de  l'axe 
horizontal  mené  dans  chaque  section  par  son  centre  de  gravité  ;  il  y 
aurait  donc  lieu  d'introduire  dans  le  calcul  le  couple  d'inertie  dé- 
veloppé par  déplacement  angulaire.  Pour  plus  de  simplicité,  nous 
suivrons  la  marche  adoptée  par  M.  Phillipps  dans  ses  mémoires  sur 
les  poutres  vibrantes,  et  nous  ferons  abstraction  de  ce  couple,  qui 
est  du  reste  trës-faible  toutes  les  fois  que  la  hauteur  de  la  poutre 
est  petite  par  rapport  à  sa  portée,  ou  que  le  poids  propre  de  la  poutre 
est  petit  par  rapport  à  la  surcharge. 

Dans  ces  conditions,  les  forces  d'inertie  se  réduisent  à  une  force 
unique  verticale  et  ayant  pour  expression 

elle  est  dirigée  de  bas  en  haut  quand  l'élément  de  poutre  descend, 
et  de  haut  en  bas  quand  il  monte* 

Rappelons  que  nous  comptons  les  y  positivement  au-dessus  de  AB, 
et  négativement  au-dessous. 

Nous  pouvons  poser  les  équations  du  mouvement  vibratoire;  elles 
se  réduiront  à  deux;  l'une  est  celle  des  composantes  verticales,  l'au- 
tre, celle  des  moments. 

Équation  des  composantes  verticales. 
ou  en  réduisant  et  en  supprimant  le  facteur  commun  dx^ 
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tiquation  des  moments  par  rapport  au  point  dappUcation 
du  poids  pdx. 

Réduisons,  supprimons  le  terme  infiniment  petit  du  second  ordre 
et  divisons  par  dx  : 

équation  rigoureusement  vraie  dans  Tétat  d'équilibre ,  et  spprmd- 
mativement  vraie  dans  l'état  de  mouvement,  puisque  nous  avons 
négligé  le  couple  d'inertie  provenant  du  mouvement  de  rotation  des 
sections  transversales  autour  de  Thorizontale  menée  par  le  centre  de 
gravité. 

Or  nous  savons  que  le  moment  [x  des  formes  élastiques  est  repré- 
senté par  la  fonction 

On  a  donc,  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  kxt 
et  prenant  encore  la  dérivée  de  Â  par  rapport  à  x  : 

Substituons  cette  expression  de  —  dans  l'équation  (i)  ;  nous  aurons 
l'équation  finale 

Elle  contient  la  dérivée  partielle  du  quatrième  ordre  de  y  par  rap- 
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port  à  a;,  et  la  dérivée  partielle  du  second  ordre  de  y  par  rapport  h  t. 
Elle  présente  donc  pour  l'intégration  un  plus  grand  degré  de  difficulté 
que  l'équation  des  cordes  vibrantes,  et  il  est  elTectivement  impossible 
d'en  obtenir  l'intégrale  générale  sous  forme  finie  (i). 

369.  Cherchons-en  une  solution  particulière,  qui  corresponde  à  Fé- 
quilibre,  ou  au  repos  de  la  poutre  ;  cela  revient  à  supprimer  le  terme 

^,  le  seul  où.  entre  la  variable  t.  Alors  l'équation  (3)  devient  une 

simple  équation  différentielle  du  quatrième  ordre  : 

E,g=-p, 

équation  qu'il  est  facile  d'intégrer.  On  trouvera  succes^vement  en 
appelant  G  et  G'  des  constantes  arbitraires 

Mais  El  j^  est  égal  au  moment  fléchissant  au  point  de  la  pou- 
tre défini  par  son  abscisse  x ,  et  ce  moment  est  exprimé  par  la 
fonction  : 

-pte  —  -  px»  =»  j  j)x(;  — «). 

On  identifiera  donc  les  deux  expressions  en  faisant 

C'  =  o.    C=ip^ 
Continuons  à  intégrer,  nous  aurons  d'abord  : 

et  dans  cette  équation  la  constante  tg  a  se  déterminera  en  obser- 

(1)  V.  PoiSMO,  Jwrml  de  V École  polytechnique,  T.  VI  (ta  xiu). 
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vant  que 

^  =  0    pour   x=^. 


Donc 

*««  =  Iï(iPî-ïP'><T)=- m^fr 
enfin*  la  dernière  intégration  nous  donnera  : 

Nous  obtenons  ainsi,   comme  solution  particulière  de  l'équa- 
tion (5),  l'équation 

ou 

qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  de  la  poutre  déformée ,  quand 
elle  demeure  en  équilibre. 

360.  Nous  pourrons  représenter  la  solution  complète  de  l'équa- 
tion (5)  par  la  formule  : 

dans  laquelle  le  premier  terme  représente  la  portion  statique  du 
déplacement  y,  et  le  second  z,  la  portion  oscillatoire  du  même 
déplacement^  variable  à  la  fois  avec  x  et  avec  t. 
On  en  déduit  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  a?  et  à  /. 


«•g=-p-*-='g 


La  substitution  de  ces    valeurs  dans  l'équation   (3)  conduit  à 
Téquation 
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OU  bien  après  toute  réduction,  et  après  avoir  posé  —  =  a\  à  l'é- 
quation simplifiée  : 

(6)  _+a»^  =  0. 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  aux  dérivées  pardelles  peut 
renfermer  une  infinité  de  termes  de  différentes  formes. 

On  pourrait  d'abord  y  introduire  une  fonction  entière  de  x,  du  4* 
degré,  dont  la  4*  dérivée  serait  constante;  puis  une  fonction  entière 
de  /  du  a*  degré,  dont  la  a"^*  dérivée  serait  également  constante;  il 
faudrait  que  le  produit  de  la  première  constante  par  a*  ajouté  à  la 
seconde  constante  fût  identiquement  nul,  ce  qui  permet  d'exprimer 
Tune  des  constantes  au  moyen  de  l'autre. 

On  peut  y  joindre  une  infinité  de  termes  de  la  forme  T  sin  mx^  T 
étant  une  fonction  du  temps,  et  m  un  coefficient  constant  En  efiet,  û 
l'on  considère  un  de  ces  termes  en  particuUeri  on  a  pour  sa  4*  dérivée 
relativement  à  x  : 

Tm*  sin  mx, 
et  pour  sa  seconde  déiivée  relativement  à  t, 

d"T  . 

^mmx. 

Ce  terme  satisfait  donc  à  l'équation  (5)  pourvu  qu'on  ait  : 

cPT 


w 


+  aSii^T  =  0, 


équation  différentielle  linéaire  du  s*  ordre,  qu'on  sait  intégrer.  On 
en  déduit  : 

T  s  Gfl,  sin  rn^aU  +  Cm  ces  mV<, 

en  appelant  G.,  et  (?«,  deux  constantes  arbitraires.  Le  terme  considéré 
prend  donc  la  forme  i 

[G«  sin  mVt  +  G  »  ces  fn*aH]  sin  nur; 


AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES.  619 

flans  cette  expression  C^  et  G'^  désignent  des  constantes  arbitraires, 
et  m  un  nombre  qui  sera  assujetti  plus  loin  à  certaines  conditions. 
Nous  supprimerons  dans  la  solution  générale  les  fonctions  entières 
de  X  et  de  t.  Pour  la  fonction  entière  de  /,  elle  ne  peut  subsister 
dans  la  solution,  par  la  raison  qu'à  partir  d'une  certaine  valeur  de  la 
variable  /,  qui  grandit  seule  indéfiniment,  cette  fonction  prendrait 
des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes,  et  par  suite  il  serait  impos- 
sible que  la  poutre  restât  indéfiniment  posée  sur  ses  appuis.  Quant 
à  la  fonction  entière  de  rc,  elle  est  englobée  dans  le  polynôme  du 
quatrième  degré  en  x  qui  complète  la  valeur  de  z,  et  qui  donne  la 
valeur  générale  de  y,  puisque  la  suppression  de  tous  les  termes  fonc- 
tions de  t  dans  la  valeur  de  y  doit  ramener  l'expression  de  y  à  celle 
qui  convient  à  l'équilibre.  Nous  poserons  donc  simplement  : 

(6)  «  =  2  {Cm  sin  m*aH  +  C'«  ces  m«a"<)  sin  mx, 

et  ce  sera  l'équation  du  déplacement  oscillatoire  de  la  poutre  autour 
de  sa  position  moyenne  ou  de  sa  position  d'équilibre. 

361.  Passons  à  l'examen  des  conditions  particulières  du  problème. 

Aux  points  A  et  B,  c'est-à-dire  pour  a?  =  o  et  pour  a;  =  /,  la  poutre 
ne  subit  aucun  déplacement  ;  donc  y  =  o  en  ces  points  ;  de  plus  le 

moment  fléchissant  y  est  nul,  dont-i-^  =  o,  et  cela  quel  que  soit  t. 

Le  polynôme  du  quatrième  degré  x  {x^ —  «  te*  +  /*)  et  sa  seconde 
dérivée  par  rapport  à  a;,  1 2  a?* — 1 2  /x,  s'annulent  à  la  fois  pour  x  =  o 
eXx  —  L  II  suflit  donc  de  faire  en  sorte  que  quel  que  soit  /,  on  ait, 

pour  a;  =  o  et  a;  =  /,  z  =  o  et  -j-^  =  0. 

Pour  a?  =  o,  tous  les  termef^  de  la  valeur  de  z  s'annuleAl,  puis- 
qu'ils contiennent  un  facteur  sinmx;  il  en  est  de  même  de  tous  les 

tel  mes  de  la  valeur  de  j-j. 

rf*z 
Faisons  donc  âp  =  /  dans  les  expressions  générales  de  z,  et  de  ^zi^ 

il  vient 

2  (Cm  sin  wfaH  +  C  »  ces  m^a^f)  sin  m/  =  0 , 


620  DÉTERMINATION 

et 

2  nt*(Gm  sin  rn^aH  +  G '•»  cos  m^aH)  sin  ml  =  u, 

équations  qui  doivent  être  identiques,  quel  que  soit  L  II  faut  et  il 

suffit  pour  cela  que  dans  chaque  terme,  sin  m/  soit  nul,  ou  que  ml 

soit  un  multiple  de  la  demi-circonférence.  Soit  donc  ml  x=ihz^k  étant 

un  entier  positif  quelconque  au  moins  égal  à  l'unité;  on  aura,  pour 

k'K 
déterminer  m,  la  relation  m'=-  -y* 

La  solution  se  trouve  donc  préparée  et  s'exprime  par  l'équation 

Y. 


P)    y  =  -g^(^-2ix'  +  i»)x  +  ^"'"(c.8in*î^<  +  C'.C08^%)sia*^ 


OÙ  k  doit  recevoir  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  i  à  oo« 
et  où  Gft  et  C'a  représentent  des  constantes  arbitraires  en  nombre 
infini,  qui  restent  à  déterminer. 

Pour  y  parvenir,  il  faut  employer  les  équations  relatives  à  l'état 
initial  de  la  poutre.  Supposons  qu'on  donne  pour  ^  =  o  les  valeurs 

de  y  et  de -^ ,  en  chaque  point,  c'est-à-dire  pour  toute  valeur  de  x 

comprise  entre  o  et  (;  soient  F(a;)  et  /(x)  les  deux  fonctions  qui 
représentent  ces  valeurs  :  faisant  ^=0  dsms  la  formule  (7) ,  il  viendra  : 

ft=oo 

(9)       ./(«)  =  ^]s"**c»""T^- 

Ces  équations  (8)  et  (9)  permettent  de  déterminer  les  inconnues  G» 
et  C\.  Prenons  pour  exemple  la  dernière  équation.  La  fonction  /(a;) 
est  connue  pour  toute  valeur  de  la  variable  comprise  entre  o  et  /; 
elle  ne  devient  pas  infinie  dans  cet  intervalle  et  elle  s'annule  aux 
deux  limites.  Dans  de  telles  conditions,  et  sans  même  exiger  que  la 
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/onction  f{x)  soit  continue,  on  peut  la  développer  en  une  série  de 
sinus  ou  de  cosinus  d'atcs  proportionnels  à  la  variable. 
Posons  en  effet 

(10)     f{x)  =  Aj  8in  y  +  A,  sm  —  -f  A,  sin  -j-  + ...  +  A«  sm  -j-  + ... , 

et  proposons-nous  de  trouver  le  coefficient  K^  du  terme  général. 
Nous  multiplierons  pour  cela  la  série  (lo)  par  sm—j—dx^  et  nous 
intégrerons  entre  les  limites  o  et  /;  il  viendra 

(**)  \  /W  sm  -^  (ix  =  Al  A  8m  -j  sm  -pdx  + +  A.  V  sin»  11-  (lx  + ... 

Or  toutes  les  intégrales  définies  du  second  membre,  sauf  celle  qui 
se  trouve  multipliée  par  A^,  sont  identiquement  nulles.  En  effet,  on 
a  en  général  : 

Bin  -j-  sm  -y-  =  5  \^^^  ' Y^ ces  ^    ^   ^     L 

multipliant  parcb  et  formant  l'intégrale  indéfinie,  nous  aurons  pour 
résultat 

S  (;u~n)7c™  /         ""2(m4-n)ii  "°  2 • 

expression  qui,  prise  entre  les  limites  o  et  /,  se  réduit  à  zéro,  toutes 
les  fois  que  m  est  différent  de  n. 

Lorsqu'au  contraire  m  =  n  l'intégrale  définie  obtenue  par  ce  pro- 
cédé prendrait  la  forme  -,  ce  qui  ne  nous  apprend  rien;  mais  la  qua- 
drature à  effectuer  devient  alors 

et  cette  fonction  a  pour  intégrale  générale 
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si  Ton  y  fait  a?  =  o,  a?  =  /,  et  qu'on  retranche,  il  vient  pour  résultat 

final  -  •  Donc 
a 

f*    .  ,  mKX  ,        l 

En  définitive,  l'équation  (i  i)  se  réduit  simplement  à  la  relation 

\J(x)  sm  -j-  dx  =  A,  X  j, 
et  par  suite 

(12)  A«  =  ?y/(x)siDÎÎ^dx. 

La  fonction  f{x)  étant  donnée  numériquement  de  x  =  o  à  â?  =  /, 
on  pourra  calculer  par  des  quadratures,  pour  les  valeurs  entières 
successives  de  m,  les  valeurs  correspondantes  des  intégrales  définies, 
et  par  suite  les  valeurs  de  A^;  la  fonction  f{x)  se  trouvera  ainsi  dé- 
veloppée eii  série  de  sinus  d'arcs  proportionnels  à  la  varial)le  x. 

Remplaçons  f{x\  par  ce  développement  en  série,  dans  l'équatioD 
(il).  Nous  devrons  avoir  identiquement 

/(x)=:  AiSin  y  +  Ajsm-y  +  AjSin  -j-  + +  A^sin  — p  + 

=  7  I  sm  -j  \  f{x)  sm  y  da:  +  sm  -y  \  /(x)  sm  -j-dx  + 

k—os> 
+  sin  -y-V  y(x)sm-y-dx+...J=-2r2d   ^C»8in-y  = 

=  -jr  I  Cism  y  +  4C,  sin  y-  -h +  m*C^  sin  -y  + J 

et  par  suite,  les  constantes  G^G,,...,  G.,,**  s'expriment  par  les  rela- 
tions: 
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et  en  général  C«=  ^j^\  y(x)8in2^<Ix. 
Le  développement  de  la  fonction 


«X 


en  série  de  sinns  d'arcs  multiples  de  -y,  s'effectuerait  de  même,  et 

conduirait  à  la  détermination  des  constantes  GV  Pour  abréger,  dési- 
gnons par  w{x)  cette  nouvelle  fonction,  donnée  entre  les  limites  x  =o, 
x=:l^et  s' annulant  à  ces  Umites;  on  trouvera  la  formule  générale 


(i4)  C«=rl£F(x)sin^(fx. 


S62.  En  résumé  l'équation  du  mouvement  prend  la  forme  sui- 
vante : 

(16) 


Les  termes  qui  contiennent  le  temps,  dans  cette  équation,  sont  tons 
périodiques.  Prenons  en  particulier  les  premiers  termes  des  deux 
séries,  c'estrà-dire  ceux  qui  correspondent  à  A:  =  i  ;  si  nous  considé- 
rons deux  époques  séparées  par  un  intervalle  égal  à  0,  la  valeur  de  y 

se  retrouvera  identiquement  la  même  si  -j;-0  est  égal  à  sn;  c'est-à- 
dire  si  0  est  égal  à 
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— ï,    ou  enfin  a    — \/-^, 

en  remplaçant  a  par  sa  valeur  ;  c'est  la  durée  de  la  période.  Tous 
les  autres  termes  ont  des  périodes  égales  à  des  parties  aliquotes 
,de  0,  de  sorte  que  la  superposition  de  tous  ces  mouvements  périodi- 
ques est  elle-même  un  mouvement  périodique. 

363.  M.  Bresse  a  complété  cette  analyse  en  y  introduisant  le  couple 
d'inertie  produit  par  l'oscillation  angulsdre  des  sections  transversales 
autour  de  l'horizontale  menée  dans  leurs  plans  par  leurs  centres  de 
gravité.  Il  sufiit,  pour  tenir  compte  de  cet  effet,  d'ajouter  à  l'équation 
(5)  le  terme 


dx«c//*' 


dans  lequel  6*  remplace  le  carré  du  rayon  de  gyration  de  la  section 
transversale  par  rapport  à  l'horizontale  menée  par  son  centre  de 
gravité,  multiplié  par  le  rapport  du  poids  propre  de  la  poutre  an 
poids  total,  surcharge  comprise. 

Ce  terme  n'augmente  pas  la  difficulté  de  l'intégration  et  Ton  arriTe 
au  résultat  définitif 

+  ïZ   [sm^cos-— ==^^sm^lT.)dxJ 


k=i 


Chaque  terme  de  la  série  est  encore  périodique;  mais  la  durée  de 
période  varie  pour  chacun  d'eux,  et  les  rapports  de  ces  durées  ne 
sont  pas  exprimées  par  des  nombres  entiers.  Aussi  il  y  a  superposi-  ' 
tion  d'un  nombre  indéfini  de  mouvements  périodiques,  mais  on  ne 
peut  pas  affirmer  que  le  mouvement  résultant  de  cette  superposition 
soit  lui-même  périodique. 
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YIBBATIONS    TRANSYEBSAtES   D*UNE   POUTRE  DROITE   POSÉE  SUR   DEUX 
APPUIS    DE  mVEAU   ET  PARCOURUE  PAR   UNS  CHARGE  ROULANTE. 


36A.  Le  problème  traité  dans  le  paragraphe  précédent  suppose 
que  la  charge  de  la  poutre  est  fixe  par  rapport  à  la  poutre  pendant 
la  durée  du  mouvement  oscillatoire.  Ce  n'est  pas  ainsi  que  les  choses 
se  passent  dans  la  pratique.  Dn  pont  métallique  à  poutre  droite  est 
en  équilibre  sous  l'action  de  son  propre  poids;  une  charge  mobile, 
un  train  par  exemple,  eavahit  le  tablier  du  pont.  L'équilibre  intérieur 
est  rompu  par  cette  addition  de  charge,  et  l'inertie  de  la  poutre  ne 
lui  permet  pas  de  réaliser  à  chaque  instant  l'équilibre  correspondant 
à  la  distribution  particulière  de  la  surcharge  à  ce  même  instant.  Il 
se  produit  donc  des  mouyemenls  oscillatoires  dans  lesquels  les  forces 
d'inertie  des  molécules  de  la  poutre  et  des  molécules  de  la  sur- 
charge interviennent  pour  compléter  l'équilibre,  qui  n'existerait  pas 
si  on  n'y  faisait  entrer  que  les  forces  élastiques. 

Les  premières  recherches  sur  cette  matière  ont  été  faites  en  An- 
gleterre ;  une  commission  nommée  par  le  Parlement,  en  1 847 ,  a  traité 
la  question  à  un  point  de  vue  expérimental,  en  faisant  passer  à  diffé- 
rentes vitesses  des  charges  roulantes  sur  des  barres  métalliques  po- 
sées sur  deux  appuis.  Le  rapport  de  cette  commission  a  été  déposé 
en  1849-  Une  première  étude  analytique  du  problème  a  été  faite, 
à  cette  occasion,  par  M.  Stokes,  professeur  à  l'université  de  Cam- 
bridge. Pour  simplifier  le  problème,  M.  Stokes  supposait  la  charge 
roulante  concentrée  en  un  seul  point  de  la  portée,  et  il  n'examinait 
que  deux  cas  extrêmes,  celui  d'une  charge  roulante  assez  petite  pour 
que  sa  masse  fût  négligeable  comparativement  à  celle  de  la  poutre, 
et  celui  où,  au  contraire,  la  masse  de  la  poutre  était  assez  petite 
pour  être  négligeable  par  rapport  à  celle  de  la  surcharge. 

'  Le  travail  de  M.  Stokes  a  été  publié  dans  les  Transactions  of  the 
Cambridge  philosophical  Society^  année  1849.  On  trouve  dans  les 
Annales  des  ponts  et  chaussées^  année  iâ5i,  un  résumé  du  rapport 
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dé  la  commission,  et  MM.  Molinos  et  Prosnier  en  ont  aussi  présenté 
une  analyse  sommaire  dans  leur  grand  Traité  des  ponts  métalliques. 
M;  Stokes  avait  indiqué  dans  ses  recherches,  l'usage  qu'on  peut  faire 
pour  l'étude  expérimentale  d'un  problème  aussi  compliqué,  des 
principes  de  la  similitude  mécanique.  Tout  récemment,  M.  Phillips, 
l'auteur  de  très-remarquables  travaux  analytiques  sur  l'élasticité  et 
la  mécanique  vibratoire  (i),  a  généralisé  cette  application  de  la 
similitude  (2),  et  posé  les  lois  de  la  véritable  réduction  d'échelle  à 
faire  subir  aux  divers  éléments  du  problème,  pour  qu'on  puisse 
conclure  avec  sûreté  d'une  expérience  faite  en  petit,  à  une  expé- 
rience en  grand.  La  similitude  mécanique  dont  il  s'agit  ici  n'est  pas 
complète  ;  elle  a  des  lois  plus  compliquées  que  la  vraie  similitude 
dont  Newton  a  autrefois  posé  le  principe  ;  cela  tient  à  ce  que  les 
forces  qui  s'introduisent  dans  les  équations  des  poutres  vibrantes  se 
partagent  en  deux  classes  :  les  forces  extérieures,'  telles  que  les 


(1)  Antialesdes  mines,  1855.— Théorie  des  ressorts,  AmaUs  des  mines^  1862.^Spiral 
réglant,  Annales  des  mines,  1861. 

(2)  Comptes  rendus  de  V Académie  des  sciences^  8  décembre  1M6*  Voici  la  coneloiioii 
du  traTail  de  M.  Phillips. 

«  Soit  UD  système  composé  d'une  poutre  prismatique  reposant  sur  no  nombre  ({oel- 
conque  de  points  d'appui  formant  ainsi  un  certain  nombre  de  traTées,  et  supportant  uo 
certain  nombre  de  mobiles  de  poids  quelconques  réiatiTement  les  ans  aux  autres,  mils 
tous  animés  de  la  même  vitesse. 

•  Un  autre  système  sera  comparahle  ayec  celui-ci  : 
PV*/  • 

1*  Pourvu  que  -nj-  soit  le  même  de  part  et  d'autre,  P  désignant  le  poids  d'un  mobile 

ou  de  son  homologue,  l,  la  longueur  d'une  travée  ou  de  son  homologue,  V  la  vitesse  da 

mobile,  Ë  le  coefficient  d'élasticité^  et  I  le  moment  d'inertie  de  la  section  transversale; 

3"  Que  le  rapport  des  poids  mobiles  entre  eux  soit  le  même  de  part  et  d'autre; 

P  P        P 

^  Que  —soit  le  même  de  part  et  d'autre,  ainsi  que  ^i  ou  ~,  en  désignant  par  P|  et 

Ps  les  poids  de  la  poutre  seule  et  de  cette  poutre  avec  la  charge  uniformément  répartie, 
soit  pour  une  travée,  soit  pour  la  totalité; 

4*  Que  le  rapport  des  longueurs  des  diverses  travées  soit  le  même  de  part  et  d'autre; 

5*  Que  les  divers  mobiles  soient  toujours  placés  de  part  et  d'autre  en  des  points  ho* 
mologues  des  travées  liomologues. 

«  Ces  conditions  étant  remplies,  il  arrivera  que  z,  ou  l'ordonnée  comptée  à  partir  de 
la  position  d'équilibre  sous  la  charge  uniformément  répartie,  sera,  de  part  et  d'autre, 

pn 
pour  les  points  homologues,  proporUonnelle  à  -r-. 

£1 
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poids  et  les  réactions  des  appuis,  qui  peuvent  être  augmentées  ou  di- 
minuées dans  un  rapport  arbitraire,  et  les  forces  élastiques,  dont  les 
expressions  contiennent  des  facteur;?  dépendants  des  déformations 
dés  pièces,  et  dont  le  coefficient  d'altération  est  par  suite  lié  avec  le 
rapport  d* amplification  des  dimensions  linéaires.  Les  conditions  de 
similitude  étaient  donc  plus  difficiles  à  démêler  dans  l'analyse  d'un 
tel  problème  qu'elles  ne  le  sont  pouf  les  questions  ordinaires  de  la 
mécanique  rationnelle. 

Le  mémoire  de  M.  Phillips  conduit  à  déterminer  les  rapports  de 
réduction  dont  il  faut  affecter  les  dimensions  linéaires,  les  masses,  les 
forces,  le  temps,  de  telle  sorte  qu'on  peut  aujourd'hui  faire  en  petit 
une  expérience  reproduisant  avec  exactitude  toutes  les  circonstances 
qu'on  aurait  pu  observer  dans  une  expérience  à  grande  échelle.  Ce 
résultat  est  d'autant  plus  précieux  que,  pris  dans  toute  sa  généra- 
lité, le  problème  des  vibrations  des  poutres  sous  l'action  de  charges 
roulantes  surpasse  les  forces  de  l'analyse.  Au  lieu  de  chercher  à  in- 
tégrer des  équations  qui  se  présentent  en  général  sous  une  forme 
extrêmement  rebelle,  on  pourra  chercher  expérimentalement  les 
lois  du  problème  ramené  à  une  échelle  assez  petite  pour  que  l'expé- 
rience soit  facile  et  peu  coûteuse  ;  puis  on  appliquera  la  méthode  de 
la  similitude,  et  Ton  saura  comment  il  faut  généraliser  les  résultats 
obtenus  pour  les  appliquer  à  une  échelle  aussi  grande  qu'on 
voudra  (i). 

La  commission  anglaise  de  1847  né  possédait  pas  cette  notion,  et 
les  recherches  de  M.  Stokes  faisaient  plutôt  pressentir  l'existence 
d'une  loi  générale  qu'elles  ne  formulaient  cette  loi  d'une  manière 


(1)  Voir  ao88i  Comptes  rendus  de  V Académie  des  sciences,  11  JanTier  1869,  Mémoire 
de  M.  Phillips  Sur  VéquHibre  des  solides  élastiques  semblables.  Pour  faire  en  petit  les  ' 
expériences  sur  la  résistance  des  poutres,  il  e«t  a^sez  difllciie,  en  pratique,  de  faire  va- 
rier les  forces  dans  le  rapport  convenable,  d'autant  plus  que  le  poi4is  du  modèle  est  une 
force  déterminée,  qu'on  ne  peut  modifier  arLltraireroent  pour  la  ramener  à  la  grandeur 
que  demande  Texpérience.  M.  Phillips  évite  cette  difilciiité  en  attachant  la  poutre,  placée 
yertlcalement,  à  un  arbre  suffisamment  éloigné,  auquel  il  imprime  une  Tite&se  angulaire 
arbitraire,  «  En  faisant  ainsi  intervenir  la  force  centrifuge^  on  peut  faire  en  sorte  que 
»  pour  le  modèle  la  force  agissant  sur  toute  la  masse  et  rapportée  à  Tuniié  de  masse 
«  soit  très-supérlenre  à  la  pesaolenr  et  soit  égale  à  la  valeur  qu'on  veut  lui  donner.  » 
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précise.  Aussi  les  conclusioiis  prises  à  cette  époque  étaient-elles  de  | 
nature  à  inspirer,  au  sujet  de  la  stabilité  des  ponts  métalliques,  des 
cndntesque  les  travaux  plus  récents,  et  mieux  encore  les  expériences 
journalières  de  l'exploitation  des  chemins  de  fer,  n'ont  pas  justifiées. 
Dans  toutes  les  expériences  de  la  commission,  on  a  atteint  sans  dif- 
ficulté les  vitesses  des  charges  produisant  la  rupture  des  poutres  sou- 
mises aux  observations.  On  sait  très-bien  aujourd'hui  que  lorsque 
les  poutres  d'un  pont  métallique  sont  sufiisamment  roides,  le  passage 
des  trains  à  grande  vitesse  ne  peut  y  produire  aucun  effet  fâcheux, 
et  que  les  excès  de  pression  et  de  tension  développés  par  les  charges 
mobiles,  sont  d'autant  plus  petits  que  la  portée  de  la  poutre  est 
plus  grande  et  qu'elle  a  plus  de  hauteur. 

355.  Le  problème  des  poutres  vibrantes  sous  l'action  d'une  charge 
mobile  se  met  en  équation  en  appliquant  les  principes  qui  servent  au 
cas  où  la  charge  est  fixe.  Mais  les  équations  que  l'on  obtient  sont 
plus  compliquées.  On  suppose  qu'une  charge,  dont  le  poids  est 
connu,  s'avance  sur  la  poutre  avec  une  vitesse  constante  donnée; 
cette  charge  peut  d'ailleurs  être  supposée  concentrée  en  un  seul  point 
(hypothèse  de  M.  Stokes  et  de  M-  Phillips) ,  ou  répartie  uniformé- 
ment sur  une  portion  de  poutre  aboutissant  à  un  appui  à  la  façon 
d'un  train  qui  s'avance  sur  le  tablier  d'un  pont  (hypothèse  faite  par 
M.  Renaudot,  dans  un  mémoire  inséré  en  1861  aux  Annales  des 
ponts  et  chaussées).  Les  équations  aux  dérivées  partielles  obtenues 
dans  les  deux  cas  ne  peuvent  s'intégrer  sous  forme  finie.  On  peut  les 
intégrer  par  les  séries,  soit  en  employant  le  développement  en  sinus 
des  multiples  d'un  arc  proportionnel  à  l'abscisse,  soit  en  employant 
le  développement  suivant  les  puissances  mêmes  de  l'abscisse.  La  pre- 
mière méthode  est  celle  que  nous  avons  suivie  pour  le  cas  d'une 
charge  fixe  ;  mais  si  on  l'adoptait  pour  les  charges  mobiles,  on  ne 
pourrait  pas  déterminer  les  constantes  arbitraires  et  compléter  la  so- 
lution par  le  procédé  dont  nous  avons  fait  usage.  Aussi  la  seconde 
méthode  est-elle  préférable,  d'autant  plus  que,  dans  l'espèce,  elle 
conduit  à  des  séries  d'une  convergence  assez  rapide. 

Nous  n'entreprendrons  point  ici  de  développer  ces  calculs,  et  nous 
nous  bornerons  à  citer  les  résultats  principaux  obtenus  par  3L  Phil* 
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lips  dans  son  mémoire  de  i855,  sauf  k  traiter  le  problème  dans  un 
cas  pailiculier  très-simple,  étudié  pour  la  première  fois  par  M.  Bresse, 
et  que  nous  empruntons  au  tome  II  de  son  Cours  de  mécanique 
appliquie. 


R£SULTATS  principaux    du  travail   de   m.    PHILLIPS. 

866.  Soient  /,  la  portée  d'une  poutre  droite  reposant  sur  deux  appuis; 

p^  le  poids  par  unité  de  longueur  de  cette  poutre; 

g^  l'accélération  de  la  pesanteur; 

Q,  le  poids  de  la  charge  roulante  concentrée  en  un  seul 
point; 

V9  la  vitesse  de  cette  charge,  supposée  uniforme; 

E,  le  coefficient  d'élasticité  de  la  matière  de  la  poutre; 

I,  le  moment  d'inertie  de  la  section,  par  rapport  à  l'ho- 
rizontale menée  dans  son  plan  par  son  centre  de 
gravité. 

Si  la  poutre  est  simplement  posée  suc  deux  appuis,  le  moment 
fléchissant  est  maximum  dans  la  section  du  milieu ,  et  a  pour 
valeur  : 

^'•('-^'<g)-i«'('-tiiS)- 

expression  qui  se  réduit  à 

gp/^+Jo/   pour   V  =  0, 

c'est-à-dire  pour  le  cas  où  la  charge  accidentelle  Q,  au  lieu  de  se 

déplacer,  resterait  immobile  au  milieu  de  la  portée. 

Le  terme  correspondant  à  la  charge  uniformément  répartie  se 

Q        V* 
trouve  multiplié  par  un  coefficient  i  +  -^  x  —,  qui  doit  peu  dif* 
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rer  de  l'unité  pour  que  les  formules  soient  applicables  ;  le  terme 

7  Q/,  qui  correspond  au  poids  additionnel  isolé,  se  trouve  multiplié 

par  un  autre  facteur,  un  peu  diflérent  du  premier,  mais  voisin  aussi 
de  r  unité.  Si  la  poutre  était  encastrée  sur  ses  appuis,  on  trouverait 
de  même  qu'il  faut  multiplier  dans  chaque  expression  des  momeots 
maxima,  les  termes  relatifs  à  la  charge  propre  et  au  poids  additionnel, 
par  des  facteurs  différents,  légèrement  supérieurs  à  l'unité,  et  de 

0/  V* 

la  forme  i  +  ft  —  x  «f  le  nombre  a  variant,  suivant  les  cas, 
til  2g 

ieiàî(.). 
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S67.  Soit  AB  une  poutie  de  longueur  sa  posée  sur  deux  appuis  de 
'*«•  "*•  niveau,  et  pesant  p  unités  de  poids 

^  par  unité  de  longueur  ;  on  la  sup- 

pose parcourue  uniformément  par 
un  train  indéfini  pesant  q  unités  de 
^^  ,fr  poids  par  unité  de  longueur,  et  l'on 

demande  la  position  d'équilibre  de 
la  poutre  sous  l'action  <le  cette  sur- 
charge, qui,  pour  être  mobile,  n'en  est  pas  moins  ici  une  surcharge 
permanente.  La  question  est  bien  simplifiée  par  cette  hypothèse, 
analogue  à  celle  qu'on  emploie  en  hydraulique  pour  rendre  facl- 
kment  accessibles  les  problèmes  de  l'écoulement  des  eaux.  Le  ré- 
gime permanent  est  une  sorte  d'intermédiaire  entre  l'équilibre  et  le 
mouvement,  et  toutes  les  fois  qu'il  est  constaté,  on  peut  introduire 


(1)  Noof>  donnons  lot  les  coefficient!  de  correction  que  M.  Bresse  a  introdiiiU  dans  son 
fOOri  I  ce  sont  ceux  qu'avait  propuséâ  M.  Phnlips^  avec  quelques  petites  altérations. 
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dans  les  équations  des  simplifications  notables.  Le  temps  n'y  inter- 
vient plus. 

Soit  ÂC'B  la  poutre  dans  Tétat  de  déformation  où  Ton  suppose 
l'équilibre  réalisé.  Prenons  pour  origine  le  point  G,  milieu  de  la 
portée  ;  ex  est  Taxe  des  x  ;  nous  prendrons  pour  l'axe  des  y  une 
verticale  GY  élevée  au  point  G. 

Gonsidérons  un  élément  MM\  dans  l'état  naturel,  lequel  occupe 
après  la  déformation  la  position  M^  H\.  Cet  élément  est  en  équi- 
libre sous  l'action  des  forces  moléculaires  développées  dans  les  sec- 
tions M^ ,  M\  9  du  poids  de  l'élément,  du  poids  de  la  surchai^e, 
et  enfin  de  la  force  centrifuge  développée  par  le  déplacement 
de  l'élément  de  surcharge  avec  une  vitesse  V,  le  long  de  la  courbe 
M,MV 

Appelons  |x  le  moment  des  forces  élastiques  en  M^  (ou  en  M),  et  A 
l'effort  tranchant  ;  p  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  AG'B  au 
point  M^;  la  normale  à  la  courbe  est  sensiblement  verticale;  la  force 
centrifuge,  rapportée  à  l'unité  de  masse,  est  donc  une  force  verticale» 

y« 
tendant  vers  le  bas,  et  égale  à  — • 

P 

Nous  aurons  pour  équations  d'équilibre  : 


Éqtmtion  des  composantes  verticales  : 


Équation  des  moments: 


La  première  équation  donne  : 
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Mais  on  a  très-sensiblement 

p""  cix«* 
donc 

équation  qu*on  peut  intégrer,  et  qui  donne 

A  =  A.-(p  +  „x-^|. 

Si  l'on  fait  a? =0,  c'est-à-dire  si  l'on  prend  l'effort  tranchant  au  point 
G',  on  aura  -^  =  o  ;  on  doit  d'ailleurs  avoir  A  =  o  ;  donc  la  con- 
stante A«  est  nulle. 
Nous  ayons  par  conséquent 

et  par  suite 
ou  bien 

Le  moment  d'élasticité  est  nul  au  point  B«  pour  x=  CB  =  a  ;  on 
a  aussi  en  ce  point  y=o  :  donc 


K*  ==  j  (P  +  Ç)«% 


et  enfin  il  vient 


(4)  l*  =  |(P  +  ç)(a«-x*)-.^y  =  Eïg, 

pour  équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée. 
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Pour  intégrer  l'équation  (i),  M.  Bresse  change  de  variable,  et 
pose  les  relations  suivantes  : 

Ely  =  (p  +  ç)ay      .    V«ç_EïU« 
L'équation  (i)  est  ramenée  à  la  forme 

et  se  réduit  à  la  suivante  : 

On  intègre  cette  équation  en  en  cherchant  d'abord  une  solution 
particulière,  que  Ton  complète  ensuite  par  l'addition  d'une  nouvelle 
variable  z  :  cela  revient  à  changer  encore  de  variable. 

Nous  poserons  à  cet  effet 

On  en  déduit  pour  déterminer  z  l'équation 

qui  donne 

s  =  A  8in  Ux'  +  B  C08  C  x', 

Aet  B  étant  deux  constantes  arbitraires,  qu'il  est  facile  de  détermineren 
observant  que  ^  =o  pour  «  =  o,  et  que  y=o  pour  xssza.  On 
trouve  : 

1 


A  =  0,       B  =  ^ 


U*cosU' 
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et  l'équation  (i)  a  enfin  pour  intégrale 


(4) 


Le  maximum  dif  moment  fléchissant  a  lieu  pour  x  =  o;  il  a  pour 
valeur  : 

ll  =  i(p  +  ,)a.x-p*.(j^-i). 

C'est  le  produit  du  moment  fléchissant  statique ,  -  {p  +  ç)  a*  ipsir 

le  facteur  rA^»±^_i\  ^  q^i  représente  l'eflet  de  la  vitesse  V  de 
la  charge. 

Ce  facteur  devient  infini  pour  U  =  —  ;  ce  qui  indique  que  la  pou- 
tre serait  en  danger  de  ruptm'e  si  l'on  avait 

V«g_EIff' 
g  ^  iar 

expression  que  nous  interpréterons  tout  à  1*  heure* 
En  faisant 

U  =  j,    on  trouve    M=  |  (p +  9)a«  x  i,343; 

dans  ces  conditions  de  vitesse ,  le  moment  fléchissant  augmente , 
par  reflet  du  mouvement ,  d'un  tiers  environ  de  sa  valeur. 

368.  L'équation  (i)  nous  montre  que  l'eflet  de  la  charge  roulante 
équivaut ,  au  point  de  vue  du  moment  fléchissant ,  à  l'eflet  de  deux 

forces  égales  à  —^ ,  qui  agiraient  au  point  A  et  B,  suivant  la  droite 

AB,  de  manière  à  comprimer  la  poutre  {%  io4).  Le  problème  est  donc 
ramené  à  celui  d'une  pièce  comprimée  par  ses  abouts.  La  plus  petite 


DES  VITESSES  DANGEREUSES.  63!^ 

force  de  compression  qui  mette  la  pièce  en  danger  de  rupture  est 
donnée  par  la  formule 

y*q  _  Elu» 

g  ■"  4a«  ' 

égalité  que  nous  venons  déjà  d'obtenir  d'une  autre  manière.  Pour 

obtenir  une  limite  des  valeurs  non  dangereuses  de  la  vitesse  Y,  il 

faut  tenir  compte  à  la  fois  du  poids  permanent  2(/>  +  y)a  et  de  la 

W 
force  de  compression  — ^.   M.  Bresse  admet  qu'on  peut  prendre 

y 

avec  sécurité  pour  limite  des  valeurs  non  dangereuses,  le  résultat 

fourni  par  l'équation  : 

— 2.  =  _— ^    qui  correspond  a    U  =»  ?, 

ce  qui  revient  à  abaisser  la  première  limite  au  quart  de  sa  valeur; 
on  trouve  alors,  comme  nous  l'avons  vu  tout  à  l'heure,  un  moment 
maximum  supérieur  d'un  tiers  à  ce  qu'il  serait  dans  le  cas  du  repos 
de  la  charge. 

Le  moment  fléchissant  maximum,  correspondant  à  l'état  sta- 
tique, a  pour  expression 

et  la  charge  maximum  correspondante  de  la  matière  est  donnée 
par  Téqùation 

Il  y  faut  faire  v  égal  à  la  moitié  de  la  hauteur  H  de  la  poutre,  que 
nous  supposons  symétrique  ;  nous  aurons  donc  : 

|(p  +  g)«'       H_H(p+g)a« 
R  = j X  8-4 i • 
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Mais  supposons  que  la  vitesse  Y  atteigne  sa  plus  grande  limite  admis- 
sible donnée  par  la  formule  : 

Tq  _  Elac» 
^    ~l6a«' 

Remplaçons  dans  cette  équation  y  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation 
précédente»  il  viendra  : 

^  =  |{p  +  g)xHxg. 
Donc  enfin 


'=ix\/i 


^E±l^gE. 


Pour  le  fer,  on  a  généralement 

E  =  2  X  10*% 
R  =  6  X  10^ 

M.  Bresse  remplace  ^^tJZ  par  le  nombre  -r,  valeur  qui  est  géné- 

ralement  au-dessous  de  la  réalité;  on  a  alors  pour  limite  supérieure 
deV  : 

V  =  17,56  X  v^- 

Pour  H  =o",5o,  la  limite  dangereuse  de  V  serait  une  vitesse  de 
S5  mètres  par  seconde  ; 

pour  11  =  1,00  V=  78% 
pour  U-8,00  V  =  110% 
Pour  H  =  3-.  V  =  135-. 

Or  la  vitesse  d*un  train  n'excède  jamais  s8  mètres  par  seconde, 
ce  qui  correspondrait  à  un  parcours  de  loo  kilomètres  dans  une 
heure.  Cette  vitesse  très-considérable  ne  serait  dangereuse  que  pour 
les  poutres  d'une  épaisseur  très-petite. 

S69.  Le  montage  d'une  poutre  droite  avec  contre-flèche  permet 
de  réduire,  ou  de  supprimer,  ou  enfin  de  fûre  changer  de  sens 
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Taction  de  la  force  centrifuge.  Mais  il  est  rare  que  les  poutres 
droites  arquées  primitivement  vers  le  haut  conservent  bien  long- 
temps leur  flèche  de  montage. 

Si  au  lieu  d'un  train  indéfini ,  roulant  avec  une  vitesse  uniforme 
sur  la  poutre ,  on  veut  tenir  compte  des  dimensions  finies  du  train  « 
le  régime  n'est  plus  permanent,  et  le  problème  reprend  toute  sa 
complication.  Il  y  a  déformation  de  la  poutre  pendant  le  passage 
du  train,  et  les  forces  d'inertie  de  la  poutre  elle-même  sont  néces- 
saires à  l'équilibre.  Néanmoins,  ces  forces  ne  sont  pas  bien  grandes 
en  général,  et  Ton  peut  admettre  que  la  déformation  s'opère  de 
manière  à  réaliser  à  chaque  instant  la  situation  d'équilibre  qui  con* 
vient  à  la  position  de  la  surcharge  à  cet  instant  ;  une  fois  le  train 
passé,  la  poutre  entre  dans  une  série  de  vibratioas  autour  de  sa  forme 
d'équilibre,  jusqu'à  ce  que  lés  frottements  et  la  résistance  de  l'air 
l'iûent  ramenée  au  repos.  L'amplitude  initiale  de  la  vibration  dépend 
des  efiorts  exercés  par  le  train  pendant  son  passage;  mais  il  s'en  Tant 
qu'en  pratique,  le  mouvement  s'opère  suivant  les  trajectoires  con- 
tinues que  suppose  la  théorie.  Les  chocs  jouent  là  un  rôle  qui  peut 
modifier  sensiblement  les  résultats  des  calculs.  Gomme  on  n'a  pas 
jusqu'ici  de  données  bien  positives  sur  l'intensité  et  la  fréquence  de 
ce  genre  d'efforts,  il  est  impossible  de  déterminer  par  le  calcul,  sans 
observation  directe,  l'amplitude  des  vibrations. 

Cette  recherche  d'ailleurs  serait  peut-être  sans  résultats  pour  la 
question  qui  intéresse  le  plus  le  constructeur,  à  savoir  la  durée  de 
la  construction.  Il  ne  s'agit  pas  tant  de  chercher  l'effet  mécanique  • 
du  passage  des  charges  en  mouvement  et  de  calculer  les  excès  d'ef- 
fort qui  peuvent  se  développer  par  suite  de  ce  passage,  que  d'ap- 
précier l'altération  moléculaire  produite  par  les  trépidations  du  mé- 
tal. Les  calculs  de  flèches  partent  toujours  d'un  coefilcient  d'élasticité 
constant,  tandis  que  ce  coeflicient  d'élasticité  varie  vraisemblable- 
ment à  la  suite  de  l'ébranlement  des  molécules.  Ainsi  il  n'est  pas 
rare  de  voir  une  pièce,  un  arbre  tournant  par  exemple,  présentant  à 
l'origine  tontes  les  conditions  de  résistance,  se  briser  après  un  travail 
prolongé,  sans  avoir  jamais  subi  d'eflbits  exceptionnels •  Peut-être 
un  certain  temps  de  repos  est-il  nécessaii*e  pour  qu'une  poutre  mé- 
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talHque,  ébranlée  par  le  passage  d'une  charge,  reprenne  son  état 
moléculaire  noimal.  La  perturbation  produite  par  le  passage  d'une 
charge  mobile  doit  surtout  être  nuisible  aux  régions  des  poutres  con- 
tinues k  plusieurs  travées  où  il  y  a  renversement  des  efforts  suivant 
la  position  de  la  surcharge  (§  172)* 

870.  Voici,  à  titre  de  renseignement,  le  résumé  des  épreuves  d'un 
pont  métallique  pour  chemin  de  fer,  de  84  mètres  de  portée  et  de 
7",4o  de  hauteur. 

SousTaction  d'une  surcharge  de  3i4ooo  kilogrammes  répartie 
uniformément  sur  le  tablier  pour  une  voie  unique  et  appliquée  pen- 
dant une  heure,  les  poutres  ont  fléchi,  au  milieu,  de  a8  millimètres. 

L'épreuve  dynamique  a  consisté  à  faire  circuler  sur  le  tablier  du 
pont  un  train  composé  de  trois  locomotives  et  de  leurs  teuders,  à 
une  vitesse  de  3»  kilomètres  à  l'heure.  La  flèche  prise  par  les 
poutres  sous  cette  chaige  mobile  a  été  seulement  de  is  millimètres 
au  milieu. 
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